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Ozet: Bu makalede, adaptif filtre parametrelerinin iteratif olarak ayarlanmasinda kullanmak igin énerilen Gauss-
Seidel algoritmasinin deterministik ve stokastik yakinsama analizi yapilmistir ve Normal denklemlerin optimum
¢Oziimiinii veren yansiz bir kestire¢ oldugu gosterilmistir.
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Stochastic Convergence Analysis of Gauss-Seidel
Algorithm in Adaptive Filters

Abstract: In this article, deterministic and stochastic convergence analysis of Gauss-Seidel algorithm that is proposed
for adjusting adaptive filter parameters in iterative manner is performed, and it is shown that it is an unbiased parame-
ter estimator that gives the optimum solution for Normal equations.
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1. GIRIS
Bilindigi gibi, adaptif filtre parametrelerinin iteratif olarak ayarlanmasinda kullanilan algoritmalar
optimizasyon tabanli algoritmalar ve ardisil en kii¢iik kareler tabanli algoritmalar olmak {izere kabaca iki

gruba ayrilabilir (Haykin, 1991, Farhang-Boroujeny, 1998). Bu algoritmalar asagidaki sekilde goriildiigii
gibi filtre parametrelerini iteratif olarak ayarlamak i¢in kullanilir.
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Sekil 1:
Adaptif filtreleme islemi

Burada v(n) adaptif filtrenin ayrik-zamanh giris sinyali, u(n) adaptif filtrenin tahmin edilen pa-
rametreler kullanilarak hesaplanan ¢ikis sinyali, d(n) ise adaptif filtrenin takip etmesi istenen sinyaldir
(Haykin, 1991, Farhang-Boroujeny, 1998). Parametre ayarlama algoritmalariyla, tahmin edilen parametre-
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leri kullanarak hesaplanan u(n) sinyali ile adaptif filtrenin izlemesi istenen d(n) sinyali arasindaki hata-

nin karesinin beklenen degerini minimum yapan parametre tahminleri iteratif olarak hesaplanir (Haykin,
1991, Farhang-Boroujeny, 1998). Son yillarda adaptif filtre katsayilarin iteratif olarak hesaplamak igin,
dogrusal denklem takimlarinin iteratif ¢6zliimii {izerine kurulu bazi algoritmalar dnerilmistir (Kogal, 1998,
Ng ve dig., 2003, Albu ve Kwan, 2004, Bouchard ve Albu, 2005). Bunun i¢in ¢ogunlukla Gauss-Seidel
iterasyonu kullanilmaktadir. Onerilen bu algoritmalarda, Gauss-Seidel algoritmasi Normal denklemi
iteratif olarak ¢ozerek optimum parametre tahminlerini hesaplamak icin kullanilmaktadir. Bu yontemlerin
avantaji, parametre giincelleme isleminin skaler olarak yapilmasidir (Kogal, 1998, Ng ve dig., 2003, Albu
ve Kwan, 2004, Bouchard ve Albu, 2005). Bu makalelerde ve bu makalelerin referanslarinda Gauss-Seidel
algoritmasinin stokastik yakinsama analizi yapilmamistir. Bu makalenin amaci, adaptif filtre parametrele-
rini iteratif olarak hesaplamak i¢in kullanilan bu algoritmalarin deterministik ve 6zellikle stokastik yakin-
sama analizini yapmaktir.

2. GAUSS-SEIDEL ALGORITMASI KULLANARAK PARAMETRE TAHMINIi

Gauss-Seidel yontemlerindeki orijinal fikir, en kii¢iik kareler tahminlerinin elde edilmesinde, lineer
denklem takimlarinin ¢6ziimiinde kullanilan iteratif yontemlerden yararlanmaktir. Gauss-Seidel algoritmasi

Rwy=p 6]
olarak verilen normal denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilmaktadir. Burada, M adaptif filtrenin derecesi
olmak tizere, R ile M x M boyutlu korelasyon matrisi, p ile M x1 boyutlu korelasyon vektorii, w, ile

optimum parametre tahminleri gdsterilmektedir. Buradaki korelasyon matrisi, korelasyon vektorii ve filtre
cikis verilerini igeren u(n) vektorii ise sirasiyla

R = Elu(nyu” (n)) @)
p = E(u(n)d(n)) 3)
un) =[u(n-1 u(n-2) - un-M)|" )

olarak tanmimlanmaktadir (Haykin, 1991). Burada £ () beklenen deger operatoriinii gostermektedir. Kore-
lasyon matrisi ve korelasyon vektorii pratik uygulamalarda

RO =S o () ®

PO =S ) ) ©
seklinde N adimlik veri grubu kullanilarak tahmin edilmektedir veya

R(n) = R(n=1)+u(nyu’ (n) O]

p(n) = p(n)+u(n)d(n) (®)

seklinde veya buna benzer sekillerde yeni 6rnekler kullanilarak iteratif olarak glincellenmektedir (Haykin,
1991). Gauss-Seidel iterasyonu bu asamada iki farkli bigimde kullanilmaktadir. Birincisinde, korelasyon
matrisi ve korelasyon vektorii V adet veri grubu kullanilarak tahmin edildikten sonra veya veriler her a-
dimda elde edildikten sonra iteratif olarak giincellenmekte, daha sonra Gauss-Seidel iterasyonu veya bazi
hizlandirilmig versiyonlar1 kullanilarak Normal denklemi saglayan optimum parametre tahminleri iteratif
olarak hesaplanmaktadir (Ng ve dig., 2003). ikincisinde ise, korelasyon matrisi ve korelasyon vektdrii veri-
ler her adimda elde edildikten sonra iteratif olarak giincellenmekte ve Gauss-Seidel algoritmasi tek basina
veya bazi algoritmalarla birlikte kullanilarak adaptif filtre parametreleri giincellenmektedir (Kogal, 1998,
Albu ve Kwan, 2004, Bouchard ve Albu, 2005).

3. GAUSS-SEIDEL ALGORITMASI'NIN YAKINSAMA ANALIZi

Gauss-Seidel algoritmasiyla parametre tahmin isleminde baslangi¢ noktasi, zaman-ortalamali
Normal denklemlerin Gauss-Seidel algoritmasi ile ¢6ziimil ilizerine kuruludur. Korelasyon matrisinin ve
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korelasyon vektoriiniin degerinin bilinmemesi durumunda, tahmini degeri kullanilarak bir yaklagiklik yapi-
lir. Korelasyon matrisi ve korelasyon vektorii eldeki veriler kullanilarak tahmin edildikten sonra veya elde
edilen yeni veriler kullanilarak iteratif olarak giincellendikten sonra, Gauss-Seidel algoritmasi normal
denklemlerin ¢6ziimiinde kullanildiginda, parametre vektorii

w(n+1):—(RL +RD)_1RUw(n)+(RL +RD)_1p 9)

iterasyonu kullanarak giincellenmektedir. Burada R, korelasyon matrisinin kdsegen elemanlarini igeren,
R, korelasyon matrisinin alt figgen elemanlarini igeren, R;; ise korelasyon matrisinin ist tiggen elemanla-

rin1 igeren kare matrislerdir (Kogal, 1998). Bu asamada Gauss-Seidel algoritmasinin yakinsama analizi,
deterministik yakinsama analizi ve stokastik yakinsama analizi olmak tizere iki farkli sekilde yapilabilir.

3.1. Deterministik Yakinsama Analizi

Korelasyon matrisinin ve korelasyon vektoriiniin (5) ve (6) esitliklerindeki gibi N adet veri grubu
kullanilarak tahmin dildigini varsayalim. Bu durumda (9) esitligini

w(n+1)=—(R,(N)+ R, (N))" R, (N)w(n) + (R, (N)+ R, (N))" p(N) (10)

seklinde yazabiliriz. Burada n iterasyon adimimi gostermektedir. Bilindigi gibi R korelasyon matrisi
simetrik ve pozitif tanimli olan bir matristir (Haykin, 1991). Dogrusal denklem takimini olusturan kare
matrisin simetrik ve pozitif tanimli olmas1 durumunda, Gauss-Seidel algoritmasinin herhangi bir baslangic
degeri i¢in denklem takimini saglayan ¢Oziim degerine iteratif olarak yakinsadigi matematiksel olarak
Golub ve Van Loan (1996) tarafindan gdsterilmistir. Buradan hareketle Gauss-Seidel algoritmasiin de-
terministik olarak normal denklemlerin optimum ¢o6ziimiine yakinsadigi asagidaki lemma ile gosterilebilir:

Lemma: R e R Kkorelasyon matrisi simetrik ve pozitif tammh oldugundan dolay1, Gauss-
Seidel iterasyonu herhangi bir w(0) baslangi¢c degeri i¢in normal denklemlerin w, ile verilen optimum
¢Oziimiine yakinsar.

Ispat: Burada oncelikle yeterli miktarda veri kullanildig1 durumda

E(R(N))=R , E(R,(N))= R, , E(R,(N))= R, , E(p(N))= p (11)
yaklagikliklarini yapabiliriz. R korelasyon matrisini

R=R, +R,+R! (12)
seklinde yazdigimizda, (9) ile verilen iteratif algoritmadaki

T=—R,+R,) "Rl (13)

matrisinin biitiin 6zdegerleri birim daire iginde ise algoritma yakinsar. Bunun igin spektral yaricap olarak
bilinen ve 7" matrisinin en bilyiik 8zdegeri olarak tanimlanan max (|4 7| ) <1 olmalidir. R;, matrisi po-

zitif tamiml oldugundan dolay1
T, =Ry*TR,"? (14)

olarak tanimlanan 7} matrisi 7 ile ayni 6zdegerlere sahiptir. Bu durumda max (|4 |)<1 oldugunu

gostermek, Gauss-Seidel algoritmasinin pozitif tanimli simetrik matrisler i¢in yakinsadigini géstermek icin
yeterlidir. Bu amagla

tanimlamasini yaptigimizda 7| matrisini
T =Ry’TR,? ==(1+R,) 'R, (16)

olarak yazabiliriz. 7 ile 7] matrisleri ayn1 Ozdegerlere sahip oldugundan dolayr 7, matrisinin
Ozdegerlerini bulmak igin

—(I+R,) 'Rl x=2x (17)
esitligini yazabiliriz. Bu esitligin her iki tarafin1 soldan ( / + R Il ) ile carptigimizda
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~R x=A(1+R,)x (18)

esitligini yazabiliriz. Bu esitligin her iki tarafin1 soldan xT e carparak x'x=1 ozelligini kullandigimiz-
da

—xTRLTlx:/l(1+xTRL1x) (19)
esitligini elde ederiz. Buradan A 'y1
T T
-x R, x
A= Ll (20)

- ( 1+x"R, x )
olarak elde ederiz. Burada x” R 11 X = a seklinde skaler bir sayidir. Burada
T
a’ =(XTRL1 x) =x"R, x=a 21

ozelligini kullanirsak,
2

1% = a—z (22)
1+2a+a
sonucu elde edilir. Burada | A | <1 olmasi i¢in
1+2a=1+x"R, x+x" R} x>0 (23)

olmasi gerekir. Burada R;, pozitif tanimli bir matris oldugundan dolay: bu sart her zaman saglanir. Bu

sart her zaman gegerli oldugundan dolay1 | A , | <1, (k=1,2,...,M) sart1 da her zaman gegerlidir.

3.2. Stokastik Yakinsama Analizi

Korelasyon matrisi ve korelasyon vektorii tahminlerinin (7) ve (8) esitliklerindeki gibi elde edilen
verileri kullanarak ardigil olarak gilincellendigini varsayalim. Burada korelasyon matrisinin baglangig
asamasinda pozitif tamimliligini garantilemek amaciyla baslangi¢ degeri R(0) = 6./ olarak alinabilir. Bu-
rada 6 =0.1,0.01,0.001, v.s. gibi kiigiik bir say1 olarak segilir. Bdylece hem baslangi¢ asamasinda kore-

lasyon matrisinin pozitif tanimlilig1, yani algoritmanin yakinsamasi garantilenmis olur, hem de parametre
tahminlerinin baslangi¢ asamasindaki yakinsama hizi kontrol edilmis olur. Bu durumda (9) esitligiyle veri-
len iteratif algoritmay1

w(n+1)=—(R, (n)+ R, (n))" R, ()w(n) + (R, (n) + R, (n))" p(n) (24)

seklinde yazabiliriz. Burada n hem iterasyon adimini, hem de zaman indisini gostermektedir. Yani iki
iteratif islem birlestirilmistir. Burada

~(Rp +R,) 'Ry =I—(R, +R,)'R (25)
esitliginden yararlanarak ayni esitligi

w(n+1) = (1= (Ry () + R, () RO Jwn) + (R () + R, () pn) (26)
olarak yazabiliriz. Esitligin sag tarafinda bazi diizenlemeler yaptigimizda ise ayni formiilii

w(n+1) = w(n) +(Rp (n) + R, (m) ' [p(m) = R(n) w(m)] @7
seklinde yazabiliriz. Parametre hata vektoriinii

e(n) =w(n)—w, (28)

olarak tanimladigimizda ve yukaridaki denklemin her iki tarafindan w,"1 ¢ikararak w(n) degerini para-
metre hata vektoriine bagli olarak

w(n) = &(n) + w, (29)
seklinde yazdigimizda asagidaki esitlikleri elde ederiz:

(w(n+1) = wy) = (w(n) = wy )+ (Rp (n) + R, (m) ™" [p(n) = R(m) (£ (n) + w; )] (30)
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e(n+1) = &(n)+(Rp(n)+ Ry ()" [p(n) = R(m) (£(m) + wy )]. G

Esitligin sag tarafini diizenledigimizde

s +1) = (1 = (R, () + R, () ROD)on)+ (Ry () + R, (0)  (p(0) = RODw,)— (32)
elde edilir. Bu denklem, parametre hata vektdriine bagl olan ve sistem matrisi

I=(Ry(m)+ R, (n))" R(n) (33)
olan bir stokastik fark denklemidir. Burada amacimiz parametre hata vektoriiniin beklenen degerinin

E(s(n))=0 (34)

seklinde zamanla sifira yakinsadigini gostermektir. Bu asamada Haykin (1991) tarafindan yapilan yakla-
sikliga benzer bir yaklasiklik yapabiliriz. Haykin (1991) tarafindan, stokastik egim yontemi olarak da bili-
nen LMS (Least Mean Squares) algoritmasinin stokastik yakinsama analizinde, LMS algoritmasinin para-
metre hata vektoriine ait stokastik fark denkleminin sistem matrisi asagidaki gibi verilmistir:

1 — pu(nyu(n)”. (35)
Burada u, LMS algoritmasindaki adim biiyiikligiidir ve u(n) vektori (4) esitligindeki gibi ta-

mimlanmigtir. Haykin (1991) tarafindan, LMS algoritmasinin parametre hata vektoriine ait stokastik fark
denkleminin ¢dziimiiniin, £ adim boyutunun kii¢iik olmas1 durumunda, sistem matrisi

E(I - pu(myu(n)" )=1-uR (36)
olan fark denklemine yakin oldugu gosterilmistir. Burada Haykin (1991) tarafindan

E(u(mu(n)”)=R (37)
yaklagiklig1 yapilmistir. Bu durumda Gauss-Seidel algoritmasinda rahatlikla

E(R(n))=R , E(R,(n))=R, , E(R,(n))=R, ve E(p(n))=p (38)

yaklagikliklarini yapabiliriz. Clinkii Gauss-Seidel algoritmasinda LMS algoritmasindaki gibi korelasyon
matrisinin ve korelasyon vektoriiniin anlik degeri degil, zaman ortalamasi alinmis degeri kullanilmaktadir.
Yani, Gauss-Seidel algoritmasinin stokastik yakinsama analizinde yaptigimiz (38) esitligindeki yaklasiklik,
LMS algoritmasinin stokastik yakinsama analizinde yapilan (37) esitligindeki yaklasikliga gore ¢ok daha
giiclii bir yaklagikliktir. Bu durumda Gauss-Seidel algoritmasinin parametre hata vektoriinii iceren (32)
esitligiyle verilen stokastik fark denkleminin her iki tarafinin beklenen degerini aldigimizda

Eer+1)= BT~ (Ry (1) + R, () RO B((m))+ E(Ry () + R, () ) E(ptn) — R w,
(39)
elde edilir. Burada (38) esitligini géz oniine alarak

E(p(n) - R(n)w, )= E(p(n))— E(R(n))w,

=p—Rw,=0

(40)

yaklasikligini yapabiliriz. Ayrica LMS algoritmasindaki (36) esitligine benzer sekilde ve LMS algoritma-
sindakine gore daha yiiksek bir dogruluk ile

E(1=(Ry(n)+ R, () R())= 1 - (R, + R, )R @1)

yaklagikligini rahatlikla yapabiliriz. Bu durumda (32) esitligiyle verilen stokastik fark denkleminin bekle-
nen degerinin yakinsamasini gosteren (39) esitligini yiiksek bir yaklasiklik ile

E(z(n+1)=(1-(R, + R, ' R)E(e(n)) (42)
olarak yazabiliriz. Burada

v(n) = E(g(n)) (43)
tanimlamasini yaptigimizda ayni fark denklemini

v(in+1) = (I—(RD +R, )_1R)v(n) (44)

olarak yazabiliriz. Bu fark denklemini baglangi¢ degerine bagl olarak
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vin+1)=(1-(Rp +R,)"R)" (0) (45)

seklinde yazabiliriz. Parametre tahminlerinin ortalamasinin gercek degerine yakinsayabilmesi i¢in para-
metre tahmin hatasinin ortalamasiin yakinsamasi gosteren bu fark denkleminin sifira yakinsamasi gere-

kir. Bunun i¢in, /—(R, +R, )71R matrisinin (7 +1). kuvvetinin sifir olmasi1 gerekir. Bu da

I-(R, +R, )_1 R matrisinin biitiin 6zdegerlerinin 1'den kiiglik olmasi sartin1 gerektirir. Burada R kore-

lasyon matrisi ile bu matrisin kosegen elemanlarini igeren R, kare matrisi ve alt iggen kismini igeren R,
kare matrisi pozitif tanimli oldugundan, (23) esitligi geregi bu sart saglanmaktadir.

4. SONUCLAR

Bu makalede, Gauss-Seidel algoritmasin adaptif filtre parametrelerini iteratif olarak giincellemek
i¢in kullanilmasi durumunda, hesaplanan parametre tahminlerinin deterministik ve stokastik anlamda ya-
kinsama analizleri yapilmigtir. Parametre tahminlerinin deterministik anlamda yakinsamasi i¢in korelasyon
matrisinin pozitif tamimli olmasimin yeterli oldugu gosterilmis, 6zellikle stokastik anlamda parametre tah-
min hatasinin beklenen degerinin sifira yakinsamasi i¢in gerekli sart elde edilerek bu sartin her durumda
saglandig1 gosterilmistir.

5. KAYNAKLAR

1. Albu, F. and Kwan H. K. (2004) Fast block exact Gauss-Seidel pseudo affine projection algorithm, Electronics
Letters, 40(22), 1451-1452.

2. Bouchard, M. and Albu, F. (2005) The Gauss-Seidel fast affine projection algorithm for multichannel active noise
control and sound reproduction systems, International Journal of Adaptive Control and Signal Processing, 19(2-
3), 107-123.

3. Farhang-Boroujeny, B. (1998) Adaptive Filters: Theory and Applications, John Wiley & Sons, Chicester.

4. Golub, G. H. and Van Loan, C. F. (1996) Matrix Computations, 3rd Ed., John Hopkins University Press, Baltimo-
re and London.

5. Haykin, S. (1991) Adaptive Filter Theory, 2nd Ed., Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey.

6. Kocal, O. H. (1998) A new approach to least squares adaptive filtering, /IEEE International Symposium on
Circuits and Systems, Monterey, California, 261-264.

7. Ng, T. M., Farhang-Boroujeny, B. and Garg, H. K. (2003) An accelerated Gauss-Seidel method for inverse
modeling, Signal Processing, 83(3), 517-529.

92



