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OZET

Bu ¢aligmada, katsayilari tamsayr olan iki polinomu aritmetik karmasiklik agisindan daha verimli g¢arpan
yontemlerin arastirilmas: hedeflenmektedir. Bu yilizden, B6l-ve-Fethet mantigini kullanan, Karatsuba-Ofman
Algoritmasindan yola ¢ikarak ¢arpma islemlerini daha az maliyetli toplama/gikarma islemleriyle degistiren
denklemler bulan bir yazilim gelistirilmistir. Gelistirilen uygulamada, ti¢ terimli iki polinomun katsayilarmin
olas1 kombinasyonlar1 kullanilarak ¢arpma isleminden sonra biitliin ¢arpim katsayilarinin bulunup bulmadigim
test edilmektedir. Ug terimli polinomlar1 ¢arpmak icin 3 farkhh yéntem oldugu ve bu ydntemlerin hepsinde 6
garpma, 13 toplama/¢ikarma islemine ihtiya¢c duyuldugu hesaplanmistir. Bunlara ek olarak, daha fazla terimli
polinomlarin ¢arpimi igin ne tiir uygulamalara ihtiya¢ duyuldugu konusunda detaylara da yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Polinom c¢arpimi, aritmetik karmasiklik, sembolik hesaplama, Karatsuba-Ofman, Bol-ve-
Fethet.

SEARCHING NEW KARATSUBA-LIKE POLYNOMIAL MULTIPLICATION ALGORITHMS FOR 3-
TERM POLYNOMIALS

ABSTRACT
In this paper, new efficient methods are investigated to multiply two polynomials whose coefficients are integer.
To achieve this, a software, based on divide-and-conquer idea, is developed with the help of Karatsuba-Ofman
algorithm by replacing multiplication operations with addition/subtraction. This software checks all possible
combinations of polynomial multiplications of three terms. With experimental results, there are three different
methods to multiply 3-term polynomials with integer coefficients that need 6 multiplications and 13 additions.
Moreover, the details are provided to extend this application for large dimensions.

Keywords: Polynomial multiplications, symbolic computation, complexity, Karatsuba-Ofman, divide-and-
conquer

I. GIRIS (INTRODUCTION)

Bilgisayarlarda gergeklestirilen  biitiin  islemler,
mantiksal ve aritmetik islemlere indirgenmektedir.
Bilgisayar mimarisinde kullanilan temel aritmetik
islemler toplama ve carpmadir. Sik kullanilmalarinin
nedeni; bilgisayar mimarisinde yapilan bir ¢ok
islemin temelinde bu islemlerin yer almasidir [1].
Toplama isleminin maliyeti, dogrusal karmagikliga
sahip oldugu i¢in bazt durumlarda goz ard:
edilmektedir. Carpma isleminin maliyeti, toplama
isleminin maliyetinden daha fazla oldugu igin
carpmayl daha az maliyet ile gerceklemek &nem

kazanmaktadir. Bu nedenle, bu ¢aligma kapsaminda
carpma iglemine odaklanilacaktir.

Kiigiik sayilarda yapilan iglemlerde ¢alisma zamani
kabul edilebilir biiyiikliikte olsa da sayilar biiyiidiik¢e
islemler yavaglamakta hatta sonuca ulagmak, islemci
giiciine gore farklilik gosterse de, yillar almaktadir.
Islem giicii artan bilgisayarlara, yiiklenen is giicii de
her gegen giin artmaktadir. Dogru orantili olarak
ilerleyen bu artis nedeni ile her zaman aritmetik
islemleri daha az maliyetle yapmanin yolu
denenecektir. Bu yiizden garpma iglemi iizerine olan
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ilgi siirekli olarak devam etmektedir ve muhtemel
olarak devam edecektir [2].

Klasik c¢arpma isleminin zaman karmasiklig
O(n?)’dir. Bugiine kadar bu karmagsiklig1 azaltmak ve
daha az maliyetli bir ¢arpma algoritmas: bulmak igin
cesitli calismalar yapilmig ve yapilmaya da devam
edilmektedir. Karatsuba algoritmasi ile bu alandaki
caligmalar tetiklenmistir [3]. Bol-ve-Fethet mantigiyla
calisan bu algoritma, klasik ¢arpma algoritmasindan

asimptotik  olarak  daha iyi  bir  basarim
gerceklestirmektedir.  O(n?) olan  karmasiklig
O(n'os23y’e indirgemektedir. Karatsuba

algoritmasinin temelindeki mantik; denklemlerde
bulunan bazi Ozelliklere sahip birden ¢ok carpma
islemini, daha az carpma ile yapilmasidir. Bunu
gerceklestirirken varolan ¢arpmalar, toplama/gikarma
islemleri ile degistirilmektedir. Karatsuba’dan sonra
bu alana yonelim; kazancinin fazla olmasi ve her
alanda  kullanilan uygulamalarin  performansin
etkilemesi sebebiyle, gittikge artmaktadir. Karatsuba
algoritmasinin ortaya ¢ikmasindan sonra farkli bakis
acilar1 da ortaya ¢ikmigtir. Toom-Cook algoritmasi,
1963’te Andrei Toom tarafindan bulunmustur. Bu
algoritma, Karatsuba algoritmasi gibi Bol-ve-Fethet
mantifiyla c¢aligmaktadir. Fakat; biiyiik boyutlardaki
iki sayiyi, iki esit parcaya bdlmek yerine, |
uzunlugunda k esit parcaya bolerek; baska bir ifade
ile interpolasyon mantigin1 kullanarak ¢arpma
islemlerini  gerceklestirmekte ve  karmasiklig
azaltmaktadir. Toom-Cook-3 algoritmasi, k=3 oldugu
durumdur ve karmasikligi O(n'°835)’tir [4]. 1971°de
A. Schonhage ve V. Strassen tarafindan, sadece
herhangi iki biiyik saymm veya fazla terimli
polinomlarin ¢arpimint hesaplamaya yodnelik hizl
Fourier donisiimine dayali O(nlognloglogn)
karmagikliginda olan Schonhage-Strassen algoritmasi
gelistirilmistir. Hizli Fourier doniisiimii, ayrik Fourier
doniisiimiini O(n log n) karmasiklik ile gergeklestiren
bir tekniktir [5]. Daha sonra 2007 yilinda Schonhage-
Strassen’den  daha  hizli, log*x := min{k €
N:log°* x <1}, log°* :=logo ..,,0log olmak
iizere islem karmagikhgimi O(nlogn 20009 M)’e
diisiiren Fiirer algoritmasi, Martin Fiirer tarafindan
bulunmustur [6].

Bu c¢aligmalarin temel amaci ¢arpma isleminin
aritmetik karmagikliginin azaltilmasini saglamak ve
ihtiyag duyulan kiigiikk boyutlu ¢arpma sayisim
azaltmaktir. Bu ¢alijma kapsaminda; katsayilar
tamsay1l olan iki polinomu carpmak igin gereken
carpma sayisini azaltarak, polinom ¢arpimindaki
verimliligin arttirilmas1 amaglanmaktadir. Katsayilar
ifade eden bazi carpmalari, daha az maliyetli olan
toplama ve ¢ikarma islemleriyle degistirerek ¢arpma
sayisint  azaltan  denklemlerin  elde  edilmesi
hedeflenmektedir. Bu denklemleri elde edilmesi
sirasinda dikkat edilmesi gereken bir diger husus ise
toplama/gikarma  karmagikligidir. Carpma  sayisi
azaltilirken, arttirilan toplama/gikarma islemi sayisi,
carpma karmasikligini gegmemelidir. Bu yiizden yeni
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denklemler elde edildikten sonraki hedef ayni ¢arpma
sayisina sahip, toplama/gikarma sayisi daha az olan
denklem gruplarinin bulunmasidir.

A. Motivasyon ve Katki

Karatsuba’dan sonra bu alana ilgi artmis fakat Bol-ve-
Fethet mantifiyla c¢alisan Karatsuba’dan farklh
denklemler ile ¢arpma sayisini azaltmaya yonelik ¢cok
fazla g¢alisma  yapilmamigtir. 2005  yilinda,
Montgomery’nin [7] numarali ¢aligmasinda; 5, 6 ve 7
terimli polinomlarin carpiminda Karatsuba
denklemleri gibi denklemler arama yontemi ile
varolan c¢arpma sayist bazi tek degerler igin
azaltilmigtir. Fakat bu caligmada denklem arama
algoritmast agiklanmamistir. [8] numarali ¢aligmada
yazarlar, n? ¢arpma ve (n— 1)? toplama/gikarma
islemi kullanarak polinom ¢arpimint gergeklestiren
Klasik c¢arpma yontemi ile Karatsuba ydntemini
kargilagtirmistir.  Bu  karsilastirmanin - sonucunda
carpma ve toplama islemlerinin birbiri tiirlinden
maliyetini hesaplanarak, kazang¢ belirlenmis ve bes
terimli iki polinomun c¢arpimi i¢in Karatsuba’dan
daha verimli bir ¢arpma yontemi Onerilmistir. Ayni
zamanda farkli b6lme boyutlarina goére (6rnegin, ikiye
par¢alama yerine herhangi bir asal sayiya gore
parcalama) Karatsuba algoritmasinin genellestirilmesi
yapilmistir.

Islemci firmalar1 6zellikle kriptografik islemleri
verimli yapabilmek amaciyla polinom g¢arpimlari igin
ozel teknikler kullanmakta ve bunlar igin Bol-ve-
Fethet yaklasim1i baz almmarak alt islemciler
tasarlamaktadirlar [9]. Bunlar g6z oniine alindiginda
kiigiik boyutlu polinomlarin ¢arpimi, detayli olarak
arastirilmasi gereken 6nemli bir konu oldugu ortaya
¢ikmaktadir.

Bu calisma, Karatsuba algoritmasi ile ayni ¢arpma
sayisina ve daha az toplama/¢ikarma sayisina sahip
carpma yontemlerini bulmak iizere yapilmistir.
Sembolik hesaplama tabanli ¢alisan arama algoritmasi
i¢in bir veri yapisi tasarlanmis ve uygulanmistir.

B. Organizasyon

Bolim 2°de ii¢ terimli iki polinomun ¢arpimi igin
carpma  yoOntemlerinin  bulunmasina ve bu
yontemlerde kullanilan veri yapisina detayli olarak
deginilmektedir. Veri yapist igerisindeki sembolik
hesaplama islemlerinden ayrmtili olarak
bahsedilmektedir. Boliim 3’de daha fazla elemana
sahip polinomlarin ¢arpimi igin bazi Oneriler ve
sonuglar verilmektedir. Ayrica, gelecek ¢aligmalar
hakkinda agiklamalar detaylandirilmistir.

II. UC TERIMLI iKi POLINOMUN VERIMLI
CARPMA YONTEMLERININ BULUNMASI
(FINDING EFFICIENT MULTIPLICATION METHODS
FOT TWO POLYNOMS HAVING THREE TERMS)

Bu  bolimde, Karatsuba ¢arpma  ydntemi
hatirlatilmakta, ¢aligmanin temelini olusturan arama
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algoritmast verilmekte ve daha sonra Karatsuba
benzeri carpma yontemlerini bulabilmek amaciyla
olusturulan yazilimin detaylar1 anlatilmaktadir.

Karatsuba c¢arpim gruplarinda, esitlik (1)’deki n
terimli iki polinomun ¢arpimindaki katsayilarin
kombinasyonlarinin olusturdugu denklemlerin
toplanmasi veya ¢ikarilmasi ile esitlik (2)’deki sonug
denklemlerinin katsayilari elde edilmektedir.

ax) = a,_x" 1+ .+ ax+a,

b(x)= by_1x™1 +..+ bx + b, (1)

a(x) b(x) = ay_qby_ x2D +
+(agbitay by) x + agb (2)
Karatsuba  denklemlerinin ~ bulunma  mantigy,
¢alismanin  gidisini anlamak agisindan 6nemli

bulunmaktadir. Bu yiizden, esitlik (3)’deki ii¢ terimli
iki polinomun c¢arpiminda kullanilan Karatsuba
denklemleri esitlik (5)’te detaylandirilmistir.
a(x) = a,x?+a;x +ag
b(x) = byx% + byx + b, 3)
a(x) b(x) = a,b,x* + (a,b,+a,b,) x3
+(azbotaibytaghy) x? + (aghytaibg)x + aghy

Ug terimli iki polinomun ¢arprminda olusan 5 katsay1
esitlik (4)’de bulunmaktadir:

Ks[1]= agb,
Ks[2] = ayb,
Ks[3] = aghy+ ay b, )

Ks[4]=a;b, + a,b,
Ks[5]=a,by + a;b; + ayb,
Bu katsayilari elde etmek igin 9 ¢arpmayi, 6 carpmaya

disiiren Karatsuba carpimlari ve denklemleri esitlik
(5)’te bulunmaktadir:

My: agby  Mj: (agtay)(botb,)
My:a;by My (agtaz)(bithy)
M;: azb,  Ms: (aztag)(bytby)
(%)
Ks[11=M,, Ks[3]=M;—M,-M,
Ks[2]=M,, Ks[4]=M,-M, - M,

Ks[5]= Ms— My — M,

A. Karatsuba Benzeri Carpma Yontemlerini
Arama Algoritmasi

Bu caligmada, ii¢ terimli polinomlarin g¢arpimlarini
tiretirken  Karatsuba  Algoritmasi’nin  temelde
kullandigi mantikla ilerleyerek, tiim olasiliklari
kullanan bir arama algoritmasi tasarlanmistir. Bu
algoritmanin adimlari su sekildedir:

1. (apx? + a;x + ag) ve (byx? + byx + by)
polinomlarmin ¢arpimindaki katsayilarm biitiin
olasi kombinasyonlar1 esitlik (6)’daki sekilde
hesaplanmig ve biitiin M carpimlari
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kaydedilmistir.
gosterilmistir.

Ek 1’de biitin M c¢arpimlan

M = (dyay + dia, + d,a;)(eghy + e,by + e,b,)
vd;,e €{01} (6)
2. 49 carpmadan, istenilen ¢arpma sayisinca yani 6’s1
secilerek bir carpma grubu olusturulmaktadir. Ug
terimli iki polinomun ¢arpiminda, (469) olasi
carpma grubu bulunmaktadir.

3. Bu carpmalar, olabilecek biitiin toplama/¢ikarma
islemlerine tabi tutulmaktadir. Oncelikle segilen 6
M degerinden biri rastgele alinmakta ve basa
getirilmektedir. Daha sonra kalan M degerlerinin

toplama  ve  c¢ikarmadan  olusan  biitiin
kombinasyonlari esitlik  (7)’deki sekilde
hesaplanmaktadir.

GOrzQ) + 20+ 2+ 2! (D + 2°CN @

Bu islem sonucunda 1432 tane denklem ortaya
cikmaktadir. Bunlar, M carpimlarindan olusan &
denklemlerini ifade etmektedir. Bu k denklemleri
esitlik (8)’de bulunmaktadir.

k= My — My + My + Mgy, — Mg+ Mg (8)

4. Olusan her k denklemi, sonug¢ katsayilart ile
karsilagtiritlmaktadir. 1432 denklem iginde 5 sonug
katsayisini da saglayan denklemler bulundugunda,
bu denklem grubu sonug¢ denklem grubuna
eklenmektedir. Olast M carpimlarinin hepsi bitene
kadar 2. adima doniilmekte ve yeni M ¢arpimlar
secilerek, sonraki adimlar tekrarlanmaktadir. Olas1
M carpimlarinin  hepsi tarandiktan sonra bir
sonraki adima ge¢ilmektedir.

5. En son bulunan biitiin denklem gruplar1 iginden en
az carpma ve toplama/cikarma islemiyle biitiin
katsayilar1 iireten denklem grubu aranmaktadir.
Ama¢ en az c¢arpma ile c¢arpma ve
toplama/gikarma oranint minimize edilmesidir.
Sonug denklemlerinin ¢arpma ve toplama/gikarma
orani, esitlik (9)’da belirtilen yapiya gore kontrol
edilmektedir.

Yazarlar, [8] numarali ¢alismada, bu sayiy1 kontrol
etmek i¢in bir r orani belirlemistir. Bunu basit olarak
gostermek gerekirse; n terimli iki polinomun
garpimmi n? garpma islemi ve (n—1)? toplama
islemi ile gerceklestiren klasik ¢carpma yontemi ile, ii¢
terimli iki polinomun g¢arpimi igin daha az maliyetli

calistig1 bilinen Karatsuba algoritmasinin
kargilagtirilmast  esitlik  (9) ve esitlik (10)’da
bulunmaktadir.

r=tm/ta
tm: 1 ¢arpma isleminin maliyeti
ta: 1 toplama isleminin maliyeti
cs (klasik ¢arpma ydntemi) = 4ta + 9tm
ck (Karatsuba Algoritmas1) = 13ta+ 6tm  (9)
ck <cs
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13ta+6tm<4ta+9tm
(10)

9 ta < 3tm
3<tm/ta
3<r

Esitlik (10)’daki karsilastirma isleminin sonucunda
3<r orani elde edilmektedir. Bagka bir deyisle bir
¢arpma, {i¢ toplamadan daha maliyetlidir [8].

B. Veri Yapisi

Bu kisimda, ¢alisma i¢in yapilan uygulama icerisinde
sembolik hesaplama islemi igin kullanilan veri
yapisindan ve bu veriler {izerindeki sembolik
hesaplama islemlerinden bahsedilmektedir.

Global smifi, gerekli degiskenleri ve fonksiyonlar
diger smiflardan soyutlanmis olarak tanimlayarak

gerektiginde biitiin  siniflarda  kullanilabilmesini
saglamakta ve smif  kitliphanesi  olarak
adlandirilmaktadir. Diger smiflar icerisinde, her

fonksiyondan erisime acik global bir degisken
tanimlamak  yerine;  Global smifi  igerisinde
degiskenler kullanilmistir.

1) Genel Yapiy1 Olusturan Fonksiyonlar:

Main

M _asil atama

l

Carpma_Hesaplama |

arti_eksi

Denklem_Sonuc ]
karsilastir ve_bitir ]

Sekil 1. Fonksiyon semas1

Sekil 1’de sembolik hesaplama igin olusturulan
yazilimin fonksiyonel semas: kabaca verilmistir. Bu
kisimdaki fonksiyonlarin kapsamli semast EK-2’de
verilmistir. Kombinasyon islemlerini hesaplamak igin

kullanilan bazi1 fonksiyonlar1 anlatmaya gerek
duyulmamastr.

Main()  fonksiyonunda,  girilen  polinomlarin
katsayilar1  belirlenmekte ve iki  polinomun
carpimindaki katsayilarin biitiin olast

kombinasyonlar1 hesaplanarak esitlik (11)’deki M ve
Esitlik (12)’deki Toplam dizilerine iki farkli sekilde
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yazdirilmaktadir. Bu iki dizi aslinda ayni kavrami
ifade etmektedir. Fakat, ayr1 yerlerde kullanilmak
tizere tasarlanmigtir. M dizisinde, ¢arpimlarin
dagilmis hali tutulmaktadir.

M=“ayby + agbhy + a by + a;b,”  (11)

M dizisi, M ¢arpimlart iizerinde sembolik iglemleri
uygularken kolaylik saglanmasi, her seferinde
yapilmasi gereken c¢arpma islemini kaldirmak ve
yalmizca  sembolik  toplama/gikarma  iglemiyle
ugrasmak amaciyla tanimlanmistir. Bundan sonra
biitiin islemler M dizisi ile gergeklestirilecektir.
Olusturulduktan sonra fiizerine herhangi bir islem
uygulanmayacaktir. Bu yiizden global sinifinda
tanimlanmistir. Toplam dizisinde ise, g¢arpimlarin
dagilmamis hali tutulmaktadir.

Toplam; = “(ay + a,)(by + by)”  (12)

Daha sonra yapilmasi planlanan, sonug¢ denklemleri
lizerinde toplama sayisini hesaplamak igin benzer
yapilarin olup olmadigin1 kontrol etmek amaciyla
olusturulmustur. M dizisinde oldugu gibi biitiin
degisikliklere kapali bulunmaktadir.

Bundan sonra
¢agrilmaktadir.  Bu

M asil atama() fonksiyonu
fonksiyonda, M dizisinin
elemanlarmin  indislerinin 6’1 kombinasyonlari
aliarak, esitlik (13)’deki M _Asil dizisi
tiretilmektedir. Burada M _Asil dizisinin elemanlari,

M_Asil; = {17, 5, ‘42, 29°, 34°, 16} 13)

seklinde, sayilardan olusan string degerleridir. Her
eleman i¢in i¢ ige bir for dongiisii agilmaktadir. ilk for
dongiisii 0’dan baglamakta ve 49’a kadar gitmektedir.
Daha sonraki for dongiileri, bir {Ustteki for
dongiisiiniin - baslangi¢ degerinin bir fazlasindan
baslamakta ve 49’a kadar gitmektedir. Sona dogru
yaklastikca hesaplama sayis1 azalmaktadir. Bu
kisimda i¢ ige acilan for’lart pargalara bolerek farkl
bilgisayarlarda ya da ayni bilgisayarda paralel olarak
calistirmak zamandan kazang saglamaktadir. Bir isi
birden ¢ok is boliimiine ayirarak es zamanli olarak
calistirmak,  islemlerin  daha kisa  zamanda
yapilmasina olanak saglamaktadir. Bu ¢alismada, for
dongiilerini es zamanli olarak c¢alistirarak sonuglar
elde edilmektedir. Her dongiide iiretilen M_Asil
dizisi, Carpma_Hesaplama() fonksiyonuna parametre
olarak  gonderilmektedir.  Biitiin  fonksiyonlar
calistirilmakta ve sonug degerleri iiretilmektedir. En
son M_asil atama() fonksiyonuna geri doniilmekte ve
biitiin for’lar sonlanana kadar yeni bir M_Asil dizisi
tiretilmektedir. Fakat yeni bir dizi olusturulmadan
once gerekli global degiskenler sifirlanarak yeni dizi
i¢in hazir hale getirilmektedir.

Buraya kadar anlatilan kisimda temel amag, islemler
baslamadan 6nce kullanilacak ve degismeyecek bazi
global degiskenlerin tanimlanmasi ve ana yapidan
bahsedilmesidir. Bundan sonraki kisimda M
carpimlart ilizerindeki sembolik hesaplamanin nasil
yapildigina deginilecektir.
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2) Sembolik
Fonksiyonlar:

islemleri Gergeklestiren

Carpma_Hesaplama() fonksiyonu, M_Asil dizisinin
elemanlarindan birini basa koyulmakta ve kalan 5
degerin olast biitin kombinasyonlari bulunmaktadir.
ifade (14) bu kombinasyonlarin sayisi verilmektedir.

DR+ D+ +Q+ O +1=19% a4

Biitiin toplama/¢ikarma igeren olasiliklarin taranmasi
gerektigi i¢cin bu dizinin her elemani tek tek
arti_eksi() fonksiyonuna yollanmakta ve
toplama/gikarma islemi igeren k denklemleri elde
edilmektedir. Burada biitin elemanlar1 ayni anda
yollamak ve hesaplanan degerleri tek bir dizi
igerisinde tutmak, bilgisayarlarin iglem giiciinii ve
hafizasin1 zorladigi igin her eleman ayri1 olarak
yollanmaktadir. Bu sayede hepsinin sonucunu tutan,
¢ok biyik Dboyutlu bir dizi tanimlanmasi
gerekmemektedir. Elde edilen her bir denklem;
sonucu saglaylp saglamadigini kontrol edildikten
sonra silinmektedir. Bu da bize hafizadan kazang
saglamaktadir.

Toplama/¢ikarma islemi igeren esitlik (8)’deki &
denklemlerini bulmak i¢in dogruluk tablosu mantig:
kullanilmaktadir. Soyle ki; diziler uzunluguna bagh
olarak sayis1 degisen for dongiilerine girmektedirler.
I¢ ice olan biitiin for dongiileri iki defa dénmekte ve
her doniiste isaret degistirilmektedir. Bu islemler
sonucunda  biitin  olast  kombinasyonlar elde
edilmektedir. Temel mantik, uzunlugu 2 olan
denklemler i¢in Algoritma 1°de 6rneklenmektedir.

Bu kisimda elde edilen isaretli k& denklemleri
kaydedilmemektedir. Esitlik (8)’de tanimli £ denklemi
sistemde esitlik (15)’deki sekilde tutulmaktadir.

k;=40-21+7+34-10+18 (15)

Algoritma 1: Uzunlugu 2 Olan k Denklemleri

forito 2 do
for j to 2 do
if s(0) = “+” Then
m_string = s(1) + arr(1) + s(0) + arr(0)
s(0) = «-”
else if s(1) = “-” Then
m_string = s(1) + arr(1) + s(0) + arr(0)
s(0) = “+”
end if
end for
if s(1) = “+” Then
s(1)=“-"
else
s(1) =+
end if
end for

Burada bulunan sayilar ile M carpimlarinin index
degerleri temsil edilmektedir. Unutulmamalidir ki
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burada yer alan sayilar ile standart aritmetik islemler
degil, sembolik hesaplama islemleri yapilmaktadir.
Elde edilen isaretli & denklemi, m_cevir()
fonksiyonuna yollanmaktadir. Bu fonksiyon kendisine
gelen isaretli k£ denkleminde esitlik edilen M
carpimlariin indislerini almakta ve M dizisinde
yerlerine koyarak Esitlik (16)’da gosterilen degisimi
gergeklestirmektedir.

Girdi = “0+16-32+20” dizisinin ifade ettigi denklem,
“0+16-32+20"= My + Mg — M3, + My,  (16)
Cikti1 = ayb, + a,b, — agby — agh, — a,by —
a,b, + a,by, + a,b, + a,b,
= ayb; + a,b, + ayb,

Buradaki ¢evrim igleminde algoritma su sekilde
caligmaktadir: String olarak tutulan k& denkleminin
birinci elemanini almakta ve bir sonraki eleman ‘+’°
veya ‘-’ mi diye kontrol etmektedir. Eger ‘+’ veya ‘-’
ise tek basamakli bir say1 olduguna karar vermektedir.
iki veya daha fazla basamakli olma durumunu da ayni
sekilde kontrol etmektedir. ifade (7)’de gosterildigi
gibi, bu yapidaki M ¢arpimlarinin sayist 49 oldugu
icin {i¢ basamakli indis degeri bulunmamaktadir. Bu
yiizden, basamak degeri ikiye kadar kontrol
edilmektedir. Ugten fazla terimli iki polinomun
¢arpimi i¢in burada bulunan basamak sayist kontrol
edilmeli ve bunun igin gerekli olan arttirma
yapilmalidir. Basamak sayisina karar verdikten sonra,
string ic¢inden ¢ekilen karakterler integer tiirline
¢evrilmektedir. Daha sonra M dizisinin indisi olarak
kullanilmakta ve M dizisinde ifade ettigi carpim
degeri ¢ikt1 degiskenine atanmaktadir. Her indis igin
bu islemler tekrar edilmektedir. Burada en Onemli
nokta: c¢evrim isleminden sonra M ¢arpimlarini
birlestirirken isarete dikkat edilmesidir. Isaret ‘-’
oldugu zaman g¢arpimin igindeki biitiin ‘+’ isaretleri,

[} 3

isaretlerine ¢evrilmekte ve denklemin bagina ‘-’
isareti koyulmaktadir. Ornek olarak Esitlik (16)’da
girdi olarak gelen k denkleminin ¢evrim iglemini adim
adim anlatilmistir:

1. Bu denklemde ilk eleman 0 oldugu i¢in M dizisinin
M, elemanina gidilmektedir. M, eleman ‘ayb,’
denk gelmektedir. ‘ayb,” ¢iktt degiskenine
atanmaktadir. 0’dan sonra gelen eleman ‘+’ veya
‘-” ise isaret belirlenmekte ve bir sonraki islemi
etkileyecegi i¢in isaret degiskenine atanmaktadir.
Bu degisken sayesinde M dizisinin elemanlart
onlerinde  bulunan  isarete gdre  yeniden
diizenlenmektedir. Eger sonradan gelen eleman
‘+’ veya ‘-’ degil ise, ‘+’ veya ‘-> bulunana kadar
her eleman birlestirilmekte daha sonra indis olarak
kullanilmaktadir.

cikti = M, seklinde degistirilmektedir.

¢ o

2. “16-" degeri i¢in 1’1 ve 6’y1 almakta ve ‘-
karakterini goriince durmaktadir. Daha sonra “16”
stringini integer degere donistiirmektedir. Bir
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onceki islemden gelen isaret degiskeni ‘+’ oldugu
icin; M;¢ denkleminin i¢i oldugu gibi
birakilmakta ve basina ‘+’ isareti atanmaktadir.
Cikarken bir sonraki eleman ‘-’ karakteri oldugu
icin isaret degiskeni ‘-’ yapilmaktadir.

¢ikti = ¢ikt1 + “+” + M, seklinde
degistirilmektedir.

3. Bir sonraki indis 32°dir. isaret degeri ‘-’ oldugu i¢gin
M;, denkleminin iginde bulunan biitin ‘+’
isaretleri, ‘-’ isaretine doniistiiriilmekte ve basina
‘-> atanmaktadir. Cikarken bir sonraki eleman ‘+’
karakteri oldugu igin isaret degiskeni ‘+’
yapilmaktadir.

cikti = ¢iktt + “-” + M3, .replace(‘+’,°-") seklinde
degistirilmektedir.

4. Bir sonraki indis 20’dir. Isaret degeri art1 oldugu
icin M,, denklemi oldugu gibi ¢ikt1 degerine
eklenmekte ve basina ‘+’ igareti atanmaktadir.

¢ikti = ¢ikt1 + “+” + M, seklinde
degistirilmektedir.

Yukarida anlatilan 4 adimda yapilan islemler her &
denklemi i¢in yeniden tekrar edilmektedir. Adim
sayist  denklemin  uzunluguna  baghi  olarak
degismektedir. En son olusan ¢iktt degeri
Denklem Sonuc() fonksiyonuna gonderilmektedir.

Bu fonksiyon sembolik toplama ve ¢ikarma
islemlerini gerceklestirmekte ve string izerindeki

gerekli sadelestirmeleri yaparak sonucu
dondiirmektedir.

Sadelestirme islemleri asagidaki sekilde
gergeklesmektedir:

1. String degeri, ilk bulunan ‘+’ karakterine goére 2
parcaya boliinmekte ve bir diziye atanmaktadir.
Daha sonra ayni string, ilk gelen ‘-’ karakterine
gore 2 parcaya boliinmekte ve bagka bir diziye
atanmaktadir.

2. Bu dizilerin uzunluguna bakilarak gelen isaret
belirlenmektedir. Uzunlugu daha kiigiik olan dizi,
ilk gelen isaretin ne oldugunu belirlemekte ve bu
deger isaret degiskenine atanmaktadir. Isaret
degiskeni, Oniinde bulunan denklemi etkiledigi
icin bir sonraki dongiide kullanilmaktadir.

3. Isaret degiskeni belirlendikten sonra isaret, ‘+° ise
bu eleman ‘+’ isaretli ¢arpimlart tutan diziye, -’

ise ‘-° isaretli carpimlart  tutan diziye
eklenmektedir.
4. Iki dizi karsilastirilmakta ve aymi eleman

bulundugu durumda iki diziye de ‘null’ degeri
atanmaktadir. Bagka bir deyisle; farkli isaretli,
ayn1 elemanlar birbirini sadelestirmektedir.

5. Son olarak, ayrilan diziler birlestirilerek bir
denklem olusturulmaktadir. iki dizinin elemanlar
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bir dizide birlestirilitken ‘null” degeri ile

karsilasildiginda dizi bir kaydirilmaktadir.
Daha sonra bu sonug, karsilastir ve bitir()
fonksiyonuna gonderilmektedir. Herhangi bir katsay1
ile eslesip eslesmedigi kontrol edilmektedir. Bu
kontrol  islemi, sonu¢ ifadesinin  katsayidan
¢ikarilmasi ile gergeklestirilmektedir. Eger bulunan
deger ‘null’ ise katsayi ile eslesmektedir. Bu yiizden
katsayilarin kontrol edildigi dizide eslesen katsay1 bir
arttirilmaktadir. Daha sonra Carpma Hesaplama()
fonksiyonuna  doniilmektedir. = Burada M_Asil
dizisinden olusturulan kombinasyonlardan bir digeri
alinmakta ve ayni islemler tekrar edilmektedir. Biitiin
kombinasyonlar kontrol edildikten sonra katsayilarin
hepsi saglantyorsa M_Asil dizisi diger bir deyisle M
garpim grubu istenilen sartlar1 sagliyor denilmektedir.
Daha sonra M Asil Atama() fonksiyonuna
doniilmekte  ve yeni bir M_Asil  dizisi
olusturulmaktadir. Biitin M_Asil kombinasyonlar
tarandiginda program sonlanmaktadir.

C. Bulunan Sonuglar ve Karsilastirma

Caligma kapsaminda, ¢ terimli iki polinomun
carpiminda ortaya ¢ikan katsayilari, Karatsuba’dan
farkli ¢arpim gruplar ile elde edilmesi saglanmistir.
Bu ¢arpim gruplar asagidaki gosterilmistir:

1.Grup
M carpimlart: 0, 8, 16, 24, 32, 48

1. katsay1 (agby) = M,

2. katsay1 (ayb,) = My4

3. katsay1 (agb,+a by) = My, - Mg - M,

4. katsay1 (a,byta,b) = Myg - M3, - Moy + M,

5. katsay1 (a,bot a by taghy) = Mg + M3,- M- M,
2.Grup
M carpimlart: 0, 8, 16, 32, 40, 48

1. katsay1 (agby) = M,

2. katsay1 (ayb,) = M4

3. katsay1 (agb;+ta by) = Mug - M3y + Mg - My

4. katsay1 (a,by+ a;bi+agh,) = Myy - Mg - My¢

5. katsay1 (a, byt aybytaghy) = Mg + M3, - Mqg- My
3.Grup (Karatsuba Ofman)
M carpimlart: 0, 8, 16, 24, 32, 40

1. katsay1 (agby) = M,

2. katsay1 (ayb,) = My4

3. katsay1 (agb;+a,by) = My, - Mg - M,

4. katsay1 (a,bytazby) = My - Mg - My

5. katsay1 (a, byt a by taghy) = Mg + M3y- My6-M,
Koyu olarak yazilan ¢arpim denklemleri, Karatsuba
carpimlarma farklilik katan ¢arpim denklemleridir. Bu
iki carpim grubu da ¢ terimli iki polinomun

carpimint 6 ¢arpma, 13 toplama/cikarma iglemiyle
gerceklestirmektedir. Ug  terimli  polinomlarin
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denklem uzayr ¢ok Dbiiyik olmadigi igin
Karatsuba’dan farkli carpim grubu sayist az
bulunmaktadir. Carpim uzay1r biiyiidik¢e bunu

saglayan daha fazla carpim grubu elde edilecegi
ongorilmektedir.

Carpma sayisint hesaplanirken, secilen M _Asil
dizisinin eleman sayisina bakilmakta ve islem yapilan
M garpimi kadar ¢arpmaya ihtiya¢ duyulmaktadir.

Toplama sayisimi  hesaplanirken dikkat edilmesi
gereken en Onemli husus tekrar eden yapilarin
belirlenmesi ve daha Once hesaplanan bir yapiin
yeniden hesaplanmamasidir. Toplama iglemi hesabini
daha iyi anlamak i¢in, 1.Grup i¢in toplama/gikarma
sayisinin hesaplanigi adim adim gosterilmistir:

1.Grup M ¢arpimlari:

M, = agb,
Mg = a.b,
My = ayb,

My, = (ag + a;)(b + by)
M3, = (ag + ay)(by + by)
Mg = ((ag + ay) + a;)((bg + by) + by)

ilk 3 garpimda toplama/gikarma bulunmamaktadir.
M,, ve M;, carpimlarinda 2 tane toplama
bulunmaktadir. M,g carpiminda toplama sayisi 4 gibi
goriinse de daha Once hesaplanan parantez i¢indeki
yapilar bir daha hesaplanmayacagi ig¢in 2 toplama
bulunmaktadir.

1.Grup katsayr denklemleri:
1. katsay1 (agby) = M,
2. katsay1 (ayb,) = My¢
3. katsay1 (agb,+a by) = (My, - Mg) - M,
4. katsay1 (a; by tayby) = Myg - M3z - (M4 + M)
5. katsay1 (a,bot a by taghy) = Mg + M3,- M- M,

ik iki katsayida toplama/gikarma bulunmamaktadir.
3. katsayida 2 c¢ikarma islemi bulunmaktadir. 4.
katsayida ¢ikarma islemi sayis1 3 gibi goriinse de, 3.
katsayida hesaplanan parantez i¢indeki yap1 bir daha
hesaplanmamaktadir. Bu yiizden 4. katsayida 2
¢ikarma iglemi bulunmaktadir. 5. katsayida 4
toplama/gikarma islemi bulunmaktadir. Bu islemde
dikkat edilmesi gereken nokta: toplama/gikarma
sayisint azaltmak ic¢in paranteze alinan yapilarin,
baska bir eleman ile paranteze alinanamasidir.

Sonu¢ olarak, M c¢arpimindan ve  katsay1
denklemlerinden gelen toplama/gikarma iglemi
sayilart esitlik (17)’deki sekilde toplanmaktadir. Elde
edilen sonuglar Tablo 1’de 6zetlenmistir.

2+2+2)+(2+2+3)=13 toplama/¢ikarma (17)

Tablo 1. islem Sayis1 Karsilagtirmas:

Islemler

Denklem Gruplari

Carpma ‘ Toplama
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1. Grup 6 13
2. Grup 6 13
Karatsuba 6 13
Algoritmasi

III. SONUCLAR VE GELECEK CALISMALAR
(CONCLUSIONS AND FUTURE STUDIES)

Bu ¢alismada, ii¢ terimli iki polinomun ¢arpimi igin
gerceklenen uygulamayi, bes terimli iki polinomun
carpimi i¢in de gelistirilmis bulunmaktadir. Ancak
arama uzayi ¢ok biyiik oldugu i¢in detayli sonuglar
burada verilememektedir. Bes terimli iki polinomun
carpiminda olast M c¢arpimlarinin  sayis1  Esitlik
(18)’deki sekilde hesaplanmaktadir:

QD+ D+ +O+E)+En?
= 3131 =961 (18)

Beklenilen 15 veya daha az carpma ile polinom
carpimini  gerceklestirmektir. Bu ylizden c¢arpma
sayisint 15 secilmekte ve bes terimli iki polinomun
carpimindaki  olast  garpma 91651) ’li
kombinasyonu seklinde hesaplanmaktadir. Bu
kombinasyonlar, esitlik (13)’de gdsterilen ii¢ terimli
polinomlar igin olusturulan M_Asil dizisini, bes
terimli polinomlar i¢in olusturmaktadir. M_Asil
dizisinin elemanlarindan olusturulan olast biitin
pozitif denklemlerin sayis1 Esitlik (19)’daki sekilde
hesaplanmaktadir.

)+ (D +-+ D+ a9

Sadece  toplama  igeren  Esitlik  (19)’daki
denklemlerden, toplama ve ¢gikarma igeren denklemler

sayi1si,

elde  edilmektedir. Biitin  durumlar1  igeren
denklemlerin  sayis1 esitlik  (20)’deki  sekilde
hesaplanmaktadir.

(115) [2(114—) + 22(124-) + o F 214—(1: ] (20)

Bu hesaplama iglemleri, n = terim sayist olmak iizere
asagidaki esitlik i¢in genellestirilirse Esitlik (21) ve
(22)’deki islemler elde edilmektedir.

ax)= a1 X" 1+ .+ ax+a,
b(x)= b,y x™ 1 +..+ bjx + b,

a(x) b(X) = @p_1bp_1 x>+ + (aghita; by) x
+agbg

n terimli iki polinomun g¢arpimdaki M g¢arpimlarinin

sayisi:
(Z;O(;i))z @1

Biitiin durumlar igeren & denklemlerinin sayist:

Dz, 2i(h) (22)
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Bes terimli iki polinomun c¢arpiminda, yeterli
hesaplama giiciine sahip olunmadig1 icin carpim
sonuglart elde edilememistir. Uygulama, hesaplama
giicii arttirildiginda daha fazla terimli polinom
carpimlarini gergeklestirebilecek sekilde
tasarlanmistir.  Igerisindeki sembolik  hesaplama
islemleri ¢oziime ulagsma siiresini arttirmaktadir.
Uygun denklemleri bulmak i¢in yapilan hesaplamalar
tamamen paralel hale getirilirse, programin ¢ok daha
verimli ¢alisacagi ve daha ¢ok terimli polinom
carpimlarindaki katsayr denklemlerini de bulabilecegi
ongorilmektedir.

Bu galismada, sembolik hesaplama ile {i¢ terimli iki
polinomun ¢arpimt igin olasi tim ¢arpma
yontemlerini elde eden bir arama algoritmasi
tasarlanmis ve bunun uygulamasi gergeklenmistir.
Olusturulan yazilimin daha fazla elemana sahip
polinomlar i¢in de kullanilabilecegi belirtilmis ve
bunlar igin gerekli olan tiim hesaplamalarin nasil
yapilacagi genellestirilerek agiklanmistir.
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EK-1 M Carpimlart:
M; M_ Asil[] Dizisi Toplam|[] Dizisi
My: ao*by (@) * (bo)
My aog*by (ap) * (b1)
M,: ao*b, (ap) * (by)
Mj: ay*by + ag*b, (ao) * (bo + by)
M,: ap*by + ay*b, (ag) * (by + by)
Ms: ay*b, + ap*b, (ag) * (by + by)
Mq: ao*by + ag*by + ay*b, (ag) * (bo + by + by)
M;: a*bgy (ay) * (bo)
Mg: a*b, (ay) * (by)
My: a*b, (ay) * (by)
Myy: a,*by + a,*b, (ay) * (b + by)
Mqq: a;*by + a,*b, (ay) * (bo + by)
My,: a,*by +a,*b, (ay) * (by + by)
Mq3: a;*by + a,*by + a,*b, (ay) * (bg + by + by)
My, a,*bg (az) * (bo)
Ms: a,*by (az) * (by)
M: a,*b, (az) * (by)
My;: a,*by + a,*b, (az) * (by + by)
Mg a,*by + a,*b, (az) * (by + by)
My,: a,*b, + ay*b, (az) * (by + by)
Myy: a,*by + a,*b, + a,*b, (az) * (bg + by + by)
Myq: ag*by +a,*bg (ao + ay) * (by)
My,: ao*by +a,*by (ao + ay) * (by)
Mys: ao*b, + a,*b, (ap + a;) * (by)
My, aog*by + ag*by + a;*by +a*by (ag + ay) * (bo + by)
M,s: aog*by + ag*b, + a;*by + a,*b, (ag + ai) * (bo + by)
My aog*by + ag*b, + a;*by + a,*b, (ag + ay) * (by + by)
My;: ao*by T ag*by +ag*by +a,*by +a,*by +ay*b, (ag + ay) * (bo + by + by)
Myg: ao*by + a,*bg (ag + az) * (by)
Myqo: ao*bhy + ay*by (ag + az) * (by)
Ms,: ao*b, + ay*b, (ap + az) * (by)
M3y ao*by + ag*by + ay*by + a,*by (ag + az) * (bo + by)
M3, ao*by + ag*b, + a,*by + a,*b, (ag + az) * (by + by)
M33: aog*by + ag*b, + a,*by + a,*b, (ag + az) * (by + by)
M3,: ao*by T ag*by +ag*b, +ay*by + a*by + a,*b, (ag + az) * (by + by + by)
Mjs: a;*by + a,*b, (ay + az) * (by)
M3g: ai*b; + a,*by (ai + az) * (by)
Ms;: a;*b, + ay*b, (a; + ap) * (by)
M3g: ai*by + a,*by + a,*by + a,*b,y (a + az) * (bo + by)
M3o: ai*by + a;*by + a,*by + a,*b, (ay + a;) * (by + by)
My a,*b;+a,*b, + a,*by + a,*b, (a1, + az) * (by + by)
My,: ai*bo + ay*by + ar;*by + ay*by + ay*by +ay*b, (a1 + az) * (bo + by + by)
My, ao*by + ay;*by + a*bg (ag+ a; + az) * (bo)
M ys: a,*b; +ay*by + ay*by (ag+ a; + ay) * (by)
My, | ag*b, + a*b, + ay*b, (ap + ay + ay) * (by)
M,s5: ao*by + a;*by +a;*by + ag*by + a;*by +ay*by (ag + a; + ap) * (by + by)
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M- ao*by + a;*by + az*by + ag*b, + a,*b, + a,*b,
M,ys: ag*by + a,*by + ay*by + ag*b, + a*b, + a,*b,

. * * * * * * *
M yg: ag*by + ag*by + ayg*b, + a,*by + a*by + a;*b, + a,*b

+ay*by + ay*b,

(ag + a; + az) * (by + by)
(ap + ay + az) *(by + by)
(ap + a; + az) *
(bg + by + by)

EK-2 Fonksiyon $emasi

Main
M_asil_atama kombinasyon_olustur kombinasyon_birlestir
I |
sifirlama Carpma_Hesaplama — kombinasyon_a
kombinasyon_5_olustur arti_eksi — kombinasyon_b
kombinasyon_5 m_cevir
= Denklem_Sonuc

h— karsilastir_ve_bitir
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Main(): Kombinasyon_olustur() ve
kombinasyon_birlestir() fonksiyonlarini ¢agirarak
islemlerden 6nce M[] ve Toplam[] dizilerini hazir
hale  getirirr Daha sonra M asil atama()
fonksiyonunu ¢agirir ve islemleri baglatir.

Kombinasyon_olustur(): Kombinasyon a() ve
kombinasyon(b) fonksiyonlar1 ile iki saymin
katsay1 kombinasyonlarini olusturur.

Kombinasyon_a(): a(x) polinomunun
katsayilarinin biitiin kombinasyonlarini bulur.
Kombinasyon_b(): b(x) polinomunun

katsayilarinin biitiin kombinasyonlarini bulur.

Kombinasyon_birlestir(): Kombinasyon olustur()
fonksiyonundan gelen biitiin olasi kombinasyonlari
birlestirir.

M_asil_atama(): M_Asil[] dizilerini belirleyerek
Carpma_Hesaplama() fonksiyonuna gonderir. Her
yeni M_Asil[] dizisi  olusturulmadan  Once
sifirlama() fonksiyonuyla biitiin ortak degiskenler
sifirlanir.

Sifirlama(): Biitiin uygulamada kullanilmak {izere
olusturulmus Global sinifinin dyelerini sifirlamak
i¢in kullanilir.
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Carpma_Hesaplama(): Kendisine gelen M_Asil[]
dizisinin elemanlarm1  kombinasyon 5 olustur()
fonksiyonuna gonderir ve oradan gelen sadece
toplama igeren katsayr denklemlerinin ¢ikarma
iceren olasiliklarmi da bulmak igin arti eksi()
fonksiyonuna gonderir.

Kombinasyon_5_olustur(): Kombinasyon 5() alt
fonksiyonun  yardimiyla, M Asil[] dizisinin
elemanlarindan olusan yalnizca ¢ikarma iceren
olasi katsay1 denklemlerini olusturur.

Arti_eksi(): Yalnizca toplama iglemi igeren katsay1
denklemlerinin ¢ikarma islemi de igeren biitiin
olasiliklarint bulur ve m_cevir() fonksiyonuna
gonderir.

M_cevir(): Katsay1 denklemlerindeki M
carpimlarinin yerine gereken sembolik ifadeleri
koyar.

Denklem_Sonuc(): Sembolik ifadeler istiinde
sadelestirme islemlerini gergeklestirir.

Karsilastir_ve_bitir(): Denklem_sonuc()
fonksiyonundan gelen denklem sonuglari ile garpim
katsayilarini karsilastirir ve ayni olanlar kayit eder.



