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ÖZET 
Bu makalede Diferensiyel Geometride çok kullanım alanına sahip olan Ricci Eğriliği, 
Einstein Eğriliği ve Riemann Metriği kavramları verilerek, zor bir durum olan Ricci ve 
Einstein tensörleri verildiğinde Riemann metriğinin bulunması gösterildi. 
 

Anahtar Kelimeler: Riemann manifoldu, Riemann metriği, Riemann konneksiyonu, 
Riemann eğrilik tensörü, Ricci tensörünün bileşenleri, Einstein tensörünün 
bileşenleri. 
 
 
1. GİRİŞ 
 
1.1. Riemann Manifoldu 
 
Tanım 1.1.1. M  bir manifold olmak üzere 

<,> ),()()(: IRMCMM ∞→× χχ  
dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa bu dönüşüme M  üzerinde Riemann metriği  veya 
metrik tensör denir. [ ]3   
i) <,> dönüşümü 2-lineerdir. 
ii) <,> dönüşümü  simetriktir. 

iii) <,> dönüşümü pozitif tanımlıdır.  
 
Tanım 1.1.2. Üzerinde Riemann metriği tanımlanmış manifolda Riemann manifoldu 
denir [ ]3   

 Tanım 1.1.3. M  bir manifold olmak üzere 
 

YDYXDYX
MMMD

X=→
→×

),(),(
)()()(: χχχ

 

dönüşümü, 
i) ZDYDZYD XXX +=+ )(  
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ii) ZDZDZD YXYX +=+ )(  

iii) YfDYD XfX = ;  ),( IRMCf ∞∈∀  

iv) YfDYfXfYD XX += )()( özelliklerini sağlıyorsa D  ye M  üzerinde bir afin 

konneksiyon denir [ ]3 . 
 
 
Tanım 1.1.4. M  bir yarı-Riemann manifoldu ve M  üzerinde afin konneksiyon D olmak 
üzere 

[ ]
( ) )(;,,,)(

)(,;,)(
MZZDYZYDZYXii

MYXXDYDYXi

XX

YX

χ
χ

∈∀><+>=<><
∈∀−=

 

özelliklerini sağlıyor ise D ye Riemann konneksiyonu denir [ ]3 . 
 
Tanım 1.1.5. M n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M  üzerindeki lokal koordinat 

fonksiyonları { }nxxx ,...,, 21  olmak üzere )(Mχ in bir bazını 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

nxxx
,...,,

21

 

olarak alalım. Ayrıca 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

=

>
∂
∂

∂
∂

=<

ji

ji
ij

xx
G

xx
g

,

,

 

ve j
j

i
i xx

∂=
∂
∂

∂=
∂
∂ ,  olmak üzere 

nkjiD k
k
ijji

≤≤∂Γ=∂∂ ,,1;  

denklemi 3n  tane 
IRMk

ij →Γ :  
∞C  fonksiyonu tanımlar. Bu fonksiyonlara christoffel fonksiyonları veya christoffel 

sembolleri denir [ ]3 . 
 
Teorem 1.1.1. M bir Riemann manifoldu ise M üzerinde bir tek Riemann konneksiyonu 
vardır [ ]3 . 
 
Tanım 1.1.6. M  bir Riemann manifoldu ve M  üzerindeki vektör alanlarının uzayı 

)(Mχ  olsun. M  üzerindeki  konneksiyon D  olmak üzere 

biçiminde tanımlı )3,1(  tipli tensör alanına Riemann eğrilik tensörü denir [ ]3 . 
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Tanım 1.1.7 (Ricci curvature). M n-boyutlu bir Riemann manifoldu, )( pTM , Mp∈  

noktasındaki tanjant uzay ve )( pTx Mp ∈  olsun. 

)( pTM nin px yi ihtiva eden bütün 2-boyutlu altuzaylarına göre sectional curvature’larının 

toplamına M nin p noktasındaki Ricci curvature’ı denir [ ]3 . 
Tanım 1.1.8 (Scalar curvature). M n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve )( pTM  bir 

Mp∈ noktasındaki tanjant uzay olsun. 

)( pTM nin bütün 2-boyutlu altuzaylarına göre olan sectional curvature’larının toplamına 

scalar curvature denir [ ]3 . 
Eğer 

( ) [ ]ZDZDDZDDZYXR YXXYYX ,, −−=  
eşitliğinde 

k
k

j
j

i
i x

Z
x

Y
x

X ∂=
∂
∂

=∂=
∂
∂

=∂=
∂
∂

= ,,  

alınırsa 
( ) [ ] kkkkji jiijji

DDDDDR ∂−∂−∂=∂∂∂ ∂∂∂∂∂∂ ,,  

bulunur. Ayrıca 
[ ] ( ) s

s
kijkjiji RR ∂=∂∂∂=∂∂ ,,0,  

olduğundan 
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jks
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∂

Γ∂
−

∂

Γ∂
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elde edilir. Ayrıca 
k
ijkjiij RRR ==  
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Ricci tensörünün bileşenleri ve  

RRG ijijij δ
2
1

−=  

ise Einstein tensörünün bileşenleridir. Burada 

ij
ij RgR =  

skaler curvature ve ( )ijg   manifold üzerinde tanımlı Riemann metriğidir [ ]3 . 
 
Tanım 1.1.9. Bir hiperküre üzerindeki koordinat sistemi { }121 ,...,, −nxxx  olsun. 0V  

hiperküre üzerindeki herhangi bir nokta olmak üzere her bir ( )121 ,...,, −nxxx  noktasının 

0V dan başlayan bir geodezik çizgi tarafından birleştirildiğini kabul edelim. Geodezik 

doğru üzerindeki herhangi bir L noktası LVsxn 0==   yayının uzunluğu olarak 

karakterize edilsin. Bu durumda geodezik doğrular boyunca elde edilen { }121 ,...,, −nxxx  

koordinat sistemine semi-geodezik koordinat sistemi denir[ ]1 .   
 
2. RICCI ve EINSTEIN TENSÖRLERİNDEN BİR RIEMANN METRİĞİ BULMA 
 
Ricci ve Einstein tensörlerine göre bir metrik bulma problemi ilginç problemlerden biridir. 
Problem non-lineer kısmi diferensiyel denklemlerin zor bir sisteminin uygun bir 
probleminin incelenmesine indirgenir.  
 
Üç boyutlu Riemann uzayında Ricci ve Einstein tensörlerine göre bir metrik bulma 
problemi )(2 DC  uzayında bir çözümün tekliği ile ilgilidir. Ricci ve Einstein 

tensörlerinin bileşenlerinin sayısı )( ijg  metrik tensörünün bileşenlerinin sayısına eşittir 
ve bu düşüncede problem iyi şekillenir.  
 

{ }3,2,1,10),,( 321 =<<∈== ixIRxxxxD i    ve   ( ) )()( 2 DCxgij ∈  

metriği semi-geodezik koordinatlarda verilen ve )3,2,1( =ixi  sabit koordinat eğrilerinin 

yay uzunluğu 1x  olacak biçimde D  bölgesinde tanımlı Riemann metriği olsun. 
k
ijkjiij RRR ==  Ricci tensörünün bileşenleri ve )(, ij

k
ijk gR  nin eğrilik tensörünün 

bileşenleridir.  

( )ij
ijijijij gRRRgRG =−= ,

2
1

 

Einstein tensörünün bileşenleridir, burada ve bundan sonra 1 den 3 e kadar tekrarlı indisler 
üzerinden toplam anlaşılacaktır. 
 

)(),( ij
ij gg  nin inversidir [ ]3 . 
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2.1. Ricci Tensörü Verildiğinde Bir Riemann Metriği Bulma 
 
Problem 2.1.1. { }3,2,1,10),,( 321 =<<∈== ixIRxxxxD i  bölgesinde { }ijR  

Ricci tensörünün bileşenleri verildiğinde bir ( ) )()( 2 DCxgij ∈   metriğini bulmak için  

),(,)(,)( 32
1

01

0
0

1

1
xxxxg

x
g

xgg ij
x

ij
ijxij =′′=

∂

∂
′=

=
=

  (2) 

Koşullarının verilmesi gerekir.  
 
Teorem 2.1.1. D  bölgesinde { }ijR  Ricci tensörünün bileşenleri verilsin. Bu durumda 

),(,)(,)( 32
1

01

0
0

1

1
xxxxg

x
g

xgg ij
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ijxij =′′=

∂

∂
′=

=
=

 

koşulları altında )(2 DC  uzayında yalnızca bir )( ijgg =  çözümüne sahiptir. 
 
İspat. Riemann uzayının )( ijgg =  metrik tensörü verilirse karşılık gelen eğrilik 
tensörünün bileşenlerinin (1) den  

i
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qks xx
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∂
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ve Koszul eşitliğinden 
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   (3) 

olduğunu biliyoruz. )( ijg  metriği semi-geodezik koordinatlarda verildiğinden  

njgg j ,...,3,2,0,0 111 ===  

dir. (3) de 1== ji  alırsak 
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ve buradan 
011 =Γ k  

olur. (1) de mskq === ,1  ve  ki =   dersek 

k
p

p
m

pk
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k
m

m

k
k

m xx
R 1111

1

111
11 ΓΓ−ΓΓ+

∂
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−
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=  

olduğundan 
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⎟⎟
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⎜⎜
⎝

⎛
ΓΓ+

∂
Γ∂

−= k
p

p
m

k
mk

m x
R 11

1

1
11  

ve bu eşitliğin her iki tarafını kgµ  ile çarparsak  

⎟⎟
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mk x
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1
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11 µµ    (4) 

buluruz. Ayrıca ss fg 11 =  olduğundan (3) de mji == ,1  alırsak 
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olur. Bu son eşitliğin her iki tarafının 1x  e göre türevini alırsak 

2
1

2

11

11
1

1

2
1

2
1

2
1

x
g

g
x

g
x
g

x
g

g
xx

msksms
ks

msksk
m

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

=Γ
∂
∂

 

ve her iki tarafı  kgµ  ile çarparsak 
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olur, burada ks
k ggµ  çarpımı s=µ  için  1,  diğer durumlarda 0 olduğundan 
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yazabiliriz. Bu son iki eşitlik taraf tarafa çarpılırsa 
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buluruz, bunun da her iki yanını kgµ   ile çarpıp düzenlersek 
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olduğundan 
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yazabiliriz. Burada (5) ve (6) eşitliklerini yerlerine yazarsak 
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elde ederiz. Burada 3,2, =mµ  tür. 
 
Riemann ve Ricci tensörleri arasında  

( )mmmmmmm gggg
R

gRgRgRgRR βαγβγααβγαγββγαβαγαβγ −+−+−=
1

  (8) 

şeklinde bir bağıntı vardır, burada 

ik
ikp

mpm RgRRgR == ,βγααβγ  

dır. (8) de 1== γβ   alırsak 

( )mmmmmmm ggggRgRgRgRgRR 11111111111111 2 ααααααα −+−+−=  

olur. Bu son eşitliğin her iki tarafını k
k gg α

µ  ile çarparsak 
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olur. Ayrıca 
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bu eşitliğin her iki tarafını 2 ile çarpıp düzenlersek 
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buluruz. 
 
Şimdi { }ijR   tensörü verildiğinde (2) şartlarını sağlayan ve )(2 DC  uzayına ait olan (9) 
denklem sisteminin çözümünün tekliğini ispatlayalım. İspatı olmayana ergi yöntemi ile 
yapacağız.  
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Kabul edelim ki (9) denklem sisteminin (2) şartlarını sağlayan çözümü tek olmasın, yani 
( ))1(

mgµ  ve ( ))2(
mgµ   (9) denkleminin (2) şartlarını sağlayan çözümleri olsun. (9) ve (2) de 

sırasıyla )(,)( m
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bu eşitlikleri taraf tarafa çıkaralım. 
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buluruz. (12), (13), (14);  (10) da yerlerine yazılırsa 
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olduğu kolayca görülebilir. Böylece psg ye göre 
332211

,, jijiji ggg  nin her birini 

hesaplayıp ∆ yı psδ  ye göre ifade edebiliriz. ∆ nın tanımını ve (16) yı kullanarak  
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Böylece (19) ve (20) eşitsizliklerini (15) de yerlerine yazarsak  
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γ  fonksiyonunun tanımını ve (11) şartlarını göz önünde bulundurarak Ω  üzerinden (24) 
eşitsizliğini integralleyip ∞→λ  için limite geçersek 
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buluruz. Bu ise Ω  bölgesinde 0=mgµ  olduğunu gösterir. Dolayısıyla γ<< 10 x  için 

0=mgµ  olur. Benzer şekilde γγ 21 << x  içinde 0=mgµ olduğu gösterilebilir. İspata 

bu şekilde devam edilirse D  de 0=mgµ elde ederiz ki bu da Teorem 2.1.1. i ispatlar.  
 
2.2. Einstein Tensörü Verildiğinde Bir Riemann Metriği Bulma 
 
Problem 2.2.1. { }3,2,1,10),,( 321 =<<∈== ixIRxxxxD i  bölgesinde (2) 

koşulları altında { }ijG   Einstein tensörünün bileşenleri verildiğinde bir ( )DCgij
2)( ∈   

metriğini bulma 
 
Teorem 2.2.1.  Problem 2.2.1, ( )DC 2  uzayında yalnızca bir çözüme sahiptir. 
 
İspat. 

ijijij RgRG
2
1

−=  

eşitliklerinden 

ijijijij
ij RgGRGgR

2
1,2 +==            (25) 

buluruz. (25) göz önüne alınarak (9) dan 

3,2,;02
2
1

11111

==−
∂

∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

mG
x

g
x

gg
x

g
x
gg

x
g

m
psmpssm

ks

k
m µµ

µ
µ

µ  (26) 

olur. Burada 

( )

( )

mmm

mmmmmm

mmmmmm

mm

RggRR

gRRgRRR

gRgRRRR

RG

µµµ

µµµµµµµ

µµµµµµ

µµ

δδδδ

δδδδ

2
1

2

2

11

1111111

11111111

−+=

−+−+−=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+−−=

−=

 

ve  

mmm RgRG µµµ 2
1

−=  



 
 
 
 
 
 
 
D.P.Ü. Fen Bilimleri Enstitüsü                                   Üç Boyutlu Riemann Uzayında Ricci ve Einstein  
12. Sayı                 Aralık 2006                                               Tensörlerinden Riemann Metriğine Geçiş 
                                                                                                                                                       E. ATA 
 

 50

olduğundan 
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olur. )(2 DC  de Problem 2.2.1 in çözümünün tekliği Problem 2.1.1 in çözümü ile aynı 

yöntemle hesaplanabilir, yalnızca bir fark vardır, bu durumda 2a   sabiti ijG  ye bağlı, 
şöyle ki 

ij

ji
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=
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dir. Böylece Teorem 2.2.1 de ispatlanmış olur. 
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