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Bu calismada, G c E, bolgesinde tanimlanmis “o -yarim boynuz” ve “kuvvetli o -yarim boynuz” kogulunu saglayan

fe B;K(G,S) fonksiyonunun diferansiyel fark o6zelliklerinin korunmasi sartiyla G € E,, bolgesinin disina

genisletilmesine iligkin gomiilme teoremleri bi¢iminde yeni sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Besov tipli uzay, gomiilme esitsizlikleri, integral ayrilis

Extension of Functions f €B;;(G,s) Dependent on the Multi Package Variables Outside

the G c E,, Region with Preservation of the Class

ABSTRACT

In the present paper, in the case when the domain G C E, satisfies the “s - half-horn condition " and the “ & -

strong half-horn condition ”, we extend the functions from the spaces f eB;},”(G,s) outside the domain G C

E,to the preservation of the class.

Keywords: Besov space, embedding inequalities, integral representation

GIRiS

Fonksiyon wuzaylar1 teorisinin gelisimi ve onlarin
matematiksel fizigin denklemlerine uygulamalari, bu
teorilerin  birlestirilmesi ve de genellestirilmesi
dogrultusunda yeni problemler ortaya koymaktadir.
Matematiksel fizikte fonksiyonel analizin bazi
uygulamalarimi kapsayan bu teori ilk olarak, S. L.
Sobolev tarafindan ortaya atilmistir [1]. Sonraki
asamalarda, teorinin  gelismesinde, S.L.Sobolev,

L.N.Slobodetskii (W |, - Sobolev -Slobodetskii uzay1);
S.M. Nikol’skii (H ;(G) - Nikol’skii uzayr); L.D.
Kudryavtsev (W |, , (G) - Sobolev — Kudryavtsev
agirlikli fonksiyon uzay1), P.V. Ilyin, P.I. Lizorkin

(S Ip W(G) - Nikol’skii- Lizorkin-Dzhabrailov uzay1),
0.B.Besov (B 4 (G) - Nikol'skii-Besov uzay1), S.M.
Nikol’skii A.D. Dzhabrailov, T.M. Amanov

Giilizar ALISOY ® orcid.org/0000-0003-2114-6669
Sadiye AKTAS 0] orcid.org/0000-0001-8670-5180

(S Ip 0B (G) - Nikol’skii-Dzhabrailov-Amanov uzayn),

V.l. Burenkov, Y.S Bugrov,Grisvard P, Gagliardo E,
Benedek A, Panzone R, Garding L, Lions J.L , Kalderon
AP, Zygmund A , Nirenberg L gibi gorkemli
matematikgiler ¢ok biiyiik katkilarda bulunmuslardir [2-
6].

Ref.[7-12]de Gc E, bolgesinde belirlenmis c¢ok
degiskenli diferansiyellenebilir fonksiyonlar igin yeni

B ;'r; (G,s) fonksiyon uzaylari olusturulmus ve elde

edilen yeni integral gosterimlerinin yardimiyla, bu
fonksiyon uzaylari i¢in yeni gomiilme (embedding)
teoremleri ispatlanmistir. Bu teoremlerin sonuglari
olarak, verilmis uzaylarda farkli normlarin esdegerliligi
gosterilmistir [9].

Ref.[11-16] elde edilen sonuglar, matematiksel analizin
“fonksiyon uzaylart teorisi ‘ne veya cok degiskenli
diferansiyellenebilir fonksiyonlarin gdmiilme
teoremlerine (Theory of Embedding Theorems) iliskin
yeni orijinal sonuglar icermektedir. Cok degiskenli
diferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢in olusturulmus yeni

fonksiyon uzaylar1 B ;r; (G,s) (Dzhabrailov-Alisoy)

0zel durumlarda s=1 i¢in Nikol’skii—Besov ve s=n i¢in
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ise Nikol’skii-Dzhabrailov-Amanov
uzaylarina donismektedir [5,6,8,12].

fonksiyon

Bu ¢alismada, G C E, bolgesinde tamimlanmig “ G -

yarim boynuz” ve “kuvvetli O - yarim boynuz” kosulunu

saglayan B ;f; (G,s) fonksiyonunun diferansiyel fark

ozelliklerinin korunmas: sartiyla Gc En bolgesi digina

genisletilmesine iliskin yeni sonuglar verilmistir. Bagka

bir deyisle tiim E,,’de tammh ve G € E, bdolgesinde
B <r>

0.0 (G,s) fonksiyonu ile ¢akisan bir fi = fo(x)

insa edilir ve bu fonksiyon igin
”fV”B;§>(En, s < C”f“B;?(G‘ s

gomiilme teoremleri bigimindeki integral esitsizlikleri
ispatlanir. Calismada elde edilen sonuglar ilk kez alinan
sonuglar olup daha once Besov- II’yin [3] ve Besov-
Dzhabrailov [5] tarafindan elde edilmis sonuglari
genellestirir.

1.0n Bilgiler

Bu boliim, makale kapsaminda bilinmesi gerekli olan
bazi temel kavram, tanim ve teoremler hakkindaki
bilgileri kapsamaktadir.

1.1. Sobolev Anlaminda Genellestirilmis Tirev

Tamm 1.1. Varsayalim ki f ve y fonksiyonlari G € E™
acgik kiimesinde yerel toplanabilir fonksiyonlardir. Eger
G - agik kiimesinde keyfi sonsuz diferansiyellenen ve
sonlu ¢- fonksiyonu igin

JexGe@)dx = (=DM [ x()p® (x)dx (1)

esitligi dogru ise o halde y — fonksiyonuna G - agik
kiimesinde ~ f- fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi
denir ve asagidaki ifade ile belirlenir [1-3].

F0O = pkf = o )
1 n

m = (my,--,mg) vektériiniin  bilesenleri —m; =
(mk,l, ---,mk’nk) bi¢iminde tamimlanan ve negatif
olmayan tamsayilar olsun. Bagka bir degisle her k =
1,2,--,s vej =12, ,my i¢in my ; = 0 olsun.

Bu durumda f(x) fonksiyonunun Sobolev anlaminda
genellestirilmis tiirevi asagidaki gibi olacaktir

D™f(x):= Dyt D f (x) 3)
Burada
Min
D;"kf(...;xk; ) = D:_lf'l Dk:k K F(osx) =

almklmk,nk [T ED (4)

T Mg
0 =0 k,nk

T,1
1.2. Bolge Kosullar1

Bu bélimde “o — yarim boynuz” ve “kuvvetli o —
yarim boynuz” kosulunu saglayan bolgeler sinifi
acgiklanmusgtir.

Tamml.2.1. Varsayalim ki, her
k=1,-,s ve j=1,-,n, igin;
i) Bilesenleri sirasiyla,
Hk > (0ve O = (o-k,li “',O‘k'nk), O-k,j > 0§€kllnde Olan
H:(Hl,...,HS) ,ve 6=(61,...,Gs) vektorleri ve

ii) Bilesenleri sirasiyla,
o o %Kk,n
H kk:(Hk k’l.---,Hk k} ve 6k:(6k,1""i5k,nk)

seklinde olan
H°=(H °1,..H ) ve 8 = (8y,-,8,) vektorleri

verilmis olsun.

*
Budurumda ¢ ve C ‘ birer sabitler olmak iizere
k

- O _ » .
her 0<h,<H, i¢in ¢, < ykak <y kosulunu saglayan
h

K

y =1, ¥s) € Ey (yk € En,) multi-indisli noktalar
kiimesi

y 0 .
R (HE")= U lyeE o < fl Ml )
’5k 0<vk§Hk n

seklinde tanimlanir [9,11,12].

Burada
YiOk _ Vi, 10k1 Vieny Ot
th th,l 7 h;:k,nk
ve

Rs(Hg*) = Rs,(H™") X - X Ro, (HS*)

olmak iizere X+R 5 (H 0) kiimesine tepe noktasi

X€E |, *de bulunan “o —yarim boynuz"denir [9,11,12].

Tamim 1.2.2. Her bir xeQ i¢in oyle bir § = (8, -, 85)
vektorii vardwr Ki, tim X+R s (H ”)CG olur. O

s

takdirde 2 c G C E,, alt bélgesi “o —yarim boynuz’
kosulunu saglayacaknr [11].

Not: “o —yarim boynuz” kosulunu saglayan G c E,
bolgeler smifi € (H 9) = C(o,H) ile gosterilmistir.
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Tamm 1.2.3. Eger, U§4=1 0; = G kosuluna ek olarak

?’:1 ;¢ = G kosulu da saglanwyorsa, o takdirde G €
C(o,H) bolgesi “kuwvetli o —yarim boynuz” kosulunu
saglar denir [8,9 ].

Burada Q. :{yeQ ; p(y;G\Qj)>e} (e>0)
()
Not: “kuvvetli O - yarim boynuz” kosulunu saglayan

GcE n bolgeler siifi C (o;H) ile gosterilmistir.
&

1.3.Fonksiyonlarin Integral Temsilinin Fark
Denklemleri Cinsinden Gosterilmesi

Tanmm 1.3.1. Her k=1,2,:,s
(xk‘l,---,xk,nk) EEy Ve x=(x,,
iizere G c B, bolgesinde tamimh ¢ok degiskenli £ (x)
fonksiyonunun L, (G)- normu

icin X, =
x;) € E, olmak

[N

[ (x) p}pdx , 1<p<ow
=L ®

esssup|f(x) , p=w
xeG
seklinde tanmimlanir [1-3].
Tamm 1.3.2. Her k=1,2,..,sve j=1,,..,n icin,

my = (mk_l, ,mk,nk) bi¢iminde bilegenlere sahip
m = (my, -, my) vektorii negatif olmayan tamsayt bir
vektor olsun, yani my ; > 0 olsun. Bu durumda,

t = (ty,+ tg) € E, bir vektor adumi olmak iizere her k =
1,2,--,s icin f(x) fonksiyonunun m mertebeden sonlu
fark asagidaki ifade ile tanimlanir [3,8,9,12].

A™M(O)f = A7 (t) - A () f () 9)

Bu esitlikte f (x) fonksiyonunun x; ; yoniinde t;, ; adimli
my, ; mertebeden sonlu farki A;n;."j (tx;)f seklinde

gosterilir ve her k € {1,---,s} = e,  i¢in asagidaki
sekilde belirlenir.

A;nk(tk)f("';xk;"') =

Bt (trn) = B (b, ) (o3 205+ (10)
Bu durumda

Bey (Be)f (-5 205 =

By () =+ Bk (6 ) Coimgio) (1)

Bu esitlikten asagidaki ifadeler yazila bilir.

Alg,j(tk,j)f("';xk,j; ) = f("'ixk,j; ) (12)
Bt )f (s i) =

= f("'ixk,j + by j; ) — f("'ixk,j; ) (13)

Hatirlayahm ki~ (11)  ifadesi  f(-;x+)

fonksiyonunun tiim k € {1,2,-:-,s} = e, icin X Kj

yoniinde tk,j adimli G=12-m) , My,

mertebeden sonlu farkini ifade etmektedir. Eger fark

tamamen  G-bolgesinde bulunan ¢okgenin tepe
noktalarina gére olusturulursa o halde
m(t.G)f:Am(t)f(x), (14)
farkli durumlarda ise
™ (t,G) f(x)=0 (15)

oldugunu kabul edecegiz. Bu varsayimlar dogrultusunda
a k,j
l/)(t) = erea Hjeeak|tk,j| ! (16)

isaretlemesi yapilarak, f(x) fonksiyonunun yari-normu
1<@<oo durumu igin,

6
AB(t;6)D™F (x) dt
||f|| <m+oc B> Gs) = [Eleal BT — iy t] 6 (17)
ve @=oo durumu igin ise
AP (£;6)D™f (x)
W1l e £ efesEfup ” " (18)
p.G

seklinde tanimlanir.
ifadelerinde yer alan m = (m, -,
(B1, . Bs) vektorleri, her k=1,2,...,s i¢in, bilesenleri
uygun olarak my = (myq, -, Myn,) Ve P =
(ﬁk,p '-~,ﬁk‘nk) bi¢iminde tanimlanan ve negatif
olmayan tamsay1 birer vektorlerdir. Ayrica bu ifadelerde
yer alan @ = (a4, *+, @) vektori, her k=1,2,...;s igin,

Hatirlayalm ki (17) ve (18)
mg) ve B =

bilesenleri ay = (@1, -+, @k y,) Olan negatif olmayan
ve €q, = SUppay = supppy tastyicilarina
(destekleyicilerine) sahip bir vektordiir. Bagka bir deyisle
a, = (ak’l, -, ak,nk) vektoriiniin  ikinci indislerinin
sifirdan farkli kiimesi e, = {k € e, ; suppa,, # @} ‘dir.
Bu varsayimlar dogrultusunda her k € e, igin

E|8ak| ={ti €Epps ti; =0 (V) € g} (19)
kiimesinin  kartezyen ¢arpimi asagidaki bigimde
belirlenecektir.

E|ea| = Ea1 X oo X Ea = HkEEq E|eak| (20)
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Hatirlayahm ki (17) ifadesiyle tamimlanan f(x)
fonksiyonunun  yari-normunun  gecerli  olmasi
durumunda (19) ifadesi ile tamimlanan kiime igin
asagidaki esitlik dogrudur.

dtk,j

dt
7 = erea Hjeeak ?

(21)

Her k=1,2,....s ve j = 1,2,..

olmayan r = (ry,:+,1,) vektoriiniin bilesenleri r, =
(Tk,p'“ﬂ”k,nk) olsun. Bu vektor icin iki 6zel duruma

., Ny i¢in, sabit ve negatif

bakalim. i) I' ;>0 durumunda en biiyik tam say1 7, ; <
Ty Ve ii) rk,j =0 durumunda ise Tk,j=0 olsun. Bu
varsayimlar dogrultusunda tiim k=1,2,...,s i¢in her bir
r :(rl,...,rs) vektorii, bilesenleri Ty :(Fk,].""’rk,nk)
olan F=(T},...T;) vektoriinii belirleyecektir. O takdirde
her k=1,-,5 ve tim j € e, =supprn, igin 0 <

Ti,j — Tk, < 1 olacaktir.
Her k=12..,s ve

N

wk=[a)k’1,...,a)k’nk) olsun. | =1 veya @, =0

j=12,..,n igin

vektoriiniin bilesenleri

1
arasindan Oyle bir w, vektori segelim ki supp w; =
supp 1, olsun. Yukaridaki varsayimlar dogrultusunda
(17) ve (18) denklemiyle tanimlanan yari- norm
ifadelerinde
m=rt
{ a=r—r7
B = 2w,
alinirsa f(x) fonksiyonunun yari- normu i¢in asagidaki
esitligi elde ederiz

oldugunu kabul ederek, o= (a) a)s) vektorleri

(22)

||f||L;’?9+(r—?):2wr>(G’ ) = ||f||1;;§>((;‘ s) (23)
2.B <prv?9 (G,S) - Fonksiyon Uzay

Her k=1,2,...,s igin bilesen vektorleri
i, = (0,1, sy ) degerlerini  almak  iizere

i= (il ""’is) e Q olsun. O takdirde, Q@ kiimesinin

eleman sayisi asagidaki ifade ile belirlenecektir

S
mesQ=|Q| = H(1+nk) (24)
k=1
Oyle ki
_m+1 eger s=1
0={50 " o s @

genel durumda ise Q kiimesinin eleman

(n+ < | Q| <2" olacaktur.

say1si

Varsayalim ki, » = (rl . ) tim (k=1,2,...,5) i¢in
bilesenleri I, = (rk,lv"’ Tkn, ) olan pozitif bir vektdrdiir.
Baska bir deyisle
(k=1,2,...,s;j= 1,2,...,nk) igin My ; >0. Her

tim

bir = (rl yees T ) pozitif vektoriine karsilik, ieQ

- i i .. .
olmak tzere,r! = (rll ,...,rsls ) vektorlerinin  bir

kiimesi olusturulur. Olusturulmus bu vektorler kiimesi
i¢in asagidaki dnermeler gecerlidir.

Wk € supp(iy,--+,ig) i¢in iy #0  yani
[ = (0,...,0, N, ,0,...,0) ve
i)k € {1,2,-++,s} \ supp(iy, -+, ig) igin ise,

ik =0 yani 7’0 = (0,...,0) olacaktir.
Bu varsayimlar dogrultusunda, 1< p<é@<oco olmak
tizere f fonksiyonu i¢in asagidaki norm tanimlanmistir.

1555366, o = Zisttsiealf s o

(26)
Tamm 2.1.

GckE o bolgesinde Sobolev anlaminda tiim 1€ Q igin

—i
genellestirilmis D' f el ,(G) direvieri mevcut ve

(2.3) ifadesiyle tanimlanan norma sahip sonlu olgiilebilir

fonksiyonlar kiimesine, B ;r; (G,s) fonksiyon uzay
denir.
B T) r; (G,s) fonksiyon uzay1 tam normlu uzaydir [9].

Not: B ;’r; (G,s) uzaymm GCE, bolgesinde

yeterince diizgiin fonksiyonlarin kapanisi B <pr >'9 (G,s)

biciminde gosterilecektir.

3. Esas Sonuglar
Caligmanin temel sonuglari, B —fonksiyon uzay tipine
r>

0 (G,S) fonksiyonlarin
diferansiyel fark ozelliklerinin (fonksiyon smifinin)
GckE, bolgesinin - disma

genisletilebilir olmasi asagida tamimlanan iki teoremle
ifade edilmistir.

ait cok degiskenli f e B :)

korunmas: sartiyla

Teorem 3.1
1. Varsayalmki , 1< p<6 <o,

fe B<pr'29(G,s) @7)
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ve tim (k=1,2,...,s) igin r=(r1,...,rs), bilesenleri

I :(rk ,11---,rk,nk) olan pozitif bir vektordiir. Baska

bir deyisle, tiim (k=1,2,...,s)
;>0 (i=12..,ny) olsun.

2. Varsayalim ki G EC(O';H) (28)
Burada H =(H;,..Hg), H >0 (k=1,,5).
Timk =1,--,s vej =1, ,ny icin o=
(gq;+; ag) pozitif sabit bir vektor olmak iizere

Oy Z(kall---,ﬁk,nk) bilesenlerine sahip olsun. Baska

bir deyisle tim k=1,---,s ve j=1,--+,ny icgin
oy,j >0 olsun.

3. Tiim k=1,-,s ve j=1,-,n, icin
v:(vl,..., Vs)vekfdrii . Vi (Vk1' o V., nk)

bilesenlerine sahip ve V >0 kosulunu saglayan

tam say bir vektor olsun.,
Eger, 1 <p <q <o igin

1 1
Xeiy = TeiOkiy, = Vo) = (5= 7)ol >0, (29)
ve ayrica
(Vklo-k) =
= X ko o okl = |owa| + -+ |own, |  (30)
oldugunu diigtintirsek, o halde
D'f e L, (G;S) (31)

olmak tizere tiim E, de tamimli ve G C E, bolgesinde
DYf(x) fonksiyonu ile cakisan bir f, = f,(x) insa edilir
ve bu fonksiyon icin

T P e (32)

integral esitsizligi dogrudur.

Buradac, f (x) fonksiyonundan bagimsiz bir sabittir
Teorem 3.2

1. Varsayalim ki Teorem 3.1'in tim kosullar
saglanmaktadr. Ayrica, € >0 olmak iizere G €
C.(o; H) olsun. Yani, G c E, bélgesi “kuvvetli o —
yarmm boynuz kosulunu saglamig olsun.

2. Tim k=1,..,s igin, p=(pq;..;ps) vektoriiniin
bilesenleri p;, = (pk_l, ...,pk,nk) olsun ve tim i, =
1,2, ...,ny igin
(P, o3) = Z;-lfl Pk,jOkj = Xk,iy (33)
olsun.
Bu durumda
D'f € L357(G;s) (34)

olmak iizere tiim E, de tamimli ve G C E, bélgesinde
DYf(x) fonksiyonu ile ¢akisan bir f, = f,(x) insa
edilir ve bu fonksiyon igin

”ﬁ”[l;pz*(En;s) < C||f||B;'§>(G, ) (35)

integral esitsizligi dogrudur.
Buradac, f(x) fonksiyonundan bagimsiz bir sabittir.

4. Teoremlerin Ispati

Burada ¢alismada so6zi edilen ilgili bolgeler sinifina ait
diizgiin fonksiyonlarin integral gosterimi verilerek,
yardimc1 fonksiyonlarin kiimesi inga edilir ve daha sonra
ise gOomiilme teoremleri bi¢imindeki esitsizlikler
ispatlanmustir.

4.1. Diizgiin fonksiyonlarin integral gosterimi
1 < p <6 < oo olmak iizere

f(x) € By5(G; ) (36)

ve her k=12,,s i¢in pozitif 1, = (131, ...rk,nk)
bilesenlerine  sahip r=(rg..;15) vektorii
verilmis olsun. Bir bagka deyisle Vk = 1,:--,s veVj =

1,--,ny igin 7y ; > 0 olsun. Genelligi bozmadan
f (x) fonksiyonunun x € E,, noktasinda diizgiin oldugu

varsayilarak, o6zel durumda fonksiyonun X €EE,
noktasindaki integral gosterimi asagidaki bigimde
belirlenmistir [7,8,11]

DVf(x) = Zi:(il,...,is)EQ Ai,sf(x) (37)

Bu esitliginin sag tarafindaki integral operatorii agagidaki
ifade ile belirlenir [7,9,11]

dvk
1+Bk ik

Aisf(x) =¢

—ﬁko f l—[

kEeS\e’ keet V

X fEIwi| dz fEn {AZwi (ﬁ) hi if(x + y)} b sC-)dy
(38)

Burada 0 = (0,...,0) , h = (hy,..,hy) ve tim k =
1,..,s i¢in hy > 0. Yukaridaki (38) ifadesinde tim
k=1,..,s icin negatif olmayan v = (vy;...; v,) tam
say1 vektoriiniin bilesenleri v, = (Vk,p ...vk,nk) ve tiim
i = (i, i) €EQ iginT i = (T‘lil; .;T‘Sis) vektoriiniin
bilesenleri 1"klk = (0, w0, e 0, ...,O)
taniml1 uzlagma kosulunu saglamaktadir.
vk,jZFRL”]‘.—Z (i#'-ik)
vk,ik < T_'kl’,; +2 (] = lk)
Yukarida (4.1.3) ile verilen integral operator ifadesinde

asagida

tim i = (iy, .., is) €Q i¢in w'=w.i ve her i, =
0,1,..,n icin, By, sayilar asagidaki esitliklerden
belirlenir
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Bro = loxl + (v, o%), (ix=0)
Bri,, = lowl + Vi, 0k) = T, Okiy, + Oy U = i)
(39)

Burada

|0-k| — Gk,l + "'+Gk,nk , (k = 1,...,5)
ve

n
Vi, 0%) = Ejiclvk,jo-k,j .

Hatirlayalim ki (i € Q) olmak iizere e! = supp i ifadesi
i = (iy, ., i) € Q vektoriiniin tastyicisidir. Bagka bir
deyisle e!=suppi, i= (ij,..,is) €Q vektoriinin
sifirdan farkli koordinatlarinin indis kiimesidir. e®- ise
{1,2, ..., s} kiimesini ifade etmektedir.

Her biri = (iy, ..., i) € Q igin E, X E|wi| ‘de yeterince
diizgiin ve sonlu olan ¢ekirdek asagidaki ifade ile
belirlenir

D 5() =

= [lkeei Prsy <1%' %) [Tkceqet @ (1%) (40)
kv k

Bu durumda, suppCDk,ik(yk; Zk,ik) tastyicilarina sahip

her bir &, 5, = d)k,g(yk; Zk,ik) (k € e*) fonksiyonunun

En, X Ey’de yeterince diizglin ve sonlu bir fonksiyon

oldugu ve (n, + 1) olgiili

. . 0< ykdk <1
{(yk’ Zk‘ik)' 0< Zk,ikak,ik < 1}

dikdortgen prizma bolgesinden oldugu varsayilir.

Ayrica @y, = Dy (Vi) (k €es\eh)
fonksiyonunun  E,, *de yeterince diizgiin ve sonlu bir
fonksiyon oldugu ve (n,) - olgiili {yk €EEy ;0<
VO < 1} dikdortgen prizma bolgesinden olan
supp®y;, (y) tastyicilarma sahip oldugu varsayilir.
(37) ifadesi ile tanimlanan integral gosteriminin G c E,,

bolgesindeki tasiyicilari, tepesi x € G noktasinda
bulunan x + Rs(d; H) "o — yarum boynuz” olarak
adlandirilir.

4.2. Yardimc1 Fonksiyonlarin Bir Kiimesinin Insas1.

Varsayalim ki G c E,, , C(o; H) bolgeler sinifina aittir.
Bu durumda tanima gére "o — yarim boynuz ” kosulunu
saglayan alt Gi,G,,...,Gy € G bdlgeleri mevcuttur.
Baska bir degisle

G=UY, G, (41)

Bu durumda tiim (u = 1,2, ..., N) igin bilesenleri (Slg,j =
(5,’:‘1; T iy ) olan

kng

o* = (8%;..;6) (42)
vektorler seti vardir. Oyle ki tim (j = 1,2, ...,n,) igin
;=1 veya & =—1 Bu varsayimlarda tim u =
1,2, ..., N i¢in

G, +Rsu(o; H) € G 43)

olacaktur.

Simdi ise (43) ifadesi ile tanimlanan bolgede DY f (x)
fonksiyonu ile cakigan Fou = o) yardimet
fonksiyonlar setini belirleyelim. Buna gore tim (u =
1,2,..,N )igin

fou(®) = Xizy,..ineq A suf (X) (44)

dogrudur. Burada integral operatorleri asagidaki bigimde
belirlenir.

R
* -B dvk
Ajsuf (x) = ¢ | | by L | | 1+Br i
. 0 ) 94
keeg\et keet Vi

X Jo 2 1, {82 (2,6, + Rou) D™ 'fx + )} %

X ¢ion(-)dy (45)

Hatirlayalim ki (45) ifadesinde i = (0, ...,0) sifir vektor
olursa o halde,

D™ 'f(x+vy) = f(x+y) olacagindan dolay: integral
alti fonksiyon K(Gu +Rgu) f(x +y) bigiminde
olacaktir. Burada K (G# + Rsu) isaretlemesi G, + Rsu
karakteristik fonksiyonunu ifade etmektedir.

4.3.Teorem 3.1’in Ispati.

Varsayalim ki G c E,, bolgesinin {Gu.s} ortiisti
boyunca birim ayrihis1 n, =n,(x) @=12,..,N)
sonsuz diferansiyellenebilen fonksiyonlar smifi ile
tanimlanir. Bagka bir deyisle,

0=<n,(x) <1, x€eE,
=) =1,  xeG (46)
nux =0, G, ¢ bolgesinin & civart disind

Ayrica, varsayalim ki
|D*n,(x)| < Const 47)

Burada a = (ay;..;as) her (k=12 ..,5) igin
bilesenleri @, = (@1, ..., Ay, ) Olan negatif olmayan
tam say1 vektoriidiir. Bu durumda

la| = laz| + -+ las| < |F] + 20
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f=f,(x) devam fonksiyonu i¢in asagidaki ifade
dogrudur.

£ () = Ejle1 1, (O f () (48)

Bu ifade de f, ,(x) fonksiyonu (44) ifadesiyle belirlenir
ve tiim E,,” de tanimli olup, G € E, bdlgesinde DY f(x)
fonksiyonu ile gakigir.

(47) ifadesinden

12l < el o, (o)

yazila bilir.
(44) esitligi ve (49) esitsizliginden, 0 < h; < H, (k =
1,2,..,s) i¢in agsagidaki esitsizlik ifadesi elde edilir.

AN, 5 <

N N
Xk,i
3T ([T g
£ Hi=(iy,..i0EQ <k=1 Lpo~ (Gu+Rsui s)

(50)
Bdylece sonug olarak, asagidaki esitsizligi elde ederiz.

B Xki
”f"”Lq(En B < € Xi=(iy,i0)€Q (Hi=1 hkklk

) IIflng’?(G; 9
(51)

Bu esitsizlik ise

1l 6, 0 < Wllaspic, (52)

ifadesinin ve dolayisiyla Teorem 3.1’in dogrulugunu
ispatlar.

4.4.Teorem 3.2’in Ispati

Teorem 3.2°de (35) ifadesi ile verilen
”ﬁ/”L;pZ*(En;s) < C”f”B;?((;, s

esitsizlikte, her k=1,..,s igin, bilesenleri p, =

(pk,l,...,pk,nk) olan p = (py; ...; ps) vektoriiniin bir
sifir vektor olmasimi durumuna bakalim. Bu takdirde
asagidaki esitsizligi elde ederiz

1l 50 = €M lazce, (53)

Bu esitsizligin dogrulugu Teorem 3.1°de kanitlanmastir.
Insa edilen

N
£ = D 1 0fu
u=1

devam fonksiyonunun fark 6zellikleri asagidaki esitlikle
verilir

IOEDY A f ()
i=(iq,.is)EQ

Bu ifadedeki A 5. f (x) integral operatorii (45) ifadesiyle

belirlenir. Boylece belirlenen f, = £,(x) fonksiyonu
tim E,’de ve G bolgesinde DYf(x) fonksiyonu ile
cakigir. (44) ve (45) ifadelerinden hareketle

||f||L;ZE(En'S) < Czﬁ=1|lnl—lﬁ/#”£;gf(5n;s) =<

N
<y ) o OO <o 5,5

u=1i=(iy,.is)€Q

(54)

esitsizligini elde ederiz. Bu demektir ki Theorem 3.2°nin
ispat1 (54) esitsizligindeki
||r]qu sul(f) ”L;Zf EnS) integral operatorlerinin her bir

ieQ ve Vu=1,-,N i¢in degerlendirilmesi ile
verilecek. Vk = 1,2,:+,s i¢in 0< h;, < Hj olmak iizere
Teorem 3.2°nin kosullarinin gegerli olmasi durumunda
asagidaki esitsizlik dogrudur

||ﬁ/||£;§f(En,S) =

Xiejig=(PR,Ok)

€N Bimiy,igee (TTios hy YA i
P

(55)
Sonug olarak, (52) ve (55) ifadeleri ile tanimlanan
esitsizlikler ¢aligmanin esas sonuglarini ifade etmekte

olup, f e B ;’g (G,S), fonksiyonunun diferansiyel

fark 6zelliklerinin korunmasi sartiyla G € E| bolgesinin
digina genisletilmesine olanak saglar.

SONUC

Bu ¢alismada tiim E,,’de tammh ve G € E,, bdlgesinde
feB <pr’>e (G,s) fonksiyonu ile gakisan bir f, =

£, (x) insa edilmis ve bu fonksiyon i¢in ilk kez

”ﬁ’”B;?(En. 9= C”f”B;?(G, s)

gomiilme teoremleri bigcimindeki integral esitsizlikleri
ispatlanmigtir
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