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OZET/ABSTRACT

Gerek miihendislik sistemlerinin analizinde ve gerekse uygulamali disiplinlerde
diferansiyel denklemlerin ¢oziimii biiyiik bir 6neme sahiptir. Cogunlukla bir sinir deger
ve/veya baslangic deger formunda olan bu denklemlerin  analitik ¢6zlimii ¢ogu durumda
miimkiin degildir. Bu amagcla yeter yaklasiklikta ¢oziimler elde etmek i¢in gilinlimiize kadar
pek cok sayisal analiz yontemi gelistirilmistir. Bu yontemlerin her birinin; gerektirdikleri
bilgisayar kapasiteleri, zaman ve hassasiyet agisindan biri birine gore avantajlart ve
dezavantajlar1 mevcuttur. Calismada genellestirilmis diferansiyel quadrature metodu kisaca
tanmitilmig, miihendislikte ve temel bilimlerde sik¢a karsilasilan bazi tiir sinir deger
probleminin sayisal ¢oziimii sunulmustur. Genellestirilmis diferansiyel quadrature yonteminin
bilinen baz tip diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilacak alternatif bir metot oldugu
vurgulanmustir.

The solution of differential equations has a great importance in the analysis of
engineering systems and applied disciplines. It is not always possible to obtain the analytical
solutions of these equations, which has a boundary value and/or initial value form as usual.
For this purpose, it has been improved many numerical analysis method to obtain the
adequate solutions up to now. All of these methods have a relative advantage and
disadvantage with respect to each other because of the time aspect and the sensitivity. In this
study, Generalized Differential Quadrature (GDQ) method was briefly introduced and
presented the numerical solutions of some type boundary value problems that have been
confronted in engineering and basic sciences often. It has been emphasized that generalized
Differential Quadrature method is an alternate method for the solution of known type
differential equations.
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1. GIRIS

Miihendislik uygulamalarinda temel amag insan yasamini kolaylastiracak sistemler ortaya
koymaktir. Bu sistemlerin  gelistirilmesindeki temel etken insan ihtiyaglarinin
karsilanmasidir. Uygarlagma yoniindeki olumlu gelismeler ve teknolojinin glinlimiizde geldigi
nokta ihtiyaglarin farklilagsmasina neden olmustur. Degisen bu ihtiyaglara cevap vermek igin
teorik ve pratik ¢aligmalar yapan miihendislerde farkli teknikler {izerinde yogunlagmislardir.
Miihendislik sistemlerinin analizi en genel anlamda iki asamay1 icermektedir. Mevcut bir
fiziksel sistemi ifade eden matematik modelin kurulmasi ve elde edilen matematik denklemin
analitik olarak veya cesitli yaklasik sayisal metotlar kullanilarak c¢oziilmesidir. Bu iki
asamadan birincisi tecriibe, sezgi ve iyi bir matematik alt yapi; ikincisi ise modelleme de
kullanilan sezgi ve bilgiye ilaveten hizli ve kapsamli bir hesaplayiciy1 gerektirir.

Yapilan modellemenin gercek modeli yansitip yansitmamasi, ger¢ek fiziksel olay ile
uyumluluk derecesiyle dl¢iiliir. Bu modellerin biiyiik bir ¢cogunlugu, simir deger formundaki
diferansiyel denklemlerdir. Bu matematik denklemlerin fiziksel modele en yakin sunus bi¢gimi
ise varyasyonel problemlerdir. Girig verileri lizerine konulan siireklilik ve tiirevlenebilirlik
kosular1 acisindan, varyasyonel problem kendi ©zdesi olan smir deger problemiyle
karsilagtirildiginda, uygulama alan1 daha genis olan problemler sinifina hitap eder.
Matematik modelleme isleminin, modelin varyasyonel problem olarak ifade edilmesinden
sonraki agsamasi, hesaplayiciya tanitimi uygun olan ayrik modelin olusturulmasidir (Hasanov,
2001). Glinlimiizde, diferansiyel denklemlerle ilgili matematik modellerin ayrik
benzesiklerinin olusturulmasi ve elde edilen ayrik problemin bilgisayarda c¢oziimlenmesi
acisindan en kapsamli ve bilinen yontem Sonlu elemanlar yontemidir. Bu yontemin klasik
sonlu farklar yonteminden baglica ayirt edici 6zelligi, sonlu elemanlar yontemi sinir deger
problemini degil varyasyonel problemi temel alir.

En genel anlamda, miihendislik problemleri, siireksiz ve siirekli ortam problemleri olmak
tizere iki sinifa ayrilir. Serbestlik derecesi sonsuz biiyiik olan siirekli ortam problemlerinin
¢ozlimii bir diferansiyel denklem, integral denklem veya denklem sisteminin ¢oziimiinii
gerektirdigi halde, serbestlik derecesi sonlu olan siireksiz ortam problemlerinin ¢6ziimii lineer
denklem takiminin ¢éziimiiyle elde edilebilmektedir (Cakiroglu vd., 1973). Sonsuz serbestlik
dereceli sistemlerinin ¢oziimiinde ¢esitli matematik giigliikler ortaya ¢ikmakta buna karsin
stireksiz ortam problemlerinin ¢6ziimiinde gerekli olan hesaplayici kapasitesi ve hesap siiresi
artmaktadir. Bunlardan bagka miihendislik problemleri evrensel bir yaklagimla; kararli durum
problemlerini iceren denge problemleri, kararli durum problemlerindeki bazi parametrelerin
kritik degerlerinin bulunmasin1 gerektiren 0Ozdeger problemleri ve baslangic deger
formundaki problemleri iceren propagasyon problemleri olarak ii¢ temel gruba da ayirmak
miimkiindiir (Crandall, 1968). Bu tarz bir siniflandirmada da elde edilen denklem; kapali yada
acik sinir ve/veya baslangic degerine sahip kismi veya adi tiirevli bir diferansiyel denklem
yada lineer bir denklem takimi olarak elde edilir.  Lineer bir diferansiyel denklem takimini
saglayan fonksiyonlarin bir bolgedeki degerleri tayin edilirken, baz1 matematik giicliiklerle
karsilasilir. Bunun i¢in bu hallerde, 6nce bu fonksiyonlarin verilen bélgenin sonlu uzunluktaki
bazi noktalarina ait degerleri aranir. Daha sonra, bu degerler kullanilarak diger bilinmeyen
noktalardaki degerler elde edilir. Bu sekilde siirekli bir ortam yerine, cebirsel bir denklem
takimimin ¢oziimiinii gerektiren ayrik bir ortam almmis olur. Hizli ve yiiksek kapasiteli
hesaplayicilarin gelismesi, ve kullannminin yayginlasmasi nedeniyle siirekli ortam yerine
stireksiz ortam modeli iizerinden islem yapmaya elverigli yontemler artmistir (Celia ve Gray,
1992; Mitchell, 1976; Hildebrand, 1965). Bu yontemler i¢inde sonlu farklar, sonlu elemanlar
ve sinir elemanlar gliniimiizde yaygin olarak kullanilabilmektedir. Karakteristik biiytikliiklerin
ortam ig¢inde degismesini ifade edebilmesi ve karmasik smir sartlarinin  ¢oziime
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katilabilmesine olanak vermesi bakimindan sonlu elemanlar daha yaygindir. Kurulan
matematik model cogunlukla sistemi ifade eden ya bir integral denklem yada kismi veya adi
tirevli bir diferansiyel denklemdir. Smir kosullarinin karmasikligi nedeniyle elde edilen
diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii ¢ogu durumda miimkiin olmaz. Bu nedenle sayisal
analiz tekniklerine basvurulur. Bilgisayar teknigindeki gelismeler ve denklemlerin matris
formda ifade edilebilmesi sayisal analiz metotlarinda biiyiik bir gelismeye neden olmustur. Bu
metotlar i¢inde; sonlu farklar, sonlu elemanlar, sinir elemanlar, varyasyonel (degisim) hesap,
Rayleigh-Ritz gibi yaklasik metotlar giiniimiize kadar etkin olarak kullanilmistir. Cogu
sayisal hesap yonteminde siirekli denge problemi sonlu sayida serbestlik dereceli bir sisteme
indirgenerek ¢oziime ulasilir (Crandall, 1968).

2. AMAC

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin; sonlu elemanlar, sonlu farklar, sinir
elemanlar gibi birka¢ sayisal ¢dziim yontemi mevcut olup, bu metotlar giiniimiize kadar
miithendislikte ve fizikte uygulama alani olan titresim, stabilite, akigkanlar mekanigi, stirekli
ortam mekanigi, sivi veya termal etkilere maruz yapilarin analizi gibi pek c¢ok probleme
basariyla uygulanmistir. Gerek sonlu elemanlar ve gerekse sonlu farklar metodunda diigiim
noktas1 sayisi arttikca elde edilen ¢dzlimlerin hassasiyetinin arttigi bilinmektedir. Bununla
birlikte, daha hassas sonuglar elde etmek icin diiglim noktasi sayisinin arttirtlmasi, gerekli
olan bilgisayar kapasitesi ve hesap siiresi de ayni oranda arttirmaktadir. Ancak pek cok
problemde gercek degere yakin hassas sonuglar fiziksel anlamda ancak birka¢ 6zel noktada
gerekmektedir. Bu metotlar i¢inde sonlu elemanlar ve sonlu farklar metotlart kullanim alani
digerlerine gore daha fazla olan iki analiz teknigidir. Sonlu elemanlar metodunda ¢6zliim igin
yaklagik bir fonksiyon segilerek ¢oziime baslanir. Ancak sonlu elemanlar metodunda secilen
enterpolasyon fonksiyonlar1 lokal diizeyde olup elemanlar i¢in gegerlidir (Zienkiewicz, 1977).
Sonlu elemanlar metodunda ¢6ziim bolgesi ¢ok fazla elemana ayrilarak yeter hassasiyette
sonuglar elde etmek miimkiindiir. Ozellikle plak veya kabuk elemanlarin hassas ¢dziimleri
ancak yliksek sayida elemana boliinerek saglanir (Civalek, 1998). Elemanin ¢ok fazla bolgeye
ayrilarak (mesh generation) ¢oziime ulasilmasi durumunda ise gerekli olan hesaplayici
kapasitesi ve zaman artacaktir. Bununla birlikte yeter yaklasikta sonuglar yani gercek degere
cok yakin sonuclar miithendislik uygulamalarinda ¢cogunlukla bir veya birkag spesifik noktada
istenir. Daha az grid nokta sayis1 kullanilarak yeter hassasiyette sonuglar verebilecek bir
metot olan Diferansiyel Quadrature Metodu (DQM); koordinat dogrultusuna gore bir
fonksiyonun tiirevi, ¢cepegevre saran bir ¢oziim bolgesindeki yliksek dereceden bir polinom
yardimiyla yaklasim kurabilen siirekli bir fonksiyon ve o dogrultu boyunca biitiin ag
noktalarindaki fonksiyon degerlerinin tiimiiniin lineer toplami olarak ifade edilebilecegi
prensibine dayanir (Bert vd., 1987; Mingle, 1977). Benzer sayisal yaklasim yontemlerinde
oldugu gibi, DQ metodu da mevcut tiirev denklemi, ¢6ziim bolgesinde onceden secgilen
diigiim noktalarindaki bilinmeyen fonksiyon degerleri cinsinden, lineer denklem takimina
veya titresim ve burkulma problemlerinde bir 6zdeger problemine doniistiiriir. Bu
denklemlere ilaveten siir sartlar1 da DQ metoduna uygun formda yazilir. Sinir sartlarinin
Dirichlet ve/veya Neuman yada karisik olmasi herhangi bir giicliilk dogurmaz (Bert ve Malik,
1996; Civalek ve Catal, 2002a).

3. DIFERANSIYEL QUADRATURE METODU

Diferansiyel quadrature metodu; bir fonksiyonun verilen bir ayrik noktadaki bir uzay
degiskenine gore kismi tiirevi, o degisken bolgesinin biitiin ayrik noktalarindaki fonksiyon
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degerlerinin agirlikli bir lineer toplami ile ifade edilir, seklinde tanimlanan diisiinceye
dayanir. Yeter yaklasikta sonuglar elde etmek i¢in daha az sayida grid kullanan diferansiyel
quadrature metodu ; fizik ve miihendislikte karsilasilan baslangic deger ve sinir deger
problemleri i¢in farkli bir yaklagim ortaya koymustur. Bu amagcla tek boyutlu bir u(x)

fonksiyonun birinci tirevini x; (i=/,2,...,N) noktalarinda N ayrik nokta i¢in goz Oniine alirsak
i .nci ayrik nokta icin birinci tiirev Esitlik 1°deki gibi olacaktir.

ux)=— =X Ay ulx;) i=12,....., N (1)

Burada x; degisken bolgesindeki ayrik noktalari, u(x;) bu noktalardaki fonksiyon
degerlerini, ve A; birinci dereceden tiirev icin bu degerleri fonksiyon degerlerine baglayan
agirhik katsayilarimi  ifade eder. Agirlik katsayilarimin hesabi, karsilik gelen koordinat
yonlerinde fonksiyonel yaklasimlar ile gergeklestirilir. Test fonksiyonu yada yaklasim
fonksiyonu olarak bilinen bu fonksiyonlarin seciminde siireklilik sartina dikkat edilmelidir.
Benzer zorunluluk sonlu elamanlar yontemindeki enterpolasyon fonksiyonlarinin se¢iminde
de vardir. Ancak DQ metodunda, secilen fonksiyonlarinin Ritz metodunda oldugu gibi sinir
sartint saglamast zorunlulugu yoktur. Yaklasim fonksiyonlari, alan degiskenlerinin olasi
kararl1 yani tiniform durumlarin1 tanimlayabilmeli ve diferansiyel denklemdeki yada sinir
sartlarindaki mevcut en yiiksek dereceli diferansiyele kadar tiirevinin alinabilmesi gerekir.
Yani siireklilik sart1 i¢in, bir koordinat yoniindeki diigiim sayisi, diferansiyel denklemdeki
karsilik gelen bagimsiz degiskene gore en yiiksek dereceli tiirevin bir fazlasina esit olmalidir.
Belmann ve arkadaglari. agirlik katsayilarinin hesabi igin iki farkli yontem Onermislerdir.
Bunlardan birincisinde Esitlik 1°de verilen baginti tam olarak alindiginda, test fonksiyonu
olarak (N-1) veya daha kii¢iik dereceden segilen polinom fonksiyonu i¢in Esitlik 2 elde edilir.

ur(x) = x*1, k=12,..N 2)

Bu bagmti Esitlik 1°de yerine yazilirsa Esitlik 3’de belirtildigi formda A4, birinci
mertebeden agirlik katsayilari olmak iizere bir lineer denklem takimi verir.

N
(k=1)xf=2= % ayxk~' s i=12 N ve k=12,....N igin 3)
j=1

Ancak bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinantt Vandermonde formunda
oldugundan tekil bir ¢oziime sahiptir. Denklem agirlik katsayilari i¢in analitik olarak
Hamming’in Onerdigi metotla yada Vandermonde denklemleri i¢in Bjorck ve Pareyra’nin
Onerdigi gibi bilinen baz1 6zel algoritmalar ile sayisal olarak ¢oziilebilir (Hamming, 1973;
Bjorck ve Pareyra, 1970). Bu tekilligi gidermek i¢in, agirlik katsayilari, degisik grid nokta
sayilart ile Esitlik 3 esit grid degerleri i¢in hesaplanmalidir. Esitlik 3 matris formda da Esitlik
4’deki gibi verilebilir.

{ou)/ax} =4, {u(0)} 4)
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Benzer islemler iki ve daha fazla derecen tiirev ifadeleri i¢in de yazilabilir. Boylece, her
bir dereceden tiirev i¢in agirlik ifadeleri birinci dereceden tiirev ifadesinden farkli olmaktadir.
Ikinci dereceden tiirev i¢in metot Esitlik 5°de goriildiigii gibi verilir.

N
= X B ul(x;) - i=12,..., N (5)

j=1

_o’u
uxx(xi)_ a_xz

X =x;

Burada B;; ikinci dereceden tiirev igin agirhik katsayisidir. Esitlik 5 birinci dereceden
agirlik katsayilari cinsinden Esitlik 6’daki gibi yazilabilir.

N N
= Z Alj Z Ajku(xk) y l=],2 .......... N (6)

j=1 k=1

_ou

uxx(-xi) axz

x=y;

Esitlik 2 ile verilen polinom fonksiyon uygulanarak ikinci dereceden tiirev ifadesi Esitlik
7°deki gibi olmaktadir.

N
(k—1)k—2)xt 3= % Byxk! (7)

j=1

Esitlik 7, yukarida verilen Esitlik 3 bagitisina benzer yaklasimla ¢oziiliir. Tkinci, iigiincii
ve dordiincii dereceden agirlik katsayilart Bj;, Cj, Dy, sirastyla Esitlik 8, Esitlik 9 ve Esitlik
10’da goriindiigli formda hesaplanir.

N

Bif= ZAikAkj (8)
k=1
N

C,~j= ZAikBkj (9)
k=1
N

Dl_'jz ZAikaj (10)
k=1

Bellman ve arkadaglar tarafindan agirlik katsayilarinin hesaplanmasi i¢in 6nerilen ikinci
metotda birinciye benzer olup farkli bir test fonksiyonu secilir (Jang vd., 1989). Esitlik 1’1
saglayacak sekilde x; Otelenmis Legendre polinomunun kokleri olarak fonksiyonu secilir
(Esitlik 11).

Ly®&)

(x) = ,
T )L ()

=12, N (11)

Burada N grid nokta sayisi, Ly(x) N. dereceden legendre polinomu, px) ise bu
polinomun birinci tiirevidir. Esitlikteki x; Otelenmis legendre polinomunun kdkleri olarak
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secilip Esitlik 11 ile verilen polinom fonksiyon Esitlik 1’de yazilirsa agirlik katsayilar1 Esitlik
12a ve Esitlik 12b’de gibi yazilabilir.

A= L'y(xi) i igin (12a)
(xl-—x_]-)L'N(xj)
1-2x; .
A;j=—""— i=j 1¢1n (12b)
2)6,'()(','_1)
i, j=12,.... N

Bu ikinci yaklasimda, Esitlik 12a ve Esitlik 12b ile tanimlanan agirlik katsayilari
birincide oldugu gibi herhangi bir tekillik problemi ve lineer denklem takimi ¢ozmeden elde
edilir. Bir boyutlu problemlere benzer olarak iki boyutlu problemler i¢inde diferansiyel
quadrature metodu gelistirilebilir. Sekil 1°de goriilen dikdortgen diizlem igin, N, x-
dogrultusundaki grid ve N, y-dogrultusundaki grid sayisi olmak flizere tiirev ifadeleri
yazilabilir. Bu amagla u(x,y) fonksiyonunun r-inci mertebeden x’e gore, s.mertebeden y’e gore

ve (r+s)’nci mertebeden x ve y degiskenlerine gore (x;, y;) ayrik noktalar i¢in tiirev ifadeleri
Esitlik 13—Esitlik 15°de verilmisgtir.
y

¢ a >!
Ny
b
*
3 (X, %)
2
j=1 > x
i=1 2 3 .... Ny
Sekil 1. Iki boyutlu bolge i¢in grid noktalar
o u Ny
5 = > AP u(xk,yj) ; or=12,..... ,N,—1 (13)
bl R A
ou N,
=2 Bl u(x,y,) 5 s=12....N -1 (14)
Oy* 7= k=1
N
a(r”)u o' | o5u Ny y
— = L = X AR X B u(xy,) (15)
Ox"0y* “i¥i Ox"\oy*) I ko m=1

i=12, ...,Ne,ve j= 12,..,N,
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A" ij Ve B*/ i u(x,y) fonksiyonunun sirasiyla x’e ve y'ye gore r’inci ve s’inci mertebeden
x; ve yj ayrik noktalar1 i¢in yazilan tiirev agirlik katsayilaridir. Bu katsayilar ilk olarak Shu ve
Richards tarafindan gelistirilmistir (Shu vd., 1992). Agirlik katsayilar1 Esitlik 16-Esitlik
19°daki gibi olmaktadir.

(r=1)
AP =7 ATV AY == ij =12, Ny ,j#; ver=23,....., Ni-1 (16)
X[_Xj
_ i
BY=s5| By~ VBY ———1\ ij=12,..,N,, j#; ve s=23,...,Ny-I (17)
Y~y
Nx
A== % AP, i=12... N ve r=12,..,N -1 (18)
j=l1j#i
Ny
BY=— 3 B,(f)! i=12,...,N, ve r=12,.. N -1 (19)
j=1j=i

4. GENELLESTIRILMIS DIFERANSIYEL QUADRATURE METODU (GDQ)

Yukarida temel prensipleri verilen DQ yaklasiminda agirhk katsayilarinin
hesaplanmasinda ¢esitli giigliikler ortaya ¢ikmaktadir. Birinci yontemde elde edilen
denklemin katsayilar matrisi Vandermonde sistemi oldugundan determinantinin hesabinda
giiclik cikar ve denklemin ¢oziimii tekildir. Ozellikle grid sayis1 arttikga sonuglarin
hassasiyeti azalabilmektedir. N grid sayis1 20°den biiyiik oldugu durumlarda sonuglarin
giivenirliligi azalmaktadir. Bunlara ilaveten, her bir islem adiminda NxN denklem takimini
¢6zme zorunlulugu vardir. ikinci yaklasimda ise farkli sinir sartlar1 ve geometri i¢in metodun
uygulanabilirligi azalmaktadir. Yani; gerek, daha az sayida grid noktas1 secilerek her islem
adiminda bir lineer denklem takimi ¢6zmeyi gerektiren birinci yontemde gerekse de diigiim
noktalarinin dagilimini kisitlayan Legendre yaklagiminda metodun uygulanabilirligi agisindan
cesitli giicliikler vardir. Dolayisiyla; hem bu giicliikleri gidermek agisindan hem de metodun
kullanim alan1 ve uygulanabilirligini kolaylagtirmaya yonelik ¢abalar sonucunda iki ayr1 grup
tarafindan bagimsiz olarak metot gelistirilerek agirlik katsayilarinin hesabi farkhi grid
noktalar1 ve yiiksek dereceden tiirevler icin uygun bir formda elde edilebilmis ve
genellestirilmis diferansiyel quadrature metodu ortaya c¢ikmustir (Lin vd.,1994). Shu ve
Richards agirlik katsayilar i¢in herhangi bir tekillige neden olmayan ve biiyiik sayida lineer
denklem takimi ¢oziimii gerektirmeyen analitik ifadeler 6nermislerdir. Bu metotta birinci ve
ikinci dereceden tiirevler i¢in bagintilar Esitlik 20 ve Esitlik 21°de verilmistir.

M (.
A= MU s NG i (20)
i x )M (x))
PO (y.
B = (v) =12 N, %, (21)

(yi o YJ)P(I)(YJ) ’
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Burada;
Ny Ny
M(l) (Xl) = H(Xi - Xj): P(l) (yl) = H(yl - YJ) ) (22)
j=1j=i j=1,j=i
ve
(r-1

AP =t[AG-DAD-"0 s ij=12 N, j#i; ve r =23, No-I igin 23)

Xi™ X

(s—-1

B%SES[B?‘”B%“— - |ij=1,2,..Ny, j#i; ve s=2,3,..., Ny-1 icin (24)
i
NX
Al(lr):_ z Ag), i:1,2, ..... ,NX veE r:192’ ----- )NX_I, (25)
j=1,j=i
Ny
BY)=- X~ By, i=12..,N ve r=12,.. N,-1 (26)
j=1Lj=#i

Uniform grid noktalar igin Esitlik 20 ve Esitlik 21 ile verilen asagidaki forma indirgenir
(Esitlik 27, Esitlik28).

ey =N =iy - .
4;=(-1) ij(i—j)(j—l)!(N—j)! i,j=1.2,...N, j# (27)
B.=(-1)" =11 — i) L,j=12,... M, j= (28)
Ay(i— j)j =M - j)

Burada Ax = x;—x;; ve Ay = y;—y;;dir. Biitiin grid noktalarindaki fonksiyon degerleri
hesaplaninca herhangi bir noktadaki tiirev yaklasimlar Esitlik 29—Egitlik 31°deki gibi olur.

NX

UGy = 3 Ulxpy )y () (29)
i=1
Ny

Ul = 2 Ulxpy)B, () (30)
i=1
Ny Ny

Uy = 3 3 Ulxey) o (0B, () (31)

i=1 j=1
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Burada q;(x) ve Bj(y) degerleri sirastyla x ve y dogrultularindaki Lagranj enterpolasyon

polinom fonksiyonlaridir (Esitlik 32 ve Esitlik 33).

(X_Xl)(X_Xz) .......... (X_Xi—l)(x_xi+1) ........ (X_XNX)

MO (x,) (32)

(Xi(x) =

(VA G’ e =y, DOy, =Y )

PO (y)

B,(x) =
(33)

Benzer olarak U(x, y) fonksiyonunun x ve y koordinatlarina gére herhangi bir noktadaki
tiirevi elde edilir. Eger x; Esitlik 34°de verildigi gibi trigonometrik bir formda segcilirse Esitlik
20 ve Esitlik 21 bagintilar1 Esitlik 35 ve Esitlik 36’da verilen forma indirgenir.

xi = { cos0, cos /N, cos 27/N, ...... ,cosl } (34)
—1y+7
4o D
CiVWiTX) L p<i<N (35)

2(=1)*/

4= r)
ALY ;i=0vei=N (36)

Dikkat edilmelidir ki; 6rnek noktalarin sayisi verilen bagintilarin performansinda yani
agirlik katsayilarinin hesabinda etkili degildir. Hesap performansini gelistirmek acisindan
onemlidir. Bundan baska, bazi durumlarda bu noktalar ¢6ziimiin dogrulugunu
etkileyebilmektedir. Ornegin esit aralikli noktalar ile islem kismen daha kolay ve uygulamasi
daha basittir, ancak esit olmayan nokta aralig1 i¢in az da olsa sonuglarin hassashigi diisiir.
Diigiim noktalarmin se¢iminde sik¢a kullanilan ve dnerilen metot her iki dogrultuda yani her
bir koordinat yoniinde (tek boyutlu problemler i¢in bir yonde) esit aralikli secilen Esitlik 37
ve Esitlik 38’de verilen degerlerdir (Du vd., 1994; Bert vd., 1994a).

i—1

Xl': _1
N, =12 NX; j= 1,2, Ny (37)

_J-l

v, Nl

1=1,2,. Nx; j=12,.......... Ny (38)

Bazi durumlarda esit aralikli olmayan noktalarin seciminin daha iyi sonu¢ verdigi
bilinmektedir. Yine iki boyutlu problemler i¢in esit olmayan grid noktalar1 Chebyshev-Gauss-
Lobatto noktalar1 i¢in Esitlik 39 ve Esitlik 40°da verilen degerler segilir (Bert ve Malik, 1996;
Du vd., 1996).
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1 i—1
xi=§ 1—cos _171
Ny i=12,......Nx (39)

y.=l 1—-cos jo1 T
2 N, -1 .
,j=12,....... Ny (40)

Bununla birlikte diferansiyel quadrature ¢éziimlerinde farkli koordinat yonlerindeki grid
noktalar1 sayis1 ve tipi bakimindan farkli segilebilecegi gibi, farkli koordinat yonlerinde farkli
test fonksiyonlar1 da secilebilir.

5. SAYISAL UYGULAMALAR
5.1. Ornek 1
Uniform yayil yiik etkisindeki lineer elastik Kkirislerin gesitli noktalarindaki diisey

deplasman hesabin1 gozoniine alalim. Moment ile egrilik arasindaki bagint1 Esitlik 41°deki
gibidir. Bagit1 Esitlik 42°deki gibi olur.

d’y _Mx _ ¢
dy? EI 2EI

(Lx—x") (41)

qL*

X=x/L, Y=y/a ve a=2= icinboyutsuz halde;
Y 2Bl ¢ yu
2
d°Y _y_ x> (42)
dx?

Elde edilen bu bagintiya DQ metodu uygulanirsa Esitlik 43’°deki sonug elde edilir.

N
> B;Y;=X,- X} (43)

j=1

N=5 grid degeri i¢in ¢oziim yaparsak, Sinir kosullarindan X=0 i¢in Y=0; X=L i¢in Y=0;
Yani, Y; =Y5=0 olur. Boylece Esitlik 43 mevcut sinir sartlar1 elimine edilerek Esitlik 44°deki
gibi yazilabilir. Baginti matris formda Esitlik 45°deki gibi verilebilir.

4
> B;Y,=X:—X; i =234 (44)

j=2

By By Bul||Y: X,- X3
By, By By Y3 =1X;—X3 (45)
Biy Bsyz B |\ Y4 X4— X3
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Burada B; ikinci dereceden agirlik katsayilart olup yukarida tanimlanmis formiiller
yardimiyla esit aralikli grid noktalari icin hesaplanir. Boylece bilinmeyen Y; degerleri

bulunur. Problem i¢in kesin sonu¢ Y = é(ZX XX ) seklinde tanimlidir (inan,1996).

Hem her iki ucun basit mesnet olmasi i¢in hem de diger baz1 mesnet kosullar1 i¢in elde edilen
sonugclar karsilagtirmali olarak Cizelge 1’de verilmistir.

Cizelge 1. Uniform yayil yiik etkisindeki kiris i¢in karsilastirmali deplasman degerleri

Mesnet Sarti X 0 1/4 1/2 3/4 1
Her iki uc basit | GDQ(N=5) | 0 | 0.018553 0.026042 0.018553 0
mesnet Kesindeger | 0 | 0.018456 | 0.026040 0.018456 0
Her iki ug GDQ(N=5) | 0 | 0.0014647 | 0.00260421 | 0.00146475 | 0
ankastre mesnet | Kesindeger | 0 | 0.0014648 | 0.00260416 | 0.0014648 0
m?g?};*t‘fg;it GDQ(N=5) | 0 |0.00002442 | 0.00005212 | 0.000043852 | 0
mesnet Kesindeger | 0 | 0.00002441 | 0.00005208 | 0.000043945 | 0

5.2. Ornek 2

Esitlik 46, Esitlik 47a ve Esitlik 47b’deki kosullar ile verilen sinir deger problemini goz
Oniine alalim.

2
dy+y+x=0 0<x<1 (46)
d x?

y0)=0;y(1)=0 (47a;47b)

Problemin oncelikle yaygin olarak kullanilan yontemlerle ¢oziimiinii elde edelim.

VARYASYONEL Ydntem

il (d
Izj(d—y)z—yz—ny X
0 X

y(x)=a, x(1—-x) quadratik polinom yaklagimu ile I (al) minimum olmalidir.
/

dar _ 0

da,

Y= x{1-)

seklinde olur.

y(x) = g, x(1-x)+ g, x*(1- x) seklinde kiibik yaklagimda
a;=71/369, a,=7/41 bulunarak

71 7
y(x)= ﬁx(l —x)+ H x2(1-x) olur.

icin  a;=>5/18 ve yaklasik ¢6ziim
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GALERKIN Metodu

Ly—f=y"+y+x=0
tanimlanir. Sinir sartlar
y() =y (1)=0

1

J(Ly=f)py(x)=0

0

9, (x)= {x(l —x),x2(1- x)} i¢in ¢ozim y(x)= % x(1-x) olarak elde edilir.

GDOQM ile

N=5 nokta i¢in GDQ metodu uygulanirsa 1. ve 5.noktalardaki degerler sinir
kosullarindan bilindiginden GDQ formiilasyonu Egsitlik 46’ya sadece 3 nokta i¢in uygulanir.

4 .
2 Byy;ty;="x 1=23,4 (48)
j=2
siir kosullarindan N=1 ve N=5 i¢in degerleri y; =0, y5=0 olarak mevcuttur. Boylece Esitlik
48, Esitlik 49°daki gibi hesaplanir.

By, B3 By 111 Y, -X,
B3y, By By | + |1 11 Y;r=9-X3 (49)
By Bz Bus 111 Y, - X4

Burada ki; Bj katsayilar1 ikinci dereceden tiirev agirhik katsayilaridir. Problem igin
analitik (kesin) sonug
sin x

—X

V(%) =—
sinl

olarak verilmektedir. Hesaplanan sonuclar Cizelge 2’de verilmistir.

Cizelge 2. GDQM ile diger yaklasimlarin karsilastiriimasi

% Varyasyonel Galerkin GDQM Kefin
Quadratik Kiibik Deger
0 0 0 0 0 0
1/4 0.052 0.044 0.052 0.044 0.044
2/4 0.069 0.069 0.069 0.070 0.070
3/4 0.052 0.060 0.052 0.060 0.060
1 0 0 0 0 0

Kisisel bir PC’de GDQ metodu kullanilarak denklemin ¢6ziimii sadece birka¢ saniye
stirmistlir. Elde edilen sonuglar kesin ¢oziim degeri ile aynidir. Cok kisa bir silirede ve
hesaplayict bakimindan ¢ok az bir kapasite kullanilarak elde edilen bu hassas sonuglar
metodun en 6nemli avantajidir. Daha Once yapilan ¢aligmalarda 6rnegin elastik bir kolonun
burkulma yiikii sonlu farklar metodunda 11 grid degeri i¢in, sonlu elemanlarda 7 ayrik nokta
icin % 1 mertebelerinde hata ile elde edilirken, GDQ metodunda 5 nokta i¢in kesin deger ile
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ayni sonug elde edilebilmistir (Sherbourne ve Panday, 1991; Civalek ve Catal, 2002; Choi
vd., 2000; Civan ve Sliepcevich, 1983; Civalek, 2001).

5.3. Ornek 3

Hareketsiz (duragan) bir akigkan igerisinde ¢oziinen (eriyen) bir maddenin sabit (steady-
state) yayilisina ait fiziksel olay1 ifade eden matematik baginti sinir kosullar ile birlikte
Esitlik 50°de tanimlanmustir.

d’u
d x?
u(0)=0
u(l)y=¢

v

- Ku=0 0<x<1 cm (50)

Cesitli grid degerleri i¢in GDQ metoduyla ¢6ziimii elde edelim (Sekil 2a ve Sekil 2b).

U Uz U; U U Us Uy

v

| | | —
x1=0 x2 =172 x3=1

x1=0 x=1/3 x3 =2/3 x=1

Sekil 2. Probleme ait grid noktalart a) (N =3); b) (N =5)

Secilen 3 grid noktasi i¢in sinir kosullarindan; U; =0 ve U; = &. Cozlim i¢in gereken
d*u

liclincli deger sistemi ifade eden ¥ ———Ku =0 tlirev denkleme N = 3 olmak {izere

d x?
secilecek polinom fonksiyonu ile GDQ metodunu tatbik ederek Esitlik 51 elde edilir.

N K
) B,-juj—?uﬁo i=2,0,N-1 (51)

J=1

Burada u(x) ¢6ziinen maddenin konsantrasyonu (M/L3), ¥ difiizyon (yayilma) katsayisi
(L2/T), K reaksiyon derecesi yada orani (1/T), ¢ ise ( M/L’ ) smirdaki bilinen konsantrasyon
degeridir. Sayisal degerler: ¥=0.01 cm’ /s, K=0.1 s, €=1.0 g/em’ olarak verilsin. Birinci
ve liglincii sinir sartlari i¢in u degerleri sinir kosullarindan bulundugundan GDQ i¢in denklem
sadece 2.nokta i¢in yazilmaktadir. Benzer olarak N=5 i¢in (Sekil 2b) ii¢ farkli noktada GDQ
ifadeleri yazilarak bilinmeyen 3 nokta icin deger elde edilebilir. Problemin sonlu farklar ile
¢Oziimii i¢in 5 ayrik grid noktasi i¢in sonlu fark denklemlerini yazalim. Ug ayrik nokta igin
fark denklemlerini uygulayarak, ilk ve son deger sinir kosullarindan bilindiginden fark
denklemi ikinci nokta i¢in Ax=0.5 olmak iizere yazilir (Esitlik 52).

2
\P[Lzzwa} _KU,=0 (52)
Ax
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Burada U;=0, U,=¢ oldugundan Esitlik 51 verilen siir kosullari ile birlikte Esitlik 53’de
goriildiigii gibi matris formda yazilabilir.

1 0 0 [u,] Jo

AN S S S 5 (53)
(4x)° (4)" ()|, |e

0 0 1 B

Buradan U;=0, U,=0.2220, Us=e=1 olur. Problem i¢in kesin sonu¢ yani U,=0.171 dir.
Grid noktas1 yani sonlu fark denklemleri i¢in molekiil sayis1 4 olarak alinirsa bu kez smir
sartlar1 U;=0, Us=e=1 olur. Boylece sonlu fark denklemleri U, ve U; noktalari i¢in yazilir.
Bu durumda Ax=0,333 olmaktadir. Bu durumda elde edilen degerler U,=0.094 ve U;=0.291
olur. U=0 ve Us=e=1 degerleri ise baglangi¢ kosullarindan bilinmektedir. Esit aralikli
noktalar secerek 3 ayrik nokta icin GDQ metoduyla bulunan sonuglar ve sonlu farklar metodu
ile bulunan degerler Cizelge 3°de verilmistir. Goriilecegi lizere ¢ok kiiciik grid sayisi i¢in bile
sonuclar hayli yaklagiktir. N grid sayis1 artirilarak 5 icin GDQ metodu uygulaninca elde
edilen sonug kesin deger ile aymidir.

Cizelge 3. N=3 ve N=5 grid sayilar1 i¢in hesaplanan sonugclarin yakinsamalari

X GDQ GDQ Sonlu Fark Kesin Deger
(N=3) (N=5) (N=3) (Celia vd., 1992)
0 0 0 0 0
0.5 0.176(%2.33) 0.171(%0) 0.222(%29) 0.171
1 1 1 1 1
5.4. Ornek 4

Uygulamal fizikte, diizlem elastisite teorisinde ve benzeri pek ¢cok uygulamada karsimiza
¢ikan biharmonik esitlik, Esitlik 54 yada Esitlik 55°deki gibidir.

AAF =0 (54)

4 4 4
AL S eA AL (55)

ox* ox?oy* oyt

Bu bagintinin sag tarafinin sifirdan farkli olmasina gore ¢esitli fiziksel olaylarin yonetici
denklemlerini ifade eder. Ornegin ince elastik dikddrtgen bir plagin serbest titresimine ait
yonetici baginti boyutsuz formda olarak tanimlidir (Esitlik 56).

4 4 4
ﬂ + 2k2 0 r + k4 0 F
ox* 0x*oy? oy*
Burada F titresimin boyutsuz mod fonksiyonu, 2 boyutsuz frekans olup, Q = 2 g¢* ph/D

=02F (56)

ile verilir, X=x/a ve Y=y/b boyutsuz koordinatlar, a ve b plagin x ve y dogrultusundaki
boyutlari, k=a/b plak kenarlarinin orani, 4 plak kalinlig1, p, malzeme yogunlugu, ve D plak
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egilme rijitligi olup D=EW/12(1-V/) seklinde tanimlidir. Metodun uygulanmasiyla Esitlik
57°deki baginti elde edilir.
Nx Nx Ny N}’
XDy Fi+2k* X XByByFintk® X DyFy=Q°F, (57)
k= k=1m=1 k=
1=1,2,....Ny ve j=12,....,Ny icin

Dort kenari ankastre tutulmus (C-C-C-C) plak i¢in smir kosullari olarak verilen
deplasmanlar ve donmelerin kenarlarda sifir olmasi sartindan Esitlik 58 ve Esitlik 59 yazilir.

FX0)=F(X1)=0 ve F(0,Y)=F(,Y)=0 (58)
oF oF oF oF
8-y(X,0)_a—Y(X,1)_ 0 ve 67(O,Y)—87(1,Y)— 0 (59)

DQ metodu bu sinir kosullarina uygulanirsa Esitlik 60—Esitlik 62 elde edilir.

F]J':FNJ':O ve Fj[ZFl‘NZO (60)
F]jZFNjZO ve F“:FiN:O (61)
Ny Ny
ZAlkaj: ZANkaj:O (62)
k=1 k=1

Serbest titresim problemi Esitlik 63°deki gibi tanimlanir. Bazi diizenlemeler ve matris
islemlerinden sonra bagint1 Esitlik 64°de hali alir.

bl el f
[s1-02[1)F ) =0 .

Burada [S ] = [S dd]_ [S db][S bb]_l[S bd] ve b ile d alt indisleri sinir kosullar1 ve yonetici

bagintilarindaki diferansiyel quadrature analoglarinda kullanilan grid noktalarini belirtir ve
toplam bagintidaki katkisin1 gosterir. Elde edilen ilk iki frekans Cizelge 4’de Leissa
tarafindan verilen kesin sonuglar ile birlikte sunulmustur (Leissa, 1973). Grid nokta sayisi ile
%hata miktar1 Sekil 3’de esit aralikli nokta dagilimi ve Sekil 4’de Chebyshev-Gauss-Lobatto
nokta dagilimina uygun olarak her bir frekans degeri i¢cin hesaplanmigtir. Hata orani1 Esitlik
65°de verilen bagint1 esas alinarak hesaplanir.

GDQ degeri - Kesin deger
Kesin deger

Sekilden goriilecegi iizere diigim nokta (grid) sayisi arttikca hata miktart diismekte yani
daha dogru sonuclara ulasilmakta, ancak belirli bir degerden sonra diigiim nokta sayisinin

%Hata = (

)x100 (65)
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artmasinin hassasiyet iizerine pek bir etkisi olmamaktadir. Ayrica Chebyshev-Gauss-Lobatto
nokta dagilimi i¢in hata miktar: daha keskin ve hizli bir diislis géstermektedir.

Cizelge 4. Plak serbest titresim hesabi icin analiz sonuglari

k=1.0 Q; (1.frekans) Q, (2.frekans)

GDQ (5x5) 37.85 80.02

GDQ (7x7) 37.19 78.85

GDQ (9%9) 37.01 76.42

GDQ (11x11) 36.18 74.86
GDQ (13x13) 35.87 73.75
Kesin deger (Leissa,1973) 35.99 73.41

10

—e— 1 .frekans
—— 2.frekans

% Hata

5 7 9 11 13 15
Her bir yondeki grid sayisi

ekil 3. Grid sayisina bagli olarak hata miktarinin degisimi
y g g
(Esit aralikli nokta dagilimi)

10
8 4 —eo—1.frekans
< ——2 frekans
g 61
T
L 47
2 -
0 ) ) ) ) 1
5 7 9 11 13 15

Her bir yéndeki grid sayisi

Sekil 4. Grid sayisina bagli olarak hata miktarinin degisimi
(Chebyshev-Gauss-Lobatto nokta dagilimi)

6. SONUC

Calismada genellestirilmis  diferansiyel quadrature metodu ile bazi kismi tiirevli
diferansiyel denklemler verilen sinir kosullar altinda ¢oziilmiistiir. Sonuclarin yaklasikligi,
gerektirdigi hesaplayici kapasitesi ve uygulama alaninin gesitligi dikkate alininca, metodun
son yillarda yaygin olarak kullanilmasinin nedenleri anlasilmaktadir.

Glinlimiizde, sonlu farklar ve sonlu elemanlar metotlar1 da hassas sonuclar vermekte
ancak hala yiiksek sayida grid (mesh generation) gerekmektedir. Bu ise ¢oziim i¢in gerekli
hesaplayici kapasitesi ihtiyacini ve analiz siiresini artirmaktadir. Daha az grid kullanarak daha
kisa siirede sonuca ulagma ¢abalar1 neticesinde diferansiyel quadrature metodu onerilmistir.
Bununla birlikte metot; agirlik katsayilarinin hesaplanmasindaki giigliiklerin giderilmesi ve
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kullanilan yaklasim fonksiyonlarinin bulunmasindan sonra yayginlasmis ve ancak 1987
yilinda yapt mekanigi ve akiskanlar mekanigi problemlerine basariyla uygulanmistir.
Gilintimiize kadar son on yil i¢inde plak ve kirislerin statik, dinamik ve stabilite hesabina
basariyla uygulanmig olup, metodun harmonik DQ, genellestirilmis DQ gibi farkl
versiyonlar1 gelistirilmistir. Sonlu elemanlarda segilen yaklasim fonksiyonu eleman bazinda
iken DQ metodunda tiim sistem igin gegerlidir. Ritz metodunda segilen polinom fonksiyonu
sinir kosullarini saglamalidir. Bununla birlikte DQ metodunda bdyle bir zorunluluk yoktur.
Sonlu farklar metodu problemin ¢oziimiine seriler ile yaklasim kurarken, DQ metodunda
polinom yaklasim kurulur. Bunlara ilaveten daha az grid noktasi ile daha kisa siirede ve daha
diisiik kapasitede hesaplayici ile ¢ok hassas sonuglar elde edilebilmesi metodun en belirgin
avantajidir. Yiiksek sayida diigiim noktast kullanilan problemlerde agirlik katsayilarinin
hasaplanmasindaki gii¢liikkler ise, genellestirilmis diferansiyel quadrature veya harmonik
diferansiyel quadrature metotlariin gelistirilmesiyle giderilmis olsa da bu konudaki
calismalar devam etmektedir.
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KISALTMALAR
Ny, N, =x ve y dogrultularindaki grid sayis1
Ay, By, Cy ,Dy; =Birinci,Ikinci, tigiincii ve dordiincii dereceden agirlik katsayilart
[Ai] =Agirlik katsayilar1 matrisi

Uy, Uy =u fonksiyonunun x’e gore birinci ve ikinci tiirevi
D =Plak egilme rijitligi

E =Elastisite modulii

EI =Egilme Rijitligi

M, =Egilme Momenti

\Y% =Poisson oran

a,b =Plak boyutlar1

h =Plak kalinlig1

k =a/b seklinde plak boyutlarinin orani, polinom derecesi
Ly(x) =Legendre polinomu
XY =x ve y yoniindeki boyutsuz degerler
Xi,y =x ve y yoniindeki grid aralig1 (esit grid aralig)

a; (X) ;Bj (y) =xvey dogrultularindaki Lagranj enterpolasyon polinomlari
DQ =Diferansiyel Quadrature

GDQ =Genellestirlmis Diferansiyel Quadrature

U =Titresimin boyutsuz mod fonksiyonu

Q =Boyutsuz frekans

0] =Dogal frekans

o, =Plak malzemesinin yogunlugu

¥ =Difiizyon (yayilma) katsayisi

K =Reaksiyon derecesi yada orani

£ =Sinirdaki bilinen konsantrasyon degeri



