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Gamma ve Weibull dagilimlari saghk, givenilirlik, mihendislik vb. ortak uygulama alanlarina sahip olan
dagilimlardir. Cogu zaman bu iki dagilim bir veri seti igin benzer sonug gikarimlar saglasa da (cakissa da),
veri setini en iyi modelleyecek olan dagilimin segilmesi arzulanir. Bu galismada, Gamma ya da Weibull
dagilimlarindan herhangi birinden gozlendigi varsayilan bir veri seti igin iki dagilim arasindan segim
probleminin ¢6zlimu igin Kullback-Leibler uzakliklari oran (RMKLD) yéntemi kullaniimistir. Ayrica yapilan
similasyon ¢alismalari ile kullanilan yontem farkh 6rneklem buyuklikleri ve dagihimlarin farkh
parametre degerleri igin en ¢ok olabilirlik oran testi ile karsilastirilmistir. Elde edilen bilgiler, RMKLD'nin

Gamma ve Weibull dagilimlarinin ayrimi igin kullanilabilecegini géstermektedir.

DiscriminationBetween Gamma andWeibull Distribution Based on

Kullback-LeiblerDivergence

Abstract

Gamma and Weibull are distributions having common application areas such as
reliability, lifetime, engineering, etc. Although, these two distributions provide similar

Keywords
Kullback-Leibler divergence; Maximum
likelihood Ratio test; Gamma distribution;
Weibull distribution; Probability of correct
selection

inferences for a data set (overlapping). It is desirable to be selected the distribution
which will give the best model the data set. In this study, Ratio of Kullback Leibler
divergences method (RMKLD) has been used for the solution of discrimination
between gamma and weibull distributions for any data set taken from gamma or
weibull distributions. In addition, with simulation studies, used method has been

comparised with maximum likelihood estimation method for different sample sizes
and parameter values. Information obtained indicates RMKLD test can be used for

the discrimination between the Gamma and Weibull distributions.

1. Giris

Gamma ve Weibull dagihmlari pozitif ve c¢arpik
verilerin analizi i¢in sik¢a kullanilan dagilimlardir.
Cogu zaman bu dagihmlar mihendislik, saglik,
yasam bilimleri, fen bilimleri gibi alanlardan
gozlenen bir veri setini modellemede birbirinin
yerine kullanilabilmektedir. Aslinda, bu dagilim
modelleri makul 6rneklem buyuklikleri igin bir
birine ¢ok yakin veriler igerirler. Her ne kadar bu
dagihmlar bir birlerinin yerlerine kullanilabilseler

de, model secimine bagl olarak o6zellikle kuyruk
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olasiliklari yanhs model se¢ciminden 6nemli diizeyde
etkilenmektedir. Bu nedenle, veri setinin
modellenmesi asamasinda arastirmaci tarafindan
dogru veya dogruya en yakin modelin segimi arzu
edilir.

istatistikte verilen bir veri setinin muhtemel iki
olasilik dagilimindan hangisi ile modelleneceginin
belirlenmesi problemi oldukga eski bir problemdir.
Literatlirde bu problemin Ustesinden gelebilmek
icin yapilmis ¢cok sayida calisma ve farkh yaklasim

vardir. Gamma ve Weibull dagilimlari arasindaki
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ayrim problemi Mohd Saat vd. (2008) tarafindan en
¢ok olabilirlik oran testi ve Voung testi ile
incelenmistir. Cox (1961,962), Atkinson
(1969,1970), ve Dyer (1973) bir veri setinin bilinen
iki dagihmdan hangisinden geldigini belirleme
Uzerine ¢alismalar yapmiglardir. Dumonceaux ve
Antle (1973) Log-normal ve Weibull dagilimlarini
ayirt etmek icin en c¢ok olabilirlik oran testini ele
alip kritik degerleri elde etmislerdir. Bain ve
Englehardt (1980) Weibull ve Gamma dagilimlari
icin dogru secim olasiliklarini yaptiklari similasyon
¢alismasi ile elde etmislerdir. Gupta ve Kundu
(2003) calismalarinda, Weibull ve genellestirilmis
Ustel dagihimlari ele almislar ve bu iki daglim
arasindaki ayrim problemini en cok olabilirlik oran
(2012)
Weibull ve Log-Normal dagilimlari arasindaki se¢im
Kullback-Leibler gore
incelemistir. Bromideh ve Valizadeh (2013) bir veri

yontemine gore tartismistir. Bromideh

problemini uzakligina

setinin  muhtemel iki dagilimdan hangisi ile

modelleneceginin belirlenebilmesi icin
minumumlastiriimisKullback-Lebibler uzakliklari
(RMKLD)

¢alismalarinda Gamma ve Log-Normal dagilimlarini

orani yontemini Onermis ve

ayirt etme problemini ele alip similasyon
galismasina dayali dogru secim olasiliklarini elde
etmislerdir.

Bu calismada, Gamma ve Weibull dagilimlari
arasinda ayirt etme problemi Bromideh ve
Valizadeh (2013) RMKLD
yontemi géz 6nlinde bulundurularak incelenmistir.
Kullback-Leibler

uzakhg ve RMKLD ydntemi kisaca agiklanmistir.

tarafindan Onerilen

Calismanin  ikinci  bolimiinde

Ayrica Gamma ve Weibull dagilimlar arasindaki

Kullback-Leibler  uzakhklari  elde  edilmistir.
Calismanin  Gglncli  boliminde ise RMKLD
yonteminin  performansini  literatlirde  sikca

kullanilan en ¢ok olabilirlik orani yéntemine gore
karsilastirmak istenilmistir Bu amag¢ dogrultusunda
RMKLD ve en c¢ok olabilirlik orani yontemleri igin
similasyon c¢alismasina dayali dogru seg¢im
olasiliklari verilmistir. Calismanin son bolimiinde

ise elde edilen bilgiler tartisiimistir.

2.Kullback-Leibler uzakhgi ve RMKLD

Kullback- Leibler uzakligi ilk olarak Kullback ve
Leibler (1951) tarafindan tanimlanmistir. istatistikte
Kulback-Leibler (Kullback- Leibler bilgi
kazanci, goreli entropi) bir X rasgele degiskeni igin

uzakligi

s0z konusu olabilecek f ve g gibi iki dagihm

arasindaki uzakhgin simetrik olmayan bir élgtstddr.
fve g dagilimi arasindaki Kullback-Leibler uzaklig

Dy (f]9) ile gdsterilmek tizere,

f(X)
9(X)
seklinde tanimlanir (Bromideh ve Validezah 2013).

f f (%)
D, (f =E;|In = | f(X)In—=dx (1
ke ( "g) f|: } :[O (X) a(x) (1)
Burada E;(.), f fonksiyonuna gére beklenen

degeri ifade etmektedir. (1) esitligi ile verilen
tanimdan

D (f]l9) =E¢ [In f(X)]-E; [INg(X)]

oldugu kolayca goriilebilir. Boylece Kullback-Leibler
uzakhg iki beklenen degerin farkidir. iki farkh
dagihm icin genelde

D (f]|9) = Dy (9]|f) (2)  oldugundan  Kulback-
Leibler degildir.
Dy, (f ||g)= Dy, (g” f ) olabilmesi ancak ve ancak

uzaklig bir metrik

f=g olmasi ile mumkiindir. Gamma(6.5,0.4)ve

Weibull(3,1/3) dagilimlarinin

fonksiyonlari grafikleri Sekil 1. de verilmistir. Sekil
2. de ise, bu iki Kullback-Leibler
uzakhklarinin kullanilan

olasilik  yogunluk

dagilimin
hesabinda
alanlargérilmektedir. S6z konusu olan iki dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonlarinin birbirine ¢ok
yakin olmasina Kullback-Leibler
uzakhklarinin bir birine esit olmadigi yani farkl

ragmen

oldugu Sekil 1. ve Sekil 2. den gorilmektedir.
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arasindaki Kullback-Leibler uzakliklarini veren alanlar.

Bromideh ve Valizadeh (2013) yaptiklari calisma ile
bir X
dagilimlarindan

rasgele degiskeninin muhtemel f ve g
hangisi ile modellenmesi
gerektigini belirleyebilmek igin
Ho: X ~ f(x,.)
Hy: X ~g(x,.)

hipotezini gbz o6nine almis ve (3) ile verilen

(3)

hipotezi test edebilecek; Kullback-Leibler uzakhgina
dayali bir test istatistigi olarak

RMKLD:ln{—DKL(f”g)] (4)
De(9]f)

onermistir. (4) esitligi ile verilen test istatistigi icin
bir karar kurali ise Bromideh ve Valizadeh (2013)
tarafindan

RMKLD <0ise H, hipotezi reddedilemez.
RMKLD >0ise H, hipotezi reddedililir.

olarak verilmistir.

(5)

2.1. Gamma ve Weibull dagihmlar icin Kullback-
Leibler uzakhklari

Gamma sahip bir X

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

fGA(XiO‘,ﬁ)='Ba+@l)

esitligi ile verilir. Burada «a >0 dagihmin sekil
£>0 ise

parametresidir. X, X,,..., X, Gamma dagilimindan

dagihmina rasgele

x* e :x>0(6)

parametresi dagilmin  6lgek

alinan bir 6rneklem olmak (lzere Gamma
dagihminin olabilirlik fonksiyonu
Loa (@, B %, Xn):HfGA(Xi;a!ﬁ)
7)

1Q

1 n =3
= e
L [F(a)] i1

dir.a,f sirasiyla Gamma dagihiminin bilinmeyen

a ve 3 parametrelerinin engok olabilirlik tahmin

edicilerini gdstermek Uzere, & ve f arasindaki

iliski

o

p=-t— (8
na

dir.

Weibull dagilimina sahip bir X rasgele degiskeninin
olasilik yogunluk fonksiyonu

One (X:0,1) = 2% ) x>0 (9)

esitligi ile verilir. Burada & >0 bir sekil parametresi

A>0 ise dagilimin bilinmeyen Olcek
parametresidir. ~ Varsayalim ki, X;, Xp,.0 0, X,
Weibull dagiimindan rasgele bir érneklem olsun.
Bu durumda Weibull dagiliminin  olabilirlik

fonksiyonu
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Lue (6,2 %+, X, HfWE (%:6,2)

%, (10)
/16’
0 /IHGHXB le o1

dir ve 8vel parametrelerinin encok olabilirlik

tahmin edicileri & ve A arasindaki iliski

é

n
i=1

olarak elde edilir.

A=

(11)

(4) ile verilen RMKLD testi i¢in gerekli olan Gamma
dagihminin Weibull dagilimina olan Kullback-Leibler

uzakligi
DKL(fGA”gWE):OOfGA(X)In fGA(X) dx
0 gWE (X)
=I fon (X)In( faa (X)) dx
0
—J.fGA(x)In(gWE(x))dx (12)
0
=1—a—2|nF(a)—|n9+
INT(6+a)+(a-0)y ()
olarak hesaplanir. Buradal'(.)gamma
fonksiyonunu ifade etmektedir. Ayrica
t//(a)zdi(l“(a))olup Digamma  fonksiyonu
a

olarak bilinir (Bernardo, 1976).
sekilde Weibull
dagihmina olan Kullback-Leibler uzakligi

D (9ue | feA>=T e <X)'”(%de
J‘gWE

In gWE( ))dx
_J.gWE(X) n

:—a[lna+@—lnr(l+%j—q

+In@+InT(a)+y(1)-1

Benzer dagilimindan Gamma

foa (X))dx (13)

olarak bulunur. (12) ve (13) esitliklerinde bulunan
bilinmeyen parametrelerin yerine (8) ve (11)

esitliklerinin  ¢éziiminden elde edilen encok

olabilirlik tahminleri kullanilirsa
DKL(f(x;d,/;’)Hg(x;é,i))

RMKLD =In (14)

DKL(g(x;é,i)Hf (xaﬂ))
biciminde elde edilir ve (3) ile verilen hipotez i¢in

RMKLD <0 ise veri setinin dagilimi Gamma’dir,
aksi halde Weibull dagilir olarak karar verilir.

3. Bulgular
Bu kisimda Bromideh ve Validezah (2013)
tarafindan o6nerilen ve (4) ile verilen test

istatistiginin Gamma ve Weibull dagilimlarini ayit

etme problemine uygulanmasi  durumunda

yontemin performansini, (3) ile verilen hipotezi test

edebilecek
Lea (@B
T, =In —A(A A) (15)
e (6.7)
biciminde tanimlanan engok olabilirlik orani

yontemi(GuptaveKundu, 2003) ile karsilastirmali
olarak ortaya koymak igin yapilan similasyon
Esitlik (15) de

verilen &, sirasiyla Gamma dagiliminin o ve S

¢alismalari Uzerinde durulacaktir.

parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri, é,/i

Weibull dagilimin sirasiyla & ve A1 parametrelerine

ait encok olabilirlik tahminleri, LGA(O?,,@) ve

Loe (é,ﬂ:) sirastyla (7) ve (10) esitliklerinde verilen

Gamma ve Weibull dagihmlarina ait olabilirlik
fonksiyonlarinin tahminidir.

Similasyon c¢alismasinda iki durum g6z oniine
setinin

alinmistir.  ilk durumda veri dagilimi

Gamma(a, B) olarak belirlenmistir. Gamma(c, )
dagihmindana =0.5,15 ve £=0.515 parametre
degerleri icin n =20, 40, 60, 80, 100 ve 200 birimlik
rasgele drneklemler Uretilmistir. 10000 defa tekrar
edilen similasyon calismasi ile elde edilen dogru
secim olasiliklari Tablo 1 de verilmistir.

Yontemlerin dagilim se¢im performanslari Tablo 1'e
gore incelendiginde « parametresinin 0.5 olarak
secildigi durumlarda RMKLD yodnteminin daha
Ustlin bir ayrim performansina sahip oldugu asikar
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olarak gorilmektedir. a =1oldugu durumlarda ise
her iki yontemin performanslarinda ciddi derecede
disisler gozlenmistir.¢ parametresinin 5 alindig
durumda ise  yontemlerin  dogru  se¢im
performanslarinin gézlem sayisi ile dogru orantih
olarak arttigi ve her iki yonteminde neredeyse esit

performanslara sahip olduklari gbzlenmistir.

Tablo 1. Veri Gamma dagilimindan geldiginde Kullback-
Leibler uzakhklari oranina gére (RMKLD) ve ayrica en ¢ok

olabilirlik oran yéntemine gore (Tn) dogru segim

Tablo 2. Veri Weibull dagilimindan geldiginde Kullback-
Leibler uzaklklari oranina goére (RMKLD) ve en gok
olabilirlik oran yontemine gobre (Tn) dogru segim

olasiliklari

n

Metod 20 40 60 80 100 200

RMKLD 0.6908 0.7540 0.7736 0.8204 0.8420 0.9176
n 0.6534 0.7162 0.7422 0.7882 0.8120 0.8968
4 RMKLD 0.7224 0.7958 0.8390 0.8746 0.9088 0.9684

n 0.7150 0.8016 0.8492 0.8888 0.9238 0.9788
6 RMKLD 0.7238 0.8120 0.8654 0.8966 0.9140 0.9770
n 0.7274 0.8266 0.8882 0.9162 0.9368 0.9894
RMKLD 0.6956 0.7454 0.7876 0.8168 0.8468 0.9172
Tn 0.6516 0.7152 0.7538 0.7852 0.8172 0.8974
4 RMKLD 0.7222 0.7944 0.8516 0.8772 0.9010 0.9688

Tn 0.7138 0.7968 0.8644 0.8950 0.9168 0.9780
6 RMKLD 0.7268 0.8238 0.8642 0.8928 0.9190 0.9784
Tn 0.7340 0.8366 0.8862 0.9176 0.9408 0.9896
RMKLD 0.6856 0.7494 0.7800 0.8098 0.8488 0.9174
Tn 0.6486 0.7132 0.7474 0.7790 0.8204 0.8998
4 RMKLD 0.7202 0.8066 0.8504 0.8816 0.9098 0.9704

Tn 0.7150 0.8118 0.8640 0.8960 0.9248 0.9792
6 RMKLD 0.7282 0.8034 0.8570 0.8970 0.9152 0.9810
Tn 0.7288 0.8244 0.8776 0.9228 0.9370 0.9904

15 2

olasiliklari
n
o B Metod 20 40 60 80 100 200
0.5 0.5 RMKLD 0.8060 0.8990 0.9450 0.9630 0.9820 0.9940
Tn 0.6540 0.7120 0.7450 0.7620 0.7860 0.8580
1 RMKLD 0.8330 0.9080 0.9560 0.9550 0.9740 0.9990
Tn 0.6540 0.7100 0.7330 0.7450 0.7890 0.8800
5 RMKLD 0.8280 0.9140 0.9370 0.9590 0.9680 0.9970
Tn 0.6510 0.6800 0.7340 0.7540 0.7760 0.8630
1 05 RMKLD 0.4850 0.4930 0.5030 0.4930 0.4540 0.4990
Tn 0.5060 0.5100 0.4820 0.4890 0.4780 0.5030
1 RMKLD 0.4710 0.4880 0.4630 0.5060 0.4640 0.4980
Tn 0.4930 0.4910 0.5150 0.4930 0.4890 0.5030
5 RMKLD 0.4830 0.4860 0.4710 0.4520 0.4900 0.5020
Tn 0.5030 0.4930 0.5130 0.4540 0.5000 0.4590
5 0.5 RMKLD 0.6260 0.7000 0.7780 0.8050 0.8520 0.9250
n 0.6600 0.7190 0.7940 0.8240 0.8690 0.9280
1 RMKLD 0.6090 0.7400 0.7700 0.7890 0.8440 0.9450
Tn 0.6470 0.7490 0.7860 0.8020 0.8530 0.9500
5 RMKLD 0.6080 0.7280 0.7700 0.8060 0.8420 0.9330
Tn 0.6430 0.7520 0.7930 0.8250 0.8530 0.9340
ikinci durumda ise veri setinin dagilimi

Weibull (€, 1) olarak belirlenmistir. Weibull(6, 1)
dagilimindan8=0.5,15 ve 4=0.515 parametre
degerleri icin n =20, 40, 60, 80, 100 ve 200 birimlik
alinan rasgele orneklemler ile 10000 defa tekrar
edilen similasyon ¢alismasi gergeklestirilmistir.
Ayirma yontemleri icin ile elde edilen dogru se¢im
olasiliklari Tablo 2 de verilmistir.

Tablo 2 incelendiginde A, @ parametrelerinin
kiicik degerleri ve gozlem sayisinin distk oldugu
durumlar icin RMKLD yontemi daha yiiksek dogru
secim olasiliklarina sahip olurken parametre
degerlerinin daha biylk ve gozlem sayisinin
yeterince bilylk oldugu durumlarda en ¢ok
olabilirlik oran yontemi ve RMKLD ydnteminin
yaklasik dogru secim olasiliklarina sahip olduklari

gorilmektedir.

4, Tartisma ve Sonug

Bu calismada Gamma ve Weibull dagilimlari
arasinda secim problemi RMKLD yontemine gore
ele alinmigtir. RMKLD yodntemi igin gerekli olan
Gamma(a, f) ve Weibull (6, A) dagilimlan
Kullback-Leibler

edilmistir. Farkh oOrneklem buyukltukleri ve farkh

arasindaki uzakliklari  elde
parametre degerlerine gobre vyapilan similasyon
¢alismasi sonuglarina gore veri setinin dagilimi
Gamma oldugu durumlarda parametrelerin kiguk
degerleri icin RMKLD yontemi daha iyi sonuglar
vermektedir. Diger parametre degerleri icin RMKLD
yontemi ve en c¢ok olabilirlik oran yontemi ile
benzer sonuglar Uretmistir. Dolayisiyla Gamma ve
Weibull RMKLD

istatistiginin kullanilmasi uygun gériinmektedir.

dagihmlarinin ayriminda
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