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OZET

Riemannian uzay1 gibi, iki @i¢ boyutlu biitin Euclidean koordinat sistemlerine uygulanabilecek, 1s1 iletim
denkleminin ¢6ziimil i¢in yeni bir yaklagim sunulmustur. Denklem bilesenlerine ayrilmis oldugundan dogrudan
sayisal hesaplamalarda kullanilabilir. Is1 iletim denkleminin bu formu, diizensiz sabit veya Otelenen/donen
diizlemsel bolgelerde gegici sicaklik alaninin hesaplanmasi i¢in bir yontem olusturulmasinda kullanilir. Sadece
smir egrileri ile tanimlanan diizensiz alanlarda diizlemsel aglar olusturmak igin tiiretilen yontem ayrica
tartigtlmistir.

Anahtar Kelimeler: Diizensiz, sabit, 6telenen/donen diizlemlerde 1s1 iletimi, HAD (CFD)

A NUMERICAL FORMULATION OF HEAT CONDUCTION IN IRREGULAR,
STATIC OR TRANSLATING/ROTATING, PLANAR DOMAINS

ABSTRACT

A new approach for the solution of heat conduction equation is presented, which is applicable to all coordinate
systems in two- and three-dimensional Euclidean as well as Riemannian space. The equation is in component
form and is directly applicable to the numerical computation This general form of the heat conduction equation
is then used to construct a technique for calculating the transient temperature field in irregular, static or
translating/rotating, planar domains. A method to generate planar grids in irregular domains, defined only by
their boundary curves, is also discussed.

Keywords: Heat Conduction in irregular, translating/rotating planar domains, CFD.

1. GIRIiS INTRODUCTION)

Gergek hayatta 1st iletimi problemleri kare, daire,
eliptik vs. gibi standart geometrilerden farkli diizensiz
domainlerden olusur. Bu yiizden, problemi sonlu
farklar yonetmiyle c¢ozerken, egri smirlar birgok
kiiciik diiz ¢izgilere boliniir. Hem dogruluk hem de
¢Oziim yonteminin verimi azalir. Ayrica, sinir
sartlarin1 uygulamada zorluklar ¢ikar.

Bu uygulama zorlugundan kaginmanin bir yolu,
sayisal ag dretimi teknigi (Numerical Grid
Generation-NGG) yoluyla body-fitted coordinate

kullanmaktir [1]. Bu teknigin arkasindaki temel fikir,
diizensiz bolgeyi diizenli bdlgeye doniistiirdiikten
sonra doniistiirilmiis 1s1  iletimi denklemini bu
bolgede ¢ozmektir. Temel denklemlerin doniigiimii
yorucu ve olduk¢a zor bir istir. Ancak, tansor
matematigi kullanilarak bu is kolaylikla ve sistematik
bir yontemle agilabilir. Bu makalede, konuyu cok
genel bir sekilde ele almayr saglamak i¢in NGG
teknigi tansor matematigiyle birlestirilmistir.

Miihendislik problemlerinin  sayisal ¢dzlimiinde,
hareketli ag yontemi kabul edilmis bir¢ok ¢alismada
uygulanmistir. Zamana bagli kismi diferansiyel
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denklemlerin sayisal ¢oziimi ig¢in, uyarlanabilir
hareketli ag teknigi (The adaptive moving grid
techniques) Wathen [2] tarafindan Onerilmistir. En
kiiciik kareler normunda kismi diferansiyel denklemi
¢Oziimiinlin, parcali dogrusal sonlu elemanlar
yaklagimiyla, optimal hareketli aglarin sayisal
¢Oziimiinii agiklamigtir. McCorquodale ve arkadaslari
tarafindan [3], diizensiz ¢ozliim alanlarinda irregular
domainlerde 1s1 denklemi i¢in, kartezyen ag gomiilii
smir metodu arastirtlmigtir. McCorquodale vd. [3]
hareketli smnir durumunda, Crank-Nicolson zaman
ayriklastirmanin kullanimmin tutarsiz oldugunu ve
bunun yerine, L,-kararli kapali Runge-Kutta yontemi
kulanmanin gerekli oldugunu gostermislerdir. Beckett
vd. [4] iki boyutlu Stefan problemlerinin ¢éziimii igin
hareketli  kafes sonlu elemanlar  ydntemini
incelemislerdir. Yar1 kapali Galerkin sonlu elemanlar
yontemini dogrusal temel fonksiyonlar kullanarak
entalpi denklemini ayriklastirmislardir. On  vyiizii
cikintili ve arayiizeyi degisken bir topolojiye sahip
problemler icin hareketli sonlu elemanlar yontemini
uygulamislardir. Kuvyrkin ve Titov [5], hareketli
smirlt  1s1 iletimini  ¢alismiglardir.  Cakismayan
koordinatlarin  islerliginin  gegerliligini ve ag
elemanlar tizerindeki agirlik fonksiyonlarmi sayisal
bir ornekle gostermislerdir. Gilmore ve Guceri [6],
araylizeyde Stefan sartlarinda iic boyutlu iletim
probleminin formiilasyonu i¢in uygulamslardir.
Hareketli arayiizeyi hesaplamak igin  siirekli
giincellenen ¢oziim bdlgesi tizerinde ii¢ boyutlu kafes
olusturmak igin eliptik tip ag iiretimi motodu
kullandilar. Eriyen cisimlerde, iki boyutlu ve simetrik
olmayan 1si1l tepkiyi belirlemek i¢in Chin [7]
tarafindan sonlu elemanlar yontemi gelistirilmistir.
Kismi eriyen elemanlarin &zelliklerini hesaplamak
icin genisletilmis integral motodu formiile edilmistir.

2. Is1 Transfer Analizi (Heat Transfer Analysis)

Is1 transfer analizinde, 1s1 iletim denklemi i¢in uygun
tansOér matematigi sunulmus ve 1sitma problemine
uygulamas: gosterilmistir. Sabit ve hareketli ag
sistemi i¢in sayisal ag tiretimi yapilmigtir. Makalede,
tansor analizinde kullanilan aralik ve toplama
kurallar1  kullanmilmistir.  Gosterimler su  sekilde

yapilmstir. , & — x1,77 - X" ve x > Zl,y -z
burada, (f , 77) egrisel koordinatlar ve (x, y)

kartezyen koordinatlardir.
2.1. Doniisiim Bagintilar: (Transformation Relations)

Sekil 1’de goriildiigii gibi her bir tarafi gelisigiizel
simirlanmis, kartezyen koordinat sisteminde diizensiz
bolge oldugunu kabul edelim. Bu bolge, asagidaki
doniisiimlerle £—7 koordinat sisteminde kare bolgeye
doniistiirtlebilir,
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Sekil 1. Diizensiz bolgelerin dikdortgen bolgelere
doniistiiriilmesi  (Examples of irregular regions
transforming in to regular regions).

Kutupsal ~koordinat sisteminde bir dikddrtgen,
kartezyen koordinat sisteminde dairesel bir bolgeye
dondsiir.

Denklem (1), sinirlar1 egri olan gelisigiizel bir bolge
icin genellikle bilinmez. Bununla birlikte, bir an

bildigimizi kabul edelim. Eger ¢oziim alani
Oteleniyor/doniiyor  ise  doniisim  denklemleri
asagidaki sekilde yazilabilir,
x:x(f,n,t 0<£<l

(S @

y=y(&n.1)

Bu denklemler daima x-y uzayinda orjinal bolge,
&—nuzayinda kare bolgeye doniisecektir.

2.2 Isi iletim Denklemine Uygulama (Application To
Heat Conduction Equation)

Herhangi bir koordinat sisteminde gecici rejimdeki 1s1
iletim denklemi Oklit (Euclidean) veya Reimann
(Reimannian) uzay1 ve herhangi bir boyutta bilinir,

10T
;E—V(VT) 3)

Burada, T sicaklik, t zaman ve « 1sil yayilim
katsayisidir. Ist yayilim katsayist sabit olarak
alinmistir.  Yukarida verilen denklem sayisal
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hesaplamalar i¢in kullanilamaz. Bu nedenle, denklem
bilesen formda yazilmalidir. Herhangi bir koordinat

sisteminde, Laplace (Laplacian) V.(VT ) tansor

matematigi kullanilarak belirlenir. Laplace operatorii,
Laplace-Beltrami Operatorii olarak bilinir. Ist iletim
denklemi su sekilde verilir[8],

_ i OT [k|or )
-8 ox'x’ i j)| oxt

Yukarida verilen denklemdeki semboller: g, ¢oziim

1 oT
aat

alaninda herhangi bir noktada metrik tansordiir
(kovaryant metrik tansor) ve s0yle tanimlanir[9],

aY () o v
05) \og) 09g0n 05 0n
Ox Ox

Oxox vy (&f) {ﬂ
oé&on ofon \on on

Buradaki kismi tiirevler, denklem (1) tarafindan
hesaplanir. Birlesik metrik tansor (kontvaryant metrik
tansor) su sekilde tanimlanur,

53 %5%)
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burada J = Jacobian dir.

k
{ } Bag katsayilari olarak bilinir ve su sekilde
iJ

hesaplanir[10]:

ij|] 2 Ox ox' oOx

&—n koordinatlar1 cinsinden denklem (3) su sekilde
yazilir,

1or
a ot |,

11 T 2g|z T +g22 621;
og ogon on
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Eger fiziksel ¢oziim alani oteleniyor/doniiyor ise,
yukaridaki 1s1 iletim denklemi biraz degistirilecektir.
Genellikle egrisel koordinatlarda zamanin fonksiyonu
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oldugu icin 1s1 iletim denklemi (3&4) iin sol tarafi
yazilirsa,

oT 3 oT oz'
o), . o7 ot
Burada Z' kartezyen koordinatlardir. Bu ifade

denklem (3)’te yerine yazilarak yeniden diizenlenirse,

10T

a ot

s T |k|oT | 10T o
=g =1 = |t——— (©
P ox'ox’ (i) ox a oz ot

é-n koordinat cinsinden, denklem (6) su sekilde
yazilir,
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Fakat [12],
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Son olarak Denklem (6) s6yle yazilir,
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Denklem (6) ve (7), £—n koordinatlarinda sirasiyla
duragan ve Otelenen/donen alanlarda 1s1 iletim
denkleminin son geklidir.

Yukaridaki 1s1 iletim denklemleri tiim koordinat
sistemlerinde gecerlidir. Ayrica, Euclidean uzayinin
bir alt kiimesi olan Riemannian uzaymnda da
gegerlidir.  Bunun  anlami, yukarida  verilen
denklemler, kabugun gomiilii oldugu ii¢ boyutlu
Euclidean uzayi referans verilmeksizin sadece yiizey
tizerinde tanimlanmis koordinatlar cinsinden kiiresel
kabugun yiizeyi tizerinde 1s1 iletim denklemi
kullanilabilir. Bu durumda doniisiim denklemleri,
sirasiyla, duragan ve Otelenen/donen ¢oziim alanlart
icin su sekilde yazilir,

729



Saad bin Mansoor ve Ark.

x=x(¢m) x=x(&mt) 0<&£<]
0<E<l

y=y(&n) 0<msl y=y(&nt) 0<np<l

z=y(&m) z=y(&ne) 120

Denklem (7)’deki {ax/ ot,oy/ 8;‘} tiirevleri, ag hizlar

olarak bilinir. Ag duragansa Gteleme/donme yoksa bu
tirevler  sifir  olur. Bunun  yanmnda, ag
Oteleniyor/doniiyorsa  tlirevler sifir degildir ve
Denklem (2)’den hesaplanir. Doniisiim denklemleri
olarak bilinen bu yaklagimla gelisigiizel deforme olan
ylizey i¢in 1st iletim  denkleminin tiirevi
gergeklestirilir.

2.3. Sayisal Ag Uretimi (Numerical Grid Generation-
NGG)

Daha once bahsedildigi gibi, sadece bilinen egri
sinirlar ile tanimlanmig herhangi bir diizlem bolge i¢in
doniisiim denklemleri (1 & 2) genel bilinmeyenlerdir.
Analitik ¢oziimler i¢in, bu bagintilar konformal
doniisiim teorisinden bulunabilir. Bununla birlikte,
sayisal hesaplamalar i¢in, doniisiim denklemlerini (1
& 2)’nin fonksiyon formunu bimemize gerek yoktur.
Bu denklemlerin tabular formunu bilmek yeterlidir.
Tabular form, (£—7) koordinatlar1 sabit degerleri igin,
(x-y) koordinatlarinin sayisal degerlerini verir. Bu
degerler bilgisayar hafizasinda diziler olarak
depolanir ve bu, doniisiim denklemlerimizi olusturur.
Bu dizilerden, gerekli tiirevler, metrik tansorler, iliski
katsayilar1 (the connexion coefficients) ve ag hizlar
standart sonlu farklar formiilleri yoluyla belirlenebilir.
Bu tabular formlar1 bulmak igin, duragan ¢oziim
alanlarinin  doniisim denklemlerinin ¢dziimlerinin
Laplace denklemleri oldugunu kabul edebiliriz[11].
NGG tekniginin kulanimi i¢in anahtar fikrin birisi
budur ve referans[1]’de tartisilmistir. Asagida verilen
esitlikler duragan aglarin iiretilmesi i¢in kullanilabilir,

62 02x_0
Yoz 64‘677 Ton’ Ose=l
2 2 0<p<l1
WO _ap By O
¢’ ogon " on

Burada,

R e R
n on “ocon af on’ o& o0&

Eger ag oteleniyor/doniiyor ise, doniigiim denklemleri
asagidaki  denklemlerin ¢oziimii yoluyla elde
edilebilir.
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Burada c, ve c, sabittir ve birim mertebe degerlere
sahiptir. Denklem (8 & 9) irregular domainlerin
smirlarinin bilinmesine gore, Dirichlet tipi sinir deger
problemi veya baslangi¢-sinir deger problemi olarak
ele alinir. Bunlar sonlu farklar metodu yoluyla
kolaylikla ¢oziilebilir. Bundan dolayi, yukaridaki
denklemler sayisal olarak ¢6ziilmesi sonucu, gerekli
tirevler, metrik tansorler, iliski katsayilar1 ve ag
hizlarinin belirlenmesiyle tabular formda doniisiim
denklemleri (1 & 2) elde edilebilir. Bunlar elde
edildikten sonra, gegici sicaklik alaninin sayisal
¢Oziimiinii elde edebilmek ig¢in 1s1 iletim denklemi (5
& 7)’de yerine konur.

2.4. Ornek Problem: Diizlemsel Eliptik Bir

Plakada Kararhh Durumda Sicaklik Dagilimi (Case
Study: Steady-State Temperature Distribution In A Planar
Elliptic Plate)

Sekil 2’de goriildii gibi diizlemsel metal bir plakay1
dikkate alalim. Plakanin iist eliptik tarafi 100 °C ve
kalan ti¢ sinir 0 °Cdir. Problem eliptik metal plakanin
kararli durumda sicaklik dagiliminin bulunmasidir.
Bu problem regular sonlu farklar yontemi ile
coziiliirse, Sekil 2’deki gibi bir ag bulunur. Sayisal ag
diretim teknigi kullanildiginda ise, eliptik bolge &—7
uzayinda bir kareye doniistiiriilir. Bu Sekil 3’te
goriildiigiic gibi bir ag dagilimi verir. Yonetici
denklemler, ag iiretimi igin sinir sartlart ve 1s1 iletim
denklemi asagida verilmistir.

=

I |~ x

0°C
Sekil 2. Eliptik plaka iizerinde dikdortgen 1zgara
(Rectangular grid on an elliptic plate).
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Hesaplama diizlemi

Sekil 3. x-y uzayindaki fiziksel problemin 1zgarasinin
é—n  uzayinda  dikdortgen  1zgara  yapisina

doniistiiriilmesi (Rectangular grid in the &7 space transforms
in to a body-fitted grid in the x-y space).

Ag Uretimi (Grid Generation):

Denklem (8),
o’x o0’x o0’x
a -2 + =0
aly aZy aZy 0 S 77 S

a -2 + =0
o2 P azont on

Gazi Univ. Mith. Mim. Fak. Der. Cilt 29, No 4, 727-733, 20

Saad bin Mansoor ve Ark.

Burada,
53 -5 5 )
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Siur Sartlart:

x(0,77)=0 y(O,U):2+77
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x(é’o):“cosﬁ(lz_ég) y(f,O):zsin”(l— )
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Is1 fletimi (Heat Conduction):

Denklem (5),

2. 2. 2. 1 1 1
ial :g"Lf+2g'2 oT +gzza€_ g“ +2g12 +gzz al
- o oéon on 11 12 22f Joe

a ot
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(e}

I

0, T(&1)=100

3. SAYISAL YONTEM (NUMERICAL METHOD)

Ist iletim denklemi ve ag iiretimi ¢6zmek i¢in standart
sonlu  farklar metodu  kullamlmistir.  &-7
koordinatlarina gore ikinci tiirevlerin yaklagimi igin
ikinci mertebeden merkezi farklar kullanildi. &-7
koordinatlarinda birincil tiirevler igin merkezi farklar
yaklagimi kullanildi. Bunun yaninda, 1s1 iletim
denkleminde, £-7 koordinatlarinda birincil tiirevler,
birinci mertebeden upwind yoluyla ayriklastirildi.
Cebirsel denklemleri ¢6zmek igin Gauss-Seidel
iteratif metod kullanildi. Ag iiretim denklemleri lineer
olmayan denklem sistemine sahip oldugunda, her
adimda  iteratif update metodu kullanilarak
¢Oziilmiistiir[ 12]. Bu metotta denklem (8)’deki ikincil
tirevlerin katsayilar1 Gauss-Seidel itersyonunda sabit
olarak ele almmistir ve her iterasyondan sonra
giincellenmistir. Bununla birlikte, yakinsak ¢6zim
elde etmek i¢in under-relaxation kullanilmalidir.

4. SONUCLAR VE TARTISMA (RESULTS AND
DISCUSSION)

Sekil 3 ornek problem igin ag iretimini
gostermektedir. Agnin fiziksel alanin sekline uydugu
gozlemlenebilir. Sinir sartlarinin uygulanmasi buna

kolaylikla imk&n verir. Ayrica, bu ayarlama
hassasiyetin ~ artmasmma ve problemin sayisal
731
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¢Oziimiinliin  kontroliinii saglar. Bunun 6tesinde,
sinirdaki ag nokta dagilimlariin degisimi yoluyla
fiziksel alanin belirli bir bdlgesindeki mesh lerin
konsantrasyonu miimkiindiir. Uretilen ag ortogonal
olmadigindan, tiretilen agda esneklik saglar.

Sayisal ag iretim metodu olduk¢a ¢ok yonliidiir ve
¢Oziim isleminin iyi bir sekilde kontroliine imkan
verir; bununla birlikte, bu metodun da smirlayicilar
vardir. ik smirlayict karmasik geometriler icin ¢ok
zor hatta imkansizdir. Ozellikle ii¢ boyutlu ve ¢oklu-
baglantili alanlarda dogrudur. Bunun yaninda,
hesaplama ve metrik tansorlerin  ve baglanti
katsayilarinin depolanmasi asir1 bilgisayar hafizasina
ihtiyag  duymaktadir. Diger taraftan, islemin
avantajlart vardir. Birinci avantaji, smir sartlarinin
uyum hassasiyeti ve hassasiyetin artmasidir. Buna
ilave olarak, bu metot yapisal bir ag iiretir ve yapisal
olamayan aglar i¢in gerekli olan baglanti matrisi
depolanmamaktadir. Coziim alani hareketli ise,
saysisal ag tretim metodu ¢oziim islemi i¢in ¢ok
giiclii ve tutarli bir metodoloji saglamaktadir. Farkli
zaman adimlart i¢in ag noktalar1 arasinda coziilen
degisken icin interpolasyona gerek duymamaktadir.
Bu da hassasiyeti artirmaktadir. Bunun 6tesinde,
¢ozlim iglemi sonucunda alan degisirse, ornek olarak
faz degisimi problemlerinde, sonradan semada bu
kolaylikla yerlestirilir. Yapisal agnin sonucunda,
¢oziim degiskenlerinin birinci veya ikinci mertebe
tirevlerine  bagli  degerlerin  hesaplanmasinda
hassasiyet kaybi olmamasi 6nemlidir.

3

25

TEMPERATURE °C

05

0 1 2 4 5 6

3
X-AXIS

Sekil 4. Eliptik plakada kararali durumda sicaklik

dag111m1 (Steady-state temperature distribution in an elliptic
plate).

Sekil 4, iiretilen ag kullanilarak tahmin edilen kararlt
durumda sicaklik konturlarini gésterir. Sinir sartlarina
uygun, bir taraf 100 °C oldugu goériilmekte ve diger ii¢
taraf 0 °C‘dir. Kararli durumda sicaklik dagilimi
Laplace denklemi ile hesaplanmustir. Sekil 5 Fluent
den elde edilen kararli durumdaki sicaklik
konturlarin1 goéstermektedir ve sayisal ¢oziimil verir
ve sonuglar uyum igindedir ve Fluent kodu
kullanilarak yapilan hesaplama siiresi sunulan
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calismadaki sayisal ¢oziim siiresine gore iki kat daha
uzundur[13].

3

Distance Along the Y-Axis

FLUENT Simulation Results

o 4+———1———

2
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™

P
<

=4
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T
0 1 2 3 4 5 6
Distance Along the X-Axis

Sekil 5. FLUENT vyazilimi ve gelistirilen sayisal

yontem kullanilarak elde edilen sicaklik konturlari
(Temperature contours predicted using FLUENT code and present
numerical method.)

5. SONUC (CONCLUSION)

Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢éziimii i¢in tansor
hesaplamasi tanitildi ve tanitilan metot gegici 1s1
iletiferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimii igin
tansor hesaplamasi tanitildi ve tanitilan metot gegici
1s1 iletdenklemine uygulandi. Yonetici denklemler
sayisal hesaplamalarda kolaylikla kullanilabilen
bilesen formda yazildi. Sonu¢ denklemi iki boyutlu
uzay1 igeren herhangi bir diizlemsel koordinat
sistemine uygulanabilir, {i¢ boyutlu koordinat
sistemine de kolaylikla genisletilebilir. Diizensiz
duragan diizlemsel ¢oziim alanlari i¢in denklemin
uygulamasinin miimkiin oldugu ve sayisal ag iiretim
metodunun  gelistirilebilecegi  goriilmektedir. Bu
baglamda, bu yaklasimin faydasinin gosterildigi bir
ornek sunulmustur. Is1 iletim denklemlerinin (5 & 7)
formu  Reimannian  (non-Euclidean)  uzayma
uygulanabilir, bununla birlikte kiiresel kabugun iki
boyutlu yiizey olarak dontstiiriildigine dikkat
edilmelidir.
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