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OZET: Bu calismada, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catisna gore null olmayan regle
yilizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanmis ve regle ylizeylerin sabit Gauss ve ortalama
egrilige sahip olmalari i¢in gerekli kosullar elde edilmistir. Ayrica regle yiizeylerin agilabilir ve minimal
olmasi i¢in denklemlerinin hangi formda olmasi gerektigi gosterilmistir. Buna ilaveten teget vektor alani
tarafindan tretilen sabit ortalama egrilikli null olmayan regle yiizeylerin dayanak egrisinin Bishop slant
helis oldugu tespit edilmistir.
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Non-null Ruled Surfaces with Constant Curvatures According to Bishop Frame in Minkowski 3-
space

ABSTRACT: In this study, the Gaussian and mean curvatures of non-null ruled surfaces according to
Bishop frame in 3-dimensional Minkowski space are calculated and obtained the necessary conditions
for their curvatures to be constant. Moreover, in case the ruled surfaces to be developable and minimal,
we find parametric forms. In addition, the base curve of non-null surfaces with constant mean curvares
Is specified to be Bishop slant helix.
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GIRIS

Uc boyutlu uzayda regle yiizeylerin bir dogrunun bir egri boyunca hareket ettirilmesiyle olusan
0zel yiizeyler oldugu iyi bilinmektedir. Hareket ettirilen dogruya regle yiizeylerin dogrultman dogrusu
ve bu dogrunun iizerinde hareket ettigi egriye dayanak egrisi ad1 verilmektedir. Dayanak egrisi I'(S) ve
dogrultman vektorii X(s) olan standart bir regle yiizey ¢(s,v)=I'(s)+vX(s) seklinde ifade edilir. Farkli
uzaylardaki ¢esitli catilara gére bu frma sahip regle ylizeylerin Gauss ve rtlama egrilikleri ile ilgili ¢k
sayida ¢alismalar yapilmistir. yapilmistir (Abdel-All ve ark., 2004; Ali ve ark., 2003; Orbay ve Aydemir,
2010; Onder ve Ugurlu, 2013, Yiiksel, 2013). Diger taraftan, Ahmad Tawfik Ali (2017), 3-boyutlu
Minkowski uzayinda bir I' egrisinin Frenet vektorleri t, n ve b olmak iizere regle yiizeyin dayanak
egrisini; c(s)=/(at+pn+yb)ds segerek elde edilen yiizeyin Gauss ve ortalama egriliklerinin sabit olma
kosullarini incelemistir. Ayrica, Ali ¢alismasinda sabit egrilikli regle ylizeylerin dayanak egrilerinin bazi
durumlarda diizlem egrisi baz1 durumlarda da genel helisler Imas1 gerektigini karakterize etmistir. Bir
baska deyisle sabit egrilikli regle yiizeylerin dayanak egrilerinin bazi 6zel egriler oldugu tespit edilmistir.

Genel helisler teget vektoriiniin sabit bir dgrultuyla sabit a¢1 yapma 6zelligindeki 6zel egrilerdir.
Bu egrilerin Frenet egrilikleri arasindaki oranin sabit olmasiyla karakterize edildigi iyi bilinmektedir.
Diger taraftan, Bishop ¢atisinda &; vektdriiniin sabit bir dogrultuyla sabit ag1 yapma 6zelligindeki 6zel
egri ilk kez Biikgii ve Karacan (2008) tarafindan 3-boyutlu Oklid uzayimda calisilmistir ve bu egri Bishop
slant helis olarak adlandirilmistir. Ayrica, bu egrilerin Bishop egrilikleri arasindaki oranin sabit oldugu
tespit edilmistir. Yerlikaya (2019), ilk kez 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop ¢atisina gére Bishop
slant helislerin pozisyon vektorlerinin bulunmasini igeren bir metot ortaya koymustur. Bishop slant
helislerin pozisyon vektorleri 3-boyutlu Oklid uzayinda da elde edilmistir (Yerlikaya ve Aydemir, 2020).
Dolayistyla bu ¢alismanin bir benzeri Oklid uzayinda da yapilabilir.

Bu ¢alismada ise, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir I egrisinin Bishop vektorleri t, &, Ve &, olmak

lizere regle yiizeyin dayanak egrisi c(s)= [ (at+B&, +y&,)ds secilerek sirastyla t, &, Ve &, vektorleri
tarafindan iiretilen ylizeyler bulunmus ve elde edilen yiizeylerin Gauss ve ortalama egriliklerinin sabit
olma durumu arastirilmistir. Ayrica ylizeylerin agilabilir ve minimal olmasi i¢in gerekli kosullar elde
edilmistir. Buna ilaveten, teget vektor alani tarafindan iiretilen sabit ortalama egrilikli null olmayan regle
ylizeylerin dayanak egrisinin Bishop slant helis olmasi gerektigi tespit edilmistir.

MATERYAL VE YONTEM
R?, 3-boyutlu standart reel vektdr uzay1 ve X= (X;,X,,X3) Ve Y=(y, ,yz,y3)eR3 igin,

<X, Y>=-x;y,tX,y, X3y, esitligi ile verilen 1- indeksli metrik tensdrle birlikte elde edilen uzaya 3-

boyutlu Minkowski uzay1 denir ve R‘;’ ile gosterilir (O’neill, 1983). R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda
iki vektor X=(x;,X,,x3) Ve Y=(y,,y,.y;) olmak iizere, (X2y,-X3Y,,X1Y;-X3Y,,X2¥,-X1Y,) vektoriine X ve
Y nin vektorel ¢arpimi denir (Onder ve Ugurlu, 2013).

Bir yiizeyin pozisyon vektdrii s,v€UCR? olmak iizere ¢(s,v)=(f;(s,v),5(s,v).f5(s,v)) seklindedir.
Burada f}, f, ve f; ifadeleri reel degerli koordinat fonksiyonlaridir. Yiizeyin birim normal vektorii

_ PP
o<l
ve |.ve Il. temel formun katsayilar1 sirasiyla,
E=g =(0,0,), F=g,,=(0,0,), G=g,=(¢,.0,)
1998
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ve
e=h;=(o,U), =hp=(o,U), g=hn=(e ,U)

olmak tizere M= ¢(s,v) ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla,

det(hy)  eg-f
K="= 2
det(gij) [EG-F|
ve
N Egt+Ge-2Ff
Py 1_] = _
H 2 Z { g'h; 2[EG-F?|

ij=

seklinde verilir. K=0 ise yiizeye agilabilir ve H=0 ise yiizey minimaldir, denir.

R} de s yay parametresi ile verilen bir timelike I" egrisinin her noktasinda tanimli olan Frenet gatis

{t,n,b} olmak iizere Frenet formiilleri t=kn, n'=kt+tb, b=-tn seklindedir. Burada, k¥ ve T, S
parametresinin tiirevlenebilir fonksiyonlari olup sirasiyla egrinin egrilik ve burulma fonksiynlarini ifade

eder. I timelike egrisi lizerinde bir bagka hareketli gat1, §; ve &, R} de normlari 1 birim ve £,L&, olacak
sekilde keyfi iki vektor olmak tizere {t,§,.5,} ile verilen Bishop gatisidir. Bu gatimin tiirev formiilleri,

t=k &, +k&,
&, =kt

&2 ':kzt

seklindedir.Burada k4 ve k, egrinin s parametresine gore tiirevlenebilir Bishop egrilik fonksiynlaridir.
Ayrica I' egrisinin Frenet ve Bishop catilar1 arasinda asagidaki baglantilar mevcuttur:

&,=cosbn-sin6b
&,=sinfn+costb

ve k(s)= k%+k% , 0(s)=arctan (i—z), t(s)Z%(:) (Karacan ve Biikgti, 2008).
1

Tanmim 1: F:I—»R? bir timelike egri ve §,; spacelike birim vektor alani olsun. Eger &, vektor alani uzayda

sabit bir d dogrultusuyla sabit 0 agis1 yapiyorsa I" ’ya bir timelike Bishop slant helis ad1 verilir. Burada d
vektorii Bishop slant helisin eksenidir (Biik¢ii ve Karacan, 2008).

Teorem 2: T:I—>R] sifirdan farkli k; ve k, egriliklerine sahip birim hizli timelike bir egri olsun. Bu
k
-1 = sabit (Biik¢ti ve Karacan, 2008).

takdirde I" timelike Bishop slant helistir < -
2

Teorem 3: I'(s), 3-boyutlu Minkowski uzayinda & Bishop vektor alani sabit bir spacelike

HZ(O,?I,O)ESp{eZ} dogrultusuyla sabit lorentziyen spacelike ag1 yapan ve Bishop egrilik fonksiyonlari
k;=k;(s) ve k,=k,(s)=mk;(s) olan timelike bir Bishop slant helis olsun. Bu takdirde, I" *nin pozisyon
vektor alaninin dogal gosterimi,

I'(s)= ( | cosh [ d, FV 1+m2[ ky(s) ds] ds+cy, ¢y, | sinh [ d, Fv/ 1+m2[ k,(s) ds] ds+c3)
1999
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seklindedir. Burada, c;,c,,c3 ve d; sayilar reel sabitlerdir ve ¢; u ve €, arasmdaki ag1 olmak iizere
m=tan¢ dir (Yerlikaya, 2019).

Teorem 4: T'(s), 3-boyutlu Minkowski uzayinda &, Bishop vektor alani sabit bir spacelike
u=(-sinhn,0,-coshn) € Sp{e;,e3} dogrultusuyla sabit lorentziyen spacelike ag1 yapan ve Bishop egrilik

fonksiyonlar1 k;=k; (s) ve k,=k,(s)=mk; (s) olan timelike bir Bishop slant helis olsun. Bu takdirde, I" *nin
pozisyon vektor alaninin dogal gosterimi,

I'(s)=(coshn | cosh|[d; FV1+m> Ikl(s)ds]ds+cl J sinh[d; FV1+m? Ikl(s)ds]ds+c2,
sinhn [ cosh[dl FV1+m2 | kl(s)ds]ds+c3)

seklindedir. Burada, n,c;,c,,c3 Ve d; sayilari reel sabitlerdir ve ¢; u ve €, arasindaki a¢1 olmak tizere
m=tan¢ dir (Yerlikaya, 2019).

BULGULAR VE TARTISMA

Ucg boyutlu Minkowski uzayimnda bir timelike I' egrisinin her noktasinda tamimli olan Bishop
catisnin vektor alanlart t, & ve &, olsun. a,Bvey , s parametresinin reel degerli tiirevlenebilir
fonksiyonlari olmak iizere,

o(s)=J (at+BE, +vE,) ds

egrisini tanimlayalim. Bu kisimda c(s) yi dayanak egrisi ve dogrultmanlar sirasiyla teget vektori, &,

vektorii ve &, vektorii olan regle yilizeylerin Gauss ve Ortalama egrilikleri incelenecektir.

Teget vektorii tarafindan iiretilen regle yiizeyin denklemi,

Gi:o(s,v)=c(s)+vt(s) )
seklindedir. Bu regle yiizeyin kismi tiirevleri alindiginda, birinci temel formun katsayilari,

E=<q,0>=-a’+(B+vk, ) +(y+vk,)?
G:<(PV>(PV ):<t>t):_ 1

F:<(PS,(PV>:((H+B§1+”{§2+V(k1 §1+k2§2),t) =-a
ve ikinci temel formun katsayilari;
e:<(pss’tj>
veya,
V2 (ko ko) (yk 20k kot B +Bka o y ) -yoky -vB ok +By
e:
V(BHvkD? + (y+vk,)?

(B+vky)k,-(y+vky)k, _
(B2 + (yvk,)?

g=<o,_ ,U>=(0

2000
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B (B+vk)ky-(y+vky )k,
V (BHVk )2 + (y+vk,)?

f:<(psv ’U>:

bulunur. Burada ki ve ko, I" egrisinin bishop egrilikleridir. Buradan yiizeyin Gauss egriligi

hesaplanirsa,

et (lok)?
K= EG-F2|  [(B+vk)*+(y+vk,)?]?2 @)

elde edilir. Esitlik 2. den teget vektor alanmi tarafindan {iretilen regle yiizeyin Gauss egriliginin sabit
olmasi i¢in Bk,-yk;=0 esitliginin saglanmasi gerektigi aciktir. Bu ise Gauss egriliginin sifir oldugu
anlama gelir. Bdylece asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 5: (1) G,:¢(s,v)=c(s)+vt(s) regle yiizeyi acilabilirdir & ¢(s,v)=(e+v)t+nt ds

(2) Gi:0(s,v)=c(s)+vt(s) regle yiizeyinin Gauss egriligi K sabit ise K=0 dir.

Ispat: (1) Kabul edelim ki G regle yiizeyi agilabilir yani K=0 olsun. Esitlik 2.den p= ( ? ) y dir. Bu
2

esitlikte € bir reel degerli tiirevlenebilir fonksiyon olmak tizere, y=k,e segilirse f=k;& olur. Ayrica
o=¢+n alinirsa dayanak egrisinin tiirevi,

¢ ()=(e+tn)trek § +ekok,

seklinde yazilir. Bishop ¢atisinin tiirev formiilleri goz 6niine alinarak gerekli islemler yapildiginda regle
yiizeyin dayanak egrisi,

co(s)=et+| ntds 3

elde edilir. Esitlik 3., Esitlik 1.de yerine yazilirsa, G; regle yiizeyin parametrik formu bulunmus
olur.Tersine G; regle ylizeyi ¢ parametrelendirilmesi ile verilsin. Bu takdirde gerekli islemler
yapildiginda Gauss egriliginin sifir oldugu agiktir, yani ylizey acilabilirdir.

(2) G, regle yiizeyin Gauss egriligi sabit olsun. Esitlik 2.den bu sabitligin sadece sifir ile miimkiin olacagi
aciktir.

Diger taraftan regle yiizeyin ortalama egriligi hesaplandiginda,

He Eg+Ge-2Ff v2(-kik,'tk; ko) +v(vk, "k, 'B-Bky-k ¥ )+ayk, +yB-oBk,-By
2|EG-F?| 2[(B+vk )2+ (y+vky)?]?

4

dir. Esitlik 4. de bulunan denklem, v parametresinin kuvvetlerine gore yazilirsa,

A AgtA VA,V
3
2[(BHvk )2 +(y+vky)?]2

olur. Burada, Ag=-By +vk; +a(-k;ytkoB) , A;=+yky'-ky'B-Bko-kiy
2001
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ve A,=-kik,'+k;'k, dir. Ortalama egriligin sabitligi hakkinda yorum yapabilmesi i¢in Ay, A; Ve
A, katsayilar1 incelenmelidir.

1.hal: A,=0 olsun. Bu durumda, Ay=-k k,'tk,'k,=0 esitligi diizenlenirse,

ki k o - .
(k—l) k22=0 bulunur. Buradan, k—lzm, meR dir. Teorem 2 goz Oniine alinirsa I' egrisinin, Bishop slant
2 2

helis oldugu goriiliir.

2hal: A;=0 olsun. Bu durumda A,=yk+vk,"k,B+pk,=0 ifadesi diizenlenirse, (=F) k3=0

2
bulunur. Buradan, =c,k,+my olacak sekilde bir ¢, ER reel sayis1 vardir.

3. hal: Ay=0 olsun. Bu durumda A, esitliginde yukaridaki B ifadesi yerine yazilip diizenlenirse,

Ap=c; (kzy'-kz'y-ak%)zo elde edilir. Son esitlik i¢in asagidaki gibi iki durum s6z konusudur:

Durum 1: ¢;=0 olsun. p=c, k,+my denkleminde ¢,;=0 ve t—;zm esitlikleriyerine yazilirsa, = (i—;) y elde
edilir. Ayrica, y=k,e Ve a=¢'tn segilirse yiizeyin dayanak egrisi

c(s)=¢et+] nt ds seklinde bulunur. Béylece regle yiizeyin genel denklemi,

o(s,v)=(e+v)t+ nt ds (5)
formundadir.

Kabul edelim ki Bishop slant helisin pozisyon vektorii Teorem 3 deki denklem olsun. Bu durumda,
Bishop slant helisin teget vektorii t(s)=(cosh[c],0,sinh[o]) ve o=d; FV1+m2[k, (s) ds dir. Denklem 3’iin
her iki tarafinin tiirevi alinirsa, ¢ (s)=(et) +nt elde edilir. Bu denklemde, t(s)=(cosh[c],0,sinh[c]) esitligi
yerine yazilirsa, dayanak egrisinin tiirevinin denklemi,
¢ (s)=((&(s)cosh[c]) +n(s)cosh[s],0,(e(s)sinh[o]) +n(s)sinh[oc] (6)
seklinde bulunur. Burada n(s) ve &(s) fonksiyonlar1 s degiskeninin keyfi fonksiyonlaridir.Varsayalim ki,
x(s) ve 6(s) nin keyfi tiirevlenebilir fonksiyonlari olmak {izere c(s)=(x(s),0,8(s)) olsun. Bu

durumda c'(s)= (X'(s),O,S'(s)) yazilir. Bu denklem Esitlik 6. ile birbirine esitlenir ve gerekli islemler

yapilirsa,
&(s)= \/1+_m+kl(s) {8 (s)cosh[c]-x (s)sinh[c]}

S A L. 1 VY O BIPPICIN
n(s)=cosh[oc] {2)( (s)- NiEe ( o) ) } sinh[o] {28 (s)+ N ( ) ) }

bulunur. Sonug olarak, G; regle yiizeyinin standart formu,

o(s,v)= (x(s)+vcosh [dl Fy1+m? | kl(s)ds] , 0, d(s)+vsinh [d1 Fy1+m? | kl(s)ds])
seklinde elde edilir.

Simdi Bishop slant helisin pozisyon vektorii Teorem 4 deki denklem olsun. Bu durumda; Bishop slant
helisin teget vektorii,
t(s)=( coshncosh [c], sinh [o], sinhnsinh [6]) ve o=d,FV1+m2/k,(s) dsdir. Denklem 3’iin her iki
tarafinin  tiirevi almirsa, c (s)=(et)-+nt elde edilir. Bu denklemde, t(s)=( coshncosh [c], sinh
[o], sinhnsinh [o] ) esitligi yerine yazilirsa, dayanak egrisinin tiirevinin denklemi,
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(7)

( ):< (e(s)coshncosh[o]) +n(s)coshncosh[o], (e(s)sinh[c])+n(s)sinh[c], )
ee (e(s)sinhncosh[c]) +1(s)sinhncosh[6]

seklinde bulunur. Burada n(s) ve £(s) fonksiyonlar1 s degiskeninin keyfi fonksiyonlaridir. Benzer
sekilde, x(s), u(s) ve 0(s), s mnin keyfi tlirevlenebilir fonksiyonlar1 olmak iizere

c(s)Z(x(s),u(s),S(s)) olsun. Bu durumda c'(s)= (x'(s),u'(s),éi'(s)) yazilir. Bu denklem Esitlik 7. ile

birbirine esitlenir ve gerekli islemler yapilirsa,

g(s)= \/1+_m+k1(s) { 1 (s)cosh[o]+sinh[6] (SV(S)sinhn-x'(s)coshn)}

n(s)=2(coshncosh[c]y'(s)-sinhncosh[oc] § (s)-sinh[o] w(s))

! u'(S)> . <6’(s)> . X©) .
- cosh|[c]+sinhn sinh[c]-coshn | —— | sinh[c
\/—Hmz{(kl(s) o () Sl
seklinde bulunur. Boylece Esitlik 1.den, G, regle yiizeyinin denklemi,

o(s,v)= (X(s)+vcoshncosh [dlixl 1+m? | kl(s)ds] , W(s)*+vsinh [dl FV1+m? | kl(s)ds] ,
d(s)+vsinhncosh [dl Fy/1+m? | kl(s)ds])

elde edilir.

Durum 2: kzy'-kz'y-akizo olsun. Bu durumda, QZ%Z(%) bulunur. Buradan regle yiizeyin
2 2

dayanak egrisi, c(s)=klt+clf k,E,ds seklinde elde edilir. Diger taraftan y=k,¢, Esitlik 5. te yerine
2
yazilirsa G; regle yiizeyi, ¢(s,v)=(e+v)t+c; (I kzds)§ . formunu alir. Ayrica,

AO“I‘A] V+A2V2
[(B+vk)2+(y+vk,)?]32

H—A—
"B 2

olmak tizere, H nin sabit olmasi igin,

A’-H’B*=0

veya A ve B esitlikleri yerine yazilarak,
APHPB2=(Ag A vHALV2)? - 4H2[(BHvk ) 2+ (y+vks)2) 2] = 0

ve sonug olarak 4H? (k%+k§)320 olmas1 gerektigi aciktir. Diger taraftan Bishop catisinda

k;,k,#0 oldugundan H=0 bulunur.Boylece asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 6: (1) G:o(s,v)=c(s)+vt(s) regle yiizeyi minimaldire T Bishop slant helistir ve regle yiizeyin
denklemi @(s,v)=(e+v)t+ [ nt ds veya o(s,v)=(c+v)t+c; (f kzds)é | formundadir.

(2) Gi:0(s,v)=c(s)+vt(s) regle yiizeyinin ortalama egriligi H sabit ise H=0 dir.

Ornek 1: Ug boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir F(s)=(2s,cos(s),-sin(s)) olsun. Bu egrinin
teget vektort,

i« )=(i cos(s) -sin(s))
T\ B

seklindedir. Eger e=s ve n=V3 segilirse, G, timelike regle yiizeyin parametrik denklemi,
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d(s,v)= <% (2\/§+s+cos(s)) +% , sin(s) +VC0\/S§(S) - (S+V\)/§in(s)

+cos(s)>

elde edilir ve bu yiizeyin grafigi Sekil 1. de verilmistir.

1

Sekil 1. K=0, H=

le+v|

Simdi, dayanak egrisi c(s)=/ (at+[3§1+y§2) ds olan ve &, vektor alani tarafindan iiretilen regle yiizey
i¢in benzer islemleri yapalim. Bu yilizey Gy:¢(s,v)=c(s)+v§, (s) formundadir. Buradan yiizeyin kismi
tiirevleri alinirsa, I. ve II. temel formun katsayilari,

E=<q,.¢>-(a+vk,)+p>+y?
G=<¢,,0,)=(&,.5)=+1
F=<¢,0 >=(t(a-vk )+BE,+E,.5,)=P
VA (ITko )42 (KTko vk 20k kot y HyoHyBky + ko-a ko -0y
yt-(a-vk;)E, =0

A/ y2+(oc-vk1 )2

yt-(a-vk;)E, _ kyy
VPH(ovk )2y (a-vk)?
seklinde elde edilir. Bulunan katsayilar yardimiyla regle yiizeyin Gauss egriligi,
_ et kY
CEG-FY| [y2+(0-vk)?]?2
seklinde bulunur. Gauss egriliginin sabit olmasi i¢in, k; 2y2=0 olmalidir. Diger taraftan Bishop catisi
icin k;#0 oldugundan y=0 olur. c(s)=/ (oct+[3§1+y§2) ds denkleminde esitligin her iki tarafinin tiirevi

g=<o_,U>=(0,

f:<(PSV7U>:('k1 t,

alinirsa, c'(s)=at+[3§1+y§2 olur. Bu denklemde y=0 esitligi yerine yazilirsa; c'(s)=oct+[3EJl bulunur. Elde
edilen denklemde a ve B tiirevlenebilir fonksiyonlar: a=-k;& ve p=-¢tn seklinde segilirse ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa c'(s)Z-klst-aElm&l elde edilir. Buradan Bishop tiirev formiilleri kullanilirsa
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c'(s)=-(§1 8)|+n§1 seklinde yazilabilir. Her iki tarafin integrali alursa &, vektdrii tarafindan tiretilen regle
yiizeyin dayanak egrisi, c(s)=-§, e+ n&,ds ve regle yiizeyin denklemi (p(s,V)Z(-erV)é‘;lJrfné‘;l ds formunu

alir.

Teorem 7: (1) Gio(s,v)=c(s)+v& (s) regle yiizeyi agilabilirdir & G, regle yiizeyi,
o(s,v)=(etv)§, + n&,ds formundadir.

(2) Gp:o(s,v)=c(s)+vE, (s) regle yiizeyinin Gauss egriligi K sabit ise K=0 dur.
Regle yiizeyin ortalama egriligi hesaplandiginda,

L YO BRI kgol ety (okiky ki vk )4 (kika)
207+ (o ]2
elde edilir ve bulunan son ifade v parametresinin kuvvetleri seklinde diizenlenirse, Ay=-ya -Bk,y+y*k,-
ka2 +ya, A =yk;'-2kk,a-y'k; ve A,=k;’k, olur,
Ortalama egriligin sabit olmasi i¢in Ay, A; ve A, katsayilari incelenmelidir. A,=0 ise k12k2:0 oldugu

goriiliir. Fakat Bishop c¢atisinda, k;#0 ve k,#0 oldugundan A, katsayisi sifir olamaz. Bu durumda
ortalama egriligin sabitliginden bahsedilemez.

Sonug 8: &, vektoril tarafindan iiretilen timelike regle yiizeyler minimal degildir.

Son olarak, dayanak egrisi c(s)=[ (at+[3§1+y§2) ds olan ve &, vektor alani tarafindan iretilen regle
yiizey i¢in benzer iglemleri yapalim. Bu yiizey G=¢(s,v)=c(s)+vE,(s) formundadir. Verilen regle
ylizeyin kismi tiirevleri alinarak, |. ve Il. temel formun katsayilari,

E=<0_,¢ >-(a+vk, )2 +p+y>
G=<¢,,0,)=(&,.5)=+1
F=<q_,¢ >(t(ot+vk,)+BE +vE,.8, )=y
v2 (ki ky® )+v(-Blo +20k ky+ko B )-Bor Bk -Brks +alk, +af

e=<(pss,U>=
’ B2+((X+Vk1 )2
g=<(pW,U>:<()’ w y=0
’ BA+(a+vk,)
<o, Us=(+kot, pt+(atvk;)E, - Pk, )

JB2+(a+Vk1)2 \/BZ+((1+V1<1)2

seklinde elde edilir. Bulunan katsayilar kullanilarak regle yiizeyin Gauss egriligi,
_eef kB
|EG-F’|

3
(B*+(avk))?)?
seklinde bulunur. Gauss egriliginin sabit olmasi i¢in k22[32=0(k2;é0) yani f=0 olmalidir.
c(s)=] (at+[3<’;1+y§2) ds denkleminde esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa, c'(s)zat+[3<§1+y§2 olur. Bu
denklemde B=0 esitligi yerine yazilirsa; c'(s)=at+yE, bulunur. Elde edilen denklemde o ve y
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tiirevlenebilir fonksiyonlart a=-k,& ve y=-¢'tn seklinde segilirse ve c'(s)=at+yE, denkleminde yerine
yazilirsa, c'(s)=-kyet+(-¢tn)&, elde edilir. Gerekli diizenlemeler ile ¢'(s)=-k,et-¢'€,tmE, denklemi
bulunur. Buradan Bishop tiirev formiilleri kullamilirsa, denklem c'(s)=-(§,&)*n&, seklinde yazilabilir.
Her iki taraftan integral alindiginda &, vektori tarafindan Uretilen regle ylizeyin dayanak egrisi c(s)=-

&28+fn§ »ds ve regle yiizeyin denklemi (p(s,v)=(-s+v)§2+fn§2ds seklinde bulunur.

Teorem 9: (1) G:¢(s,v)=c(s)+v&,(s) regle yiizeyi agilabilirdir & G regle yiizeyi,
(p(s,v)=(8+v)§2+fnf;2ds formundadir.

(2) G0 (s,v)=c(s)+vE,(s) regle yiizeyinin gauss egriligi K sabit ise K=0 dir.
Regle yiizeyin ortalama egriligi hesaplandiginda,

u BBk +Byky ok, +af +v(-Bky 20k, ky+k, B )+ (kTks)
- 372

2([32+(0L+Vk1)2)
elde edilir ve bu ifade v parametresinin kuvvetleri seklinde diizenlenirse; Aoz-Ba'-B2k1+Byk2+a2k1+aﬁ',
A1=—Bk2'+2ak1k2+k2[3' ve A2=k12k2 bulunur. Ortalama egriligin sabit olmasi icin A,, A; ve A,
katsayilar1 incelenmelidir. A,=0 ise k;%k,=0 olmasi gerekir. Fakat Bishop c¢atisinda k;#0 ve

k,7#0 oldugundan A, katsayis1 sifir olamaz. Bu durumda ortalama egriligin sabitliginden bahsedilemez.
Dolaysiyla &, vektorii tarafindan iiretilen timelike regle ylizeyler minimal degildir.

Sonug 10: &, vektorii tarafindan iiretilen timelike regle yiizeyler minimal degildir.

Ornek 2: 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir egri F(s)Z(sinh\/g s,coshv/5s,2s) olsun. Bu
egrinin &, (s) vektort,

:< cos(2V5s)sinh(+/5s)-2sin(2V5s)cosh(V5s), )
2 oS (2\/3 s) cosh(\/g s) -25in(2\/§ s) cosh(v/5s),-V/5 sin(Z\/g s)

seklindedir. Eger e=s ve n=1 secilirse, §,(s) vektori tarafindan tiretilen , G, timelike regle yiizeyin

parametrik denklemi,

cos(2\/§ s)cosh(x/g s)

V5
cos(2\/§ s) sinh(v/3s)

V5

(s+v)(-sin(2V/5s)sinh(v/5s)+2cos(2v/5s)cosh(v/5s) )+

O(SV)=| (s+v)(-sin(2v/3s)cosh(v3s)+2c0s(2V53s)sinh(V3s)) +
(s+v)(V/5c0s(2V/55)- % sin(2v/5s))

elde edilir ve bu yiizeyin grafigi Sekil 2. de verilmistir.
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Sekil 2
Ayrica I egrisinin &, (s) vektori,
_ ( -sin(2v/5s)sinh(V/5s)-2cos(2v/5s ) cosh(v/5s),
5, (8) -sin(2v/5s)cosh(v/5s)+2cos(2v/5s ) cosh(v/5s),-v5cos(2V5s)

seklindedir. Eger e=s ve n=1 segilirse, &,(s) vektori tarafindan tiretilen , Ge, timelike regle yiizeyin

parametrik denklemi,

—sin(2\/§ s) cosh(+/5s) \
NG )

| . . |
o(s.v)= L (s+V)(sin(2V5s)cosh(v/5s)+2cos(2V/5s)sinh(v5s)) + -sm(2x/§f/)§smh(\/§s) , )I

/ (s+v)(-sin(2v/5s)sinh(v/5s)+2cos(2v5s)cosh(v/5s)) +

(s+v)(v/5cos(2v/5s)+ % sin(-2v/5s))

elde edilir ve bu yiizeyin grafigi Sekil 3. de verilmistir.

Sekil 3.

Not: U¢ boyutlu Minkowski uzayinda Bishop vektdr alanlart t,E, ve &, olan spacelike T egrisi igin,

benzer sonuglar elde edilir.
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SONUC

Bu calismada, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catisina gore null olmayan regle yiizeylerin
Gauss ve ortalama egriliklerinin sabitligi incelendi. Teget vektor alani tarafindan tiretilen sabit egrilikli

regle ylizeylerin ¢(s,v)=(e+v)t+Mtds formuna sahip oldugu belirlendi. Ayrica, bu regle yiizeylerin
Gauss egriliginin sabit olmasmin sadece Gauss egriliginin sifir olmasi ile miimkiin oldugu yani
yiizeylerin agilabilir oldugu ispatlandi. Yine bu regle yilizeylerin minimal olmasi i¢in [" egrisinin Bishop
slant helis ve regle yiizeyin denkleminin @(s,v)=(e+v) t+/ntds formunda olmast gerektigi goriilda.
Diger taraftan &, ve &, vektorleri tarafindan iiretilen sabit egrilikli regle yiizeylerin denkleminin

(P(SaV):(SJFV)ﬁiHﬂQdS formuna sahip oldugu ve bu regle yiizeylerin Gauss egriliginin sabit olmasinin
sadece Gauss egriliginin sifir olmasi ile miimkiin oldugu bir baska deyisle bu yilizeylerin agilabilir oldugu

ispatlandi. Ayrica §; Ve &, vektorleri tarafindan iiretilen null olmayan regle yiizeylerin minimal
olamayacagi goriildii.
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