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Oz

Bu calismada w, Beurling-Domar (kisaca BD.) kosulunu saglayan bir Beurling agirlik fonksiyonu olmak tizere
A, (p, 9)(G) uzaymn (Cigler,1969) tarafindan tanimlanan bir S,,(G) uzay1 oldugu ve girisim islemine gore soyut Segal
cebiri oldugu gosterildi. (Blozinski,1972) calismasindan yararlanilarak A,,(p,q)(G) uzaymin idealleri ve regiiler
maksimal idealleri arastirildi.

Anahtar Kelimeler: Banach Cebiri, Girisim Islemi, Fourier Doniisiimii, Karakter Grubu.

Ideals Of A,,(p,q)(G) Banach Algebra

Abstract

In this study, w is a Beurling weight function that provides the Beurling-Domar (briefly BD.) Condition.
It was shown that A,,(p,q)(G) space is an S,,(G) space defined by (Cigler, 1969) and is an abstract Segal algebra
according to the interference process. (Blozinski,1972), the ideal and regular maximals ideals of A,,(p, q)(G) space were
investigated.
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1. Giris

(Burnham,1972) adli makalesinde Banach cebirleri i¢in Soyut Segal cebiri tanim1 vererek bu
cebirler i¢in kapali ideal ve regiiler maksimal ideal uzaylarmi arastirmistir. Biz bu c¢alismada w,
Beurling agirlik fonksiyonu olmak tizere bir A, (p, q)(G) uzay:1 tanimlayip ve bu uzayi bir norm ile
donatip bu norma ve girisim islemine gore bu uzayin Banach cebiri oldugunu gosterip
(Burnham,1972) ¢aligmasindan yararlanarak bu uzaym kapali idealleri ve regiiler maksimal ideal
uzaylarini arastirdik.

Simdi makalede kullanilacak 6nemli tanim ve teoremleri verelim.

1.1.Tanim: X topolojik uzayr iizerinde tanimli ve karmasik degerli bir f fonksiyonu
verildiginde {x € X|f(x) # 0} kiimesinin kapamigina f fonksiyonunun destegi denir ve suppf ile
gosterilir.
1.2.Tanim: G lokal kompakt Abel grubu (B, || ||z) de G iizerinde tanimli fonksiyonlarin bir Banach
uzayi olsun. Her f € B ve x,y€G icin Lyf(y)=f(x-y) seklinde tanimlanmus L, f fonksiyonuicin L,.f €
B kosulunu sagliyorsa B uzayina 6telemeler altinda invaryanttir denir. Yine ||L,f|lz = ||f|lz kosulu
saglantyorsa bu takdirde (B, ||.||z) Banach uzayma o6telemeler altinda kuvvetli invaryanttir denir
(Feichtinger ve Giirkanli, 1990).

Bu makalede bir G lokal kompakt Abel grubunun G (veya T') ile gésterilen karakter grubu
(dual grup) sik sik kullanilacaktir. Simdi bu tanimi verelim.
1.3.Tanmmm: vy, bir G local kompakt Abel grubu Uzerinde taniml, karmasik degerli bir fonksiyon
olsun. Eger her xeG icin |y(x)| = 1 ve her X,yeG,icin y(x + y) = y(x).y(y) kosullar1 saglaniyorsa
bu takdirde y ya G grubunun bir karakteri denir. G nin biitiin siirekli karakterlerinin kiimesini G (veya

I) ile gosterelim. Bu G kiimesi her x € G ve her y4,y, € Gigin

(y1 +v2) () = y1(0)y2(x)

islemine gore bir grup olusturur.Bu gruba G nin karakter grubu (veya dual grup) denir (Rudin,1960).
1.4.Tanim: G lokal kompakt Abel grubu olsun. her x,yeG,icin |y(x)| # 0 ve y(x+ty)=y(x).y(y)
kosullarim1 saglayan G flizerinde tanimli, karmasik degerli ve stirekli her y fonksiyonuna G nin
genellestirilmis karakteri denir (Wang,1977).

Yine G nin her karakterinin genellestirilmis karakter oldugu agiktir.
1.5.Tammm: G local kompakt Abel grubu olmak (izere G iizerinde tanimli, karmasik degerli f ve g

Borel 6l¢iilebilir fonksiyonlari verilsin.
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Jo If (=g (ldy <

kosulunu saglayan f ve g fonksiyonlar1 i¢in girisim islemi f*g simgesi ile gosterilir ve

(f*9) = [, fx=yg»)dy

bi¢iminde tanimlanir (Rudin,1960).

Simdi makalede ¢ok fazla kullanacagimiz agirlik fonksiyonu (Beurling’in) ve agirlikli uzay
tanimlarin1 verelim.
1.6.Tamm: G lokal kompakt Abel grubu olmak iizere G iizerinde tanimli, reel degerli bir w
fonksiyonu asagidaki kosullari sagliyorsa bu w fonksiyonuna bir agirlik fonsiyonu (veya Beurling
agirlik fonksiyonu) denir (Reiter,1968).
()Herx eGicinw(x) =1
(i) Her x,y € G icin w(x + y) < w(x)w(y)
(iii) w fonksiyonu 6lc¢tlebilir ve lokal sinirlidir (yani G nin her kompakt alt kiimesinde sinirl).

Yine w, agirlik fonksiyonu olmak iizere bir ||. ||, fonksiyonunu

1l = j F OO lw(x) dx
G

biciminde tanimliyalim. Bu takdirde [[f]|;,, < o olacak sekildeki f fonksiyonlarmm denklik
siifindan olusan kiime LY, (G) ile gosterilir. Bu kiime ||. ||, ,,normuna ve girisim islemine gore bir
Banach cebiridir. Bu cebir Beurling cebiri olarak bilinir (Reiter,1968).

Ayrica w, agirlik fonksiyonu olmak Gzere her x€G i¢in

Z n~2log(w(nx)) < o

nz1

kosulu saglanirsa w agirlik fonksiyonu Beurling-Domar (kisaca BD) kosulunu sagliyor denir.
1.7.Tanm: G local kompakt Abel grubu ve G de onun dual grubu olsun. Herhangi bir f € L'(G)

fonksiyonunun fourier déniistimii £ ile gésterilir ve y € G olmak lizere

Fo) = f FEOT) dx
G
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seklinde tanimlanir (Rudin,1960).

Eger w agirlik fonksiyonu (BD) kosulunu sagliyorsa bu takdirde L,(G) uzayinm Fourier
doniisiimii kompakt destekli elemanlarmm kiimesinin L, (G) uzayinda heryerde yogun oldugu
biliniyor (Domar,1956).
1.8.Tammm: G lokal kompakt Abel grubu ve u de onun zerinde bir Haar 6lctimi olsun. Yine f, G
lizerinde tanimli, Slgiilebilir ve karmasik degerli bir fonksiyon olmak {izere her y > 0 i¢in A¢(y) =
u{x € G||f(x)| > y} bigiminde tanimlanan A fonksiyonuna dagilim (distrubition) fonksiyonu denir.
Her t > 0 olmak tizere f*(t) = sup{y > 0|A;(y) >t} seklinde tanimlanan f* fonksiyonuna f
fonksiyonunun rearrangementi denir. Yine her t > 0 igin

) = %fotf*(x) dx Dbigiminde tanimlanan f** fonksiyonuna ise f fonksiyonunun ortalama

fonksiyonu denir (Hunt,1966).
1.9.Tamim: G lokal kompakt Abel grubu u de onun tizerinde bir Haar 6l¢imu olsun. f, G (izerinde

tanimli, karmagik degerli ve olgtilebilirbir fonksiyon olmak iizere bir ||. ”?p.q) fonksiyonunu

1

-~

® q
q_
. _ 2] 7 [ ()] 7dp() ,0<p,qg<o
”f”(p,q) - pO
1
o tP fX (1) ,0<p<o, g=o

bigiminde tamimliyalim. Bu takdirde ||f||(, ) < % olacak sekildeki f fonksiyonlarmim denklik
sinifinin meydana getirdigi kiime L(p,q) ile gosterilir ve Lorentz uzayr olarak adlandirilir
(Hunt,1966).

Ayrica bu L(p,q) uzaymin LP (G) uzaylari ile de iligkisi vardir. Eger p = q olarak alinirsa,

1
1 lipe = (J; IF@IP du@))” = lIfll, olup L(p,p)(6) = LP(G) elde edilir (Halmos,1950). Bu
ise bilinen LP(G) Lebesgue uzayidir. L(p,q)(G) uzayinda

1

q ™ E—1 )5
= tr *(®)]9du(t ,0<p,qg< )
<P J 0 @ du® prq = seklinde tanimlanan

”f”(p,q) =

1

ts0 t? £ () 0<p<c, g=co
lfllp,q) fonksiyonunun bir norm oldugu ve bu norma gére L(p,q)(G) uzayimn bir Banach uzayi

oldugu biliniyor (Hunt,1966). Yine |[|. ”?p.q) ve ||.ll,q fonksiyonlar: arasinda ise
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.. % D % e g
1<p<om,1=<q<owolmakizere [fllpq < Ifllpg < —y IfIlp,q) esitsizligi vardir

(Hunt,1966),(Chen ve Lai,1975).

2. Materyal ve Metod

2.1.Tammm: G lokal kompakt Abel grubu , S(G) kiimesi de L!(G) uzaymin asagidaki kosullar
saglayan bir alt cebiri olsun. Bu takdirde S(G) uzayina Segal cebiri denir (Reiter,1968).

(i) S(G), L*(G) uzayinda heryerde yogun ve dtelemeler altinda invaryanttir. Yani herhangi

feS(G)vea€eGiginL,f € S(G)olur,

(if) S(G) uzayi ||. ||s normuna ve girisim islemine gére Banach cebiridir.

(iii) Herhangi f € S(G) ve a € G icin [|L,fls = |If |l esitligi vardir.

(iv) Herhangi f € S(G) ve € > 0 sayis1 verildiginde her y € U igin ||Lyf — f||s <e€
olacak sekilde birimin bir U komsulugu vardir.

Simdi de tanimlamis oldugumuz A4,, (p, ) (G) uzaynn ideallerini incelerken kullanacagimiz
bazi tanim ve teoremleri verelim.
2.2.Tammm: A bir cebir I da A’nin bir alt vektor uzay: olsun. Her xeA icin xI C I (I x CI) oluyorsa
I’ya A’nin bir sol(sag) ideali denir. Eger I hem sol hemde sag ideal ise buna iki tarafli ideal denir.
Yine | C A ideali I # A kosulunu agliyorsa I’ya A’nin bir has ideali denir. I, A’nin bir has ideali
olsun. I C J olacak sekilde A’nin bir J sol (sag veya iki tarafl) ideali oldugunda
I=1J veya ] = A oluyorsa bu takdirde I’ya A’nin maksimal ideali denir. Yine her x € A i¢in xu —
x € I (ux — x € 1) olacak sekilde bir U € A varsa bu takdirde I idealine A’nin bir regiiler maksimal
ideal uzay1 denir (Larsen,1973).

A degismeli bir Banach cebiri olsun. A(A) ile A’da ki M regiler maksimal ideallerinin
kiimesini gosterelim. Bu takdirde A(A) ya A’nin regiiler maksimal ideal uzay1 denir (Larsen,1973).
2.3.Tammm: (B, ||.||g) bir normlu uzay ve (4, ||.|l4) bir Banach cebiri olsun. : (B, |l.|lg) normlu
uzayina asagidaki kosullar1 saglarsa (4, ||. || ,) Banach cebirine gére soyut Segal cebiri denir (Chen
ve Lai,1975).

(i) B, A’nin heryerde yogun ideali ve ||. ||z normuna gore Banach cebiridir.

(it) Her f € Bicin ||f||l4 < M||f ]|z olacak sekilde bir M > 0 sayisi vardir.

(iii) Her f,g € Bigin ||fgllg < cllfll4llglls olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 vardir.

2.4.Teorem: B, A Banach cebirine gore P(r,1) 6zelligini saglayan bir soyut Segal cebiri olsun. Bu
takdirde asagidaki 6zellikler saglanir.

(i) EgerJ, A’da kapali bir ideal ise bu takdirde ] N B de B’de kapali bir idealdir.
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(i) Eger I, B’de kapali bir ideal ise bu takdirde I kiimesi de (Burada ki kapanis A uzaymdaki
topolojiye goredir) A’da kapali olup I = I N B esitligi vardir (Burnham,1972).
2.5.Tamim: A degismeli bir Banach cebiri ve A(A) da onun regiiler maksimal ideal uzayini gostersin.
Her x € A eleman1 A(A) tizerinde tanimli

£(h) = h(x) , (he A)
esitligi ile verilen bir verilen bir X fonksiyonu tanimlar. Boylece X fonksiyonu A(A) tizerinde tanimli,
karmagik degerli ve siirekli bir fonksiyondur. Ayrica X fonksiyonu A(A) iizerinde tanimly, siirekli ve

sonsuzda sifir olan fonksiyonlarin uzayi C, (A (A)) ya aittir. Bunun sonucu eger
A= (X|x € 4)

denirse A C Co(A(A)) olur. Yine x - £ doniisimi A’dan A uzayma bir homomorfizmdir. Bu £
fonksiyonuna x in Gelfand doniisiimii denir (Rudin,1960).
2.6.Teorem(Gelfand Teoremi): A degismeli bir Banach cebiri olsun. Bu takdirde her A degismeli

bir Banach cebiri olsun. Bu takdirde her x € A icin
. 1 o
lim||x™[[n = [|%]]o
n

esitligi vardir. Burada ||X||,, normu t € A(A) olmak Uzere

£l = (e 8120

bigciminde tanimlidir (Larsen,1973).
2.7. Tammm: A degismeli bir Banach cebiri olsun.Eger A iizerindeki Gelfand doniisiimii birebir ise bu
takdirde A cebirine yari-basit (semisimple)denir.

Yine biliniyor ki bu degismeli A Banach cebirinin yari-basit olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul her x € A i¢in ||X]|,, = 0 oldugunda x = 0 olmasidir (Larsen,1973).

Simdi ifade edecegimiz teorem A, (p, q)(G) uzayinin maksimal ideal uzaymi bulmak igin
bize gerekli olacaktir.
2.8.Teorem: B, A degismeli Banach cebiri lizerinde bir soyut Segal cebiri olsun. Bu zaman asagidaki
ozellikler saglanir.
(i) B’nin regiiler maksimal ideal uzay1 A’nin regiiler maksimal ideal uzayina homeomorftur.
(if) B’nin yari-basit olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A’nin yari-basit olmasidir (Burnham,1972).

(Cigler,1969) tarafindan bir S, = S, (G) uzayi su sekilde tanimlandi.
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2.9.Tammm: G lokal kompakt Abel grubu olmak tizere S,, = S, (G) uzay1 L}, (G) uzaymm asagidaki
kosullar1 saglayan bir alt cebiri olsun.
(i) S, LL,(G)uzayinda heryerde yogundur.

(ii) Sy uzay1 ||. |5, normuna gére bir Banach cebiri olup 6telemeler altinda invaryanttir.
(iii) Herhangi f € S, ve y € G i¢in ||Lyf||sW <wIIflls, esitsizligi saglanir.
(iv) Herhangi f € S,, ve € > 0 sayisinakarsilik hery € U igin ||Lyf — f||sW < ¢ esitsizligi

saglanir.

(v) Herhangi f €S, icin |[fllyw < lIflls, esitsizligi vardir.

3. Bulgular ve Tartisma

3.1.Tamm: Bir A, (p,q)(G) kimesini 1 < p,q < oo olmak lizere
A, (p,9)(G) = {f € L}A,(G)|f € L(p, q)(F)} seklinde tanimliyalim.

3.2.0nerme: A,,(p,q)(G) uzay karmasik sayilar cismi iizerinde vektor uzayidir.

Simdi bu vektor uzayi tizerine f € A, (p, q)(G) olmak lzere

£y = F e + (170,

fonksiyonu tanimliyallm. Bu fonksiyon iki normun toplami oldugundan bir norm  olup
(A (P, @) (G), |I-11a,,) bir normlu uzay olur.

3.3.0nerme: 4,,(p, ) (G) uzay1 ||. || 4,, hormuna gére bir Banach uzayidir.

Ispat: A, (p,q)(G) normlu uzaymnda herhangi bir (f,),ey Cauchy dizisi verilsin. Cauchy dizisi

tanim1 geregince herhangi &> 0 sayisi verildiginde her m,n=n, icin ||f, — finlla, =

lfn — finllow + || £ — fm” o) <€ olacak sekilde bir ny €N  sayist vardir. Buradan

I — fnllow <& ve ||fu— fm||(p o < & bulunur. Buiise (f)ney dizisinin LL(G) ve (f)

dizisinin de L(p,q)(I') uzayinda Cauchy dizisi oldugunu gosterir. L, (G) ve L(p,q)(T") uzaylar
Banach uzay1 olduklarindan (f;,),ey dizisi LL,(G) nin bir f € LL,(G) ve L(p,q)(T") nin bir g €

nenN

L(p, q)(I') elemanina yakinsar. Boylece verilen herhangi & > 0 sayisi i¢in her n > n,; oldugunda

Ifo = Fllow <3 D

olacak sekilde n,; € N sayisi ve her n >n, oldugunda
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=gl =3

vq) —

olacak sekilde bir n, € N sayisi vardir. Yine (1) esitsizligi kullanilirsa

I/ = Fll., < W= Flls < Nfo = Fllow < olup

&
<—
© 3

”fn - fl
bulunur. Ote yandan g < oo olmak uizere her f € L(p, q)(T") icin

”f”?p,oo) < ”f”zp,q)
esitsizligi biliniyor (Hunt,1966). Ayrica her f € L(p,q)(T) icin

Ifllpq < 1fllpq

esitsizligi de biliniyor (Chen ve Lai,1975). O halde (4) ve (5) esitsizlikleri birlestirilirse
W 1ep,c0) < Wf g < Wf o

esitsizligi elde edilir. Béylece her n > n, icin

Vo=l < W = 9l < ¢

oldugundan ||fn - g”:p,oo) < ¢ bulunur. Yani,

ERA *
1fe = 9l = 087 (fa—9) () <&

olur. Halbuki

1 . 1
e (fo—g) @ =30y [4, 0]

169

(2)

(3)

(4)

()

(6)
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1

oldugundan (Hunt,1966), 3% [ _ ()| < olup buradan hery > 0 igin 2, _,(y) < e

yazilir. Boylece her y > 0 ve her n > n; igin
Ymg) = n({x € T(|u0) — g0 > y}) < e

olur. Bu ise (£, ) dizisinin 6lcim icinde g € L(p, q)(I") elemanina yakinsamasi demektir. O halde
( fn) dizisinin g fonksiyonuna hemen hemen heryerde yakinsayan bir ( fnk) alt dizisi vardir
(Halmos,1950). Dolayisiyla ( fnk) alt dizisinin g fonksiyonuna yakinsamadigi noktalarin kiimesini

A ile gosterirsek u(A) = 0 olur. O halde ayni € > 0 sayisi verildiginde her x € G — A icin her
ng, = m, oldugunda

e ) — 9@ < £ (7)

olacak sekilde bir bir my € N sayis1 vardir.
Yine (f;))nen dizisi LY, G uzayinda Cauchy dizisi oldugundan ayn1 € > 0 ve her n,n, > m,

oldugunda
I = fell,, <35 (®)

olacak sekilde bir m, € N sayisi vardir. Simdi my, = maks{n,, m,, m,} diyelim ve n, n;, sayilarim

n,n, = my olacak sekilde segerek sabitlestirelim. O halde her x € G — 4 icin
£ ) = g@)| = [F ) = fu () + fu(0) = f, () + fo () — g ()| <
< |f @) = L) + /@) = f ] + [ fo, @) — 90|
<= Fll, + 1 = Al + [0 = 90

<= Fllow + 1 = Foll,, + 150 —g@| <5+ 5+5=
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olup boylece hemen hemen heryerde f(x) = g(x) elde edilir. Yine L(p, q) (') uzaymin elemanlar
denklik sinifindan olustugu i¢in f = g olur. Buradan k, = mak{n,, n,} dersek her n > k,
oldugunda

2&

hfllpy s5+i=3 <

Ifo = Fllay, = Ifa = Fllow + |

elde edilir. O halde A,,(p, q)(G) uzay1 bir Banach uzayidir.

3.4.Teorem: A,,(p, q)(G) uzayr girisim islemine gére Banach cebiridir.

Ispat: 4, (p, q)(G) uzayinimn bir Banach uzay1 oldugu 3.3.0Onerme de gosterildi. Simdi herhangi
f,g € A, (p,q)(G) alalim. Buradan f,g € L%, (G) ve f,§ € L(p, q)(I') yazilir. L}, (G) girisim

islemine gore Banach cebiri oldugundan (Reiter,1968),

Nf * glliw < Wfllowllgllsw 9)
esitsizligi yazilir. Eger A = ||f||  dersek,
A0 = u(fx € Tl|f 00| > y)) < u(fx € 1| |(supf ) 3()| > ¥})
= u({x e TI(AP )| > ¥} = 4453()
olur. Bunun sonucu
(£9)"(®) = sup{y > 0|4z, () > t}
< sup{y > 0[|245(») > t} = (49)"(t) = Ag"(t)

ve buradan da

(F8)" () =2 [,(£8) @) dx <3 [[ A(§)"(x) dx = A [[(§)" (x) dx = A()™(t)

bulunur. Boylece
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1

1791l = (20767 [(F0)" @] ae ) < (217 07 1) 1)’

sup

= A”é”(p,q) - |f(x)|”g”(p q) =||f oo”é”(p,q) (10)

elde edilir. Eger (9) ve (10) esitsizlikleri birlikte kullanilirsa

If * glla,, = If % gllw + 1£3l oy < WFNawllglliw + 1F Gl )

= 1 (gl + 1)) < (M + 11, ) (Mgl + 181l0)

= Iflla,llglla, (11)

¢ikar. Banach cebiri olmasi igin gerekli diger kosullarin ispat1 kolaydir. O halde A, (p, q)(G) uzay1
bir Banach cebiridir.

3.5.Teorem: A,,(p, ¢)(G) uzayr L}, (G) uzaymnda bir Banach idealidir.

ispat: Herhangi f € 4,,(p, 9)(G) ve g € LL,(G) alalm. f € A,,(p,q)(G) ise f € L},(G) ve f €
L(p, q)(I) olur. Dolayisiyla f, g € LL,(G) ve L}, (G) girisim islemine gore Banach cebiri

oldugundan

Wf *glliw < I liwliglliw (12)

esitsizliginin varlig1 biliniyor. Yine 3.4.Teoremden dolay1

73] g 1w (13)

(p, q) (p Q)

esitsizligi de biliniyor. Boylece (12) ve (13) esitsizlikleri birlikte kullanilirsa

If * glla, = If * glluw + 178l o) < Wl llgll lgll1w

(r.q »a)

= (Ifllaw + gl = 1Flla, gl

(p Q)

esitsizligi elde edilir ki bu ise istenendir.
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3.6.0nerme: w agirlik fonksiyonu, (BD.) kosulunu saglamak iizere 1 < p,q < oo igin

Ay, (p, ) (G) uzayinin Fourier doniisiimii kompakt destekli olan bir yaklagik birimseli vardir.
ISPAT: A, (p, 9)(G) uzayinda Stelemeler siirekli oldugundan herhangi bir f € A,,(p, q)(G) ve € >
0 verildiginde her y € U igin

ILyf = £Il, <3 (14)

olacak sekilde orjinin bir U komsulugu vardir.Yine L}, (G) uzaymin Fourier déniisiimler altindaki

goriintii uzay1 F (G) nin bir standart cebir oldugu biliniyor (Reiter,1968).
Bunun sonucu suppk c U ve fG k(y)dy = 1 olacak sekilde bir k € C.(G) vardir. Yine

y - ||Ly f—f ”Aw fonksiyonunun siirekligini gostermek kolaydir. Buradan k *

f—f= fG k(y)(Lyf — f)dy olup yukarida verilen € > 0 sayisi ve her y € U igin

s f = flla, < Jg kOLyf = fll, dy =, kDILyf = £, dy

&

<[fy k) zdy =], kO dy =7 (15)

elde edilir. Simdi F ), ile Fourier dontisiimii kompakt destekli fonksiyonlarin kiimesini gosterelim.
Buradan k € L},(G)olur. Ote yandan w agirlik fonksiyonu (BD.) kosulunu sagladigindan F, ,,

kiimesi L}, (G) uzayinda heryerde yogun olup ayn1 € > 0 says1 igin

Ik = hlliw < (16)

&€
21 ay,

olacak sekilde bir h € F,, vardir. Yine C.(T) < L(p, q)(T') kapsamasi kullanilirsa (Yap,1969),

h € L(p,q)(T) olup buradan heA,, (p, ) (G) elde edilir. O halde ayni & > 0 sayis1 verildiginde
A, (p, q)(G) uzayinin L, (G) modiil olmas1 ve (15) ile (16) esitsizlikleri kullanilirsa

lhsf—flla, =llh*f—kxf+kxf—flla,
S lhxf =k flla,+llk*f=Flla,

= Ch = k) * flla, + Ik *f = flla,
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< lh = kll o llflla, + 1k £ = Flla, < 5=—IIflla, +5=¢

2|If 1l ay,
elde edilir. Bu ise istenendir.

3.7.0nerme: w, (BD.) kosulunu saglasin. Bu takdirde A,,(p,q)(G) uzayi bir S,,(G) uzayidir.
Ispat: Bir F,,, kumesini, Fy,, = {f € L},V(G)lf € CC(F)} seklinde tanimliyalim. Eger C.(T) c
L(p, q)(I') kapsamas1 kullanilirsa

Fow ={f € Li,(®|f € C.(D} c {f € L,(®)|f € Lip, )(D} = 4, (0, ) (G) ,
Fow € Aw(@, ) (6) c L}, (G) (17)

kapsamasi elde edilir. Yine w, (BD.) kosulunu sagladigindan F,,, kimesinin L}, (G) uzayinda
heryerde yogun oldugu biliniyor (Domar,1956). Dolayisiyla herhangi f € L1, (G) ve £ > 0 sayisi
verildiginde ||f — gll;, < € olacak sekilde bir geF,, vardir. Béylece (17) kapsamasindan dolayi
geA,, (p,q)(G) olup A, (p,q)(G) uzayr L., (G) uzayinda heryerde yogun olur.

Yine 3.4.Teoremden dolay1 A, (p,q)(G) uzaymin girisim islemine gére Banach cebiri
oldugu ve 6telemeler altinda invaryant oldugu biliniyor.

Simdi herhangi bir f € A,,(p, q)(G) alalim. Buradan f € LL,(G) ve f € L(p, q)(T") olur. Bu
f € Li,(G) ve herhangi y € G igin

1Ly £l ,, < WO F (18)
oldugu ve (Avci, 1998) ¢alismasindan da
oty = Ml = 1, (19)

esitligi biliniyor. Boylece (18) ve (19) ifadeleri birlikte kullanilirsa

ol = sl + N5 7], < WOl + 1]

fl

(.9)

o = WO (Il + 1]

<SwOIflliw +w)| (p.q))

=wflla,



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 10(1), 162-177, 2020 175
bulunur. Yine her f € A,,(p,q)(G) ve her y € G icin G’den A,,(p, q)(G) uzayina giden
y — L, f fonksiyonu siireklidir. Ayrica her f € A,,(p, q)(G) igin

Ifllw < Il + [|£]
islemine gore cebir oldugundan A,,(p,q)(G) uzay1 bir S, (G) uzayidir.
3.8.0nerme: w, (BD.) kosulunu saglasin. Bu takdirde (Aw(p, q)(G), |l ”Aw) uzayli (L‘l,V(G), [l. ||1,W)

o = lf1la, olur. Ote yandan A,,(p,q)(G) , vektdér uzay1 ve girisim

uzayinda girigim islemine gore soyut Segal cebiridir.

Ispat: L, (G) uzaymnin girisim islemine gore bir Banach cebiri oldugu oldugu biliniyor (Larsen,1973).

Boylece A, (p,q)(G) uzayr girisim islemine gore bir Banach cebiri olup dolayisiyla
LY (G) uzaymnn bir alt cebiridir. Yine

Q) w, (BD.) kosulunu sagladigindan A, (p, ¢) (G) uzaymin L}, (G) uzayinda heryerde yogun
oldugu 3.7.0nerme ve yine LY, (G) uzayinda bir ideal oldugu da 3.5.Teoremde ispatlandi.

(ii)  Her f €A, @)(G) icin ||fllyw < lIfll4, esitsizliginin varligi normlarin tanimindan
hemen goralir.

(iii)  Herhangi f € A, (p,q)(G) ve g € Ly, (G) icin |If = glla, < lIflla,llglliw esitsizligi
3.5.Teoremde gosterildi. Bu 6zelliklerden dolay1 A,,(p, q) (G) uzay1 L, (G) uzayinda bir
soyut Segal cebiridir.

3.9.0nerme: w, (BD.) kosulunu saglasin. Bu takdirde,
(1) Eger I, (L‘l,V(G), []. ||1,W) uzayinin sag kapali (sol kapali) ideali ise bu takdirde I N A,,(p, q)(G),

(A, (2, (G, I IIAW) uzayimin sag kapali (sol kapal) idealidir ve I =1nA, (p,q)(G) olur.
(Burada kapanis Ly, (G) uzaymin ||. ||1,, normuna géredir.)
(ii) EgerJ, A, (p, q)(G) uzayinda kapali ideal ise bu takdirde J, L1,(G) uzayinda kapalidir ve I =
InA,(p q)(G)olur.
Ispat: w, (BD.) kosulunu sagladigindan A,,(p, q)(G) uzaymnmn L}, (G) uzaymnda smirli ve fourier
doniisimii  kompakt destekli bir e(f) yaklasik birimselinin varligi 3.6.0nermeden biliniyor.
Dolayisiyla e(f) yaklagik birimseli girisim islemine gore degismeli olup A,,(p, q)(G) uzayinda hem
sag hem de sol yaklasik birimsel oldugundan bu 6nermenin ispat1 (Chen ve lai,1975) ¢alismasindan
dolay1 tamamlanur.

LL,(G) uzaymnin regiiler maksimal ideal uzayinimn genellestirilmis karakterler oldugu biliniyor
(Yap,1972).
3.10.0nerme: a) Eger w, (BD.) kosulunu sagliyorsa bu takdirde A,,(p,q)(G) uzaymn regiiler
maksimal ideal uzay ile LY, (G) uzaymin regiiler maksimal ideal uzay1 ayn1 olup G dual grubudur.
b) A, (p, ¢)(G) uzay1 yari-basittir.
Ispat: a) L. (G) uzaymn girisim islemine gore bir degismeli Banach cebiri oldugu biliniyor

(Reiter,1968). Yine w, (BD.) kosulunu sagladigindan 3.8.0Onermeden dolay1 A,,(p,q)(G) uzay1



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 10(1), 162-177, 2020 176

LY (G) uzay1 iizerinde bir soyut Segal cebiridir. Boylece (Burnham,1972) den dolay: bu iki uzaym
reguler maksimal ideal uzay1 aymdir. Ote yandan w, (BD.) kosulunu sagladigindan L3, (G) uzaymnin
regiiler maksimal ideal uzay1 G dual grubudur (Domar,1956). O halde A4,,(p, ) (G) uzaymin regiiler
maksimal ideal uzay1 da G dual grubu olur.

b) A,,(p,q)(G) bir degismeli Banach cebiri oldugundan A,,(p,q)(G) uzayinin yari-basit olmasi
icin her f € A,,(p,q)(G) alindiginda || f ||OO = 0 oldugunda f = 0 oldugunu gostermek yeterlidir
(Larsen,1973). Yine her f € A,,(p,q)(G) igin

liml £l = ||7]], (20)

esitligi de biliniyor (Larsen,1973). Simdi herhangi bir f € L%, (G) alalim.f™ ile f fonksiyonunun n
defa kendisi ile girisimini gdsterelim. Buradan f™ € L,(G) olup L%, (G) c L,(G) kapsamasindan
fre L (@) vellf™ i < lf"™llyw esitsizliginden ||f"||% < ||f"||§W yazilir. Her iki tarafin n — oo

i¢in limiti alinirsa

1 1
timllf "7 < limlF7,, 1)

1
bulunur. Gelfand teoremi geregince, || f ||oo = lim||f™||} ve |
n

PN

1
f”; = lirrlnIIf"II’f,W ile gosterelim.

Boylece (21) esitsizliginden

PN

|I/]

PN

. < IIf

l

- (22)
elde edilir. Burada (22) esitsizligi kullanilirsa ||f||:o = 0 oldugundan ||fA||OO = 0 elde edilir. Yine

L,(G) uzaymin yari-basit oldugu biliniyor (Larsen,1973). Buradan f = 0 elde edilir. Bu ise L, (G)
uzayinin yari-basit oldugunu gosterir.

Yine A, q)(G) wuzayr LL,(G) iizerinde girisim islemine gore soyut Segal cebiri
oldugundan (Chen ve Lai,1975), A,,(p,q)(G) uzay1 yari-basittir.
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