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Farkli u¢ sinir kosullarina sahip kirisin Carrera Birlesik Formulasyon (CUF)
cercevesinde statik analizi

Static analysis of a beam with different end boundary conditions via Carrera
Unified Formulation (CUF)
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Ozet

Bu ¢alisma kapsaminda diizgiin yayili yiik etkisinde farkli u¢ simr
kosullarina sahip dikdortgen kesitli bir kirisin, birlesik kiris teorilerinden
biri olan Carrera Birlesik Formulasyon (CUF) ¢ergevesinde lineer statik
analizi incelenmistir. Kesit yer degistirme alaninin birlesik formulasyonu,
kesit diizlemi tizerinde tamimlanmig esdeger Taylor ve Lagrange tipi agilim
fonksiyonlart ile ayri ayrt ifade edilmistir. Yonetici denklemler ve sonlu
elemanlar formulasyonunun elde edilmesinde virtiiel is prensibi
kullamlmigtir. Ilk olarak, hem Taylor tipi hem de Lagrange tipi agilim
fonksiyonlarmin ayrt ayri kullanilmasi ile farkli u¢ simir kosullarina ait
dikdortgen kesitli kirig i¢in bir yakinsama ¢alismasi ve elde edilen sayisal
sonuglarin giivenilirligini test etmek amact ile literatiirden alinan analitik
coziimler ile bir karsilastirma ¢alismasi yapumistir. Daha sonra, uygun
olan ag¢ilim  fonksiyonu kullamilarak CUF ¢ergevesinde, drnek
problemlerin lineer statik analizi yapilmis, sayisal sonuglar tablo ve
grafikler ile sunulmustur. Bu ¢alismada kullanilan bilgisayar algoritmasi
MUL?2 grubu tarafindan gelistirilmis olup, literatiirde mevcut olan pek ¢ok
calisma ile test edilmistir.

Anahtar kelimeler: Gelistirilmis kirig teorisi, Carrera birlesik
formulasyon (CUF), Sonlu elemanlar yontemi

1 Giris

Son iki yilizyildan bu yana ¢ok sayida ii¢ boyutlu
miihendislik problemlerinin ¢dziimiinde bir boyutlu kiris
teorileri kullanilmistir. Euler—Bernoulli ve Timoshenko Kirig
teorileri bilinen ilk klasik kiris teorileri olup sadece egilme
etkilerinin dikkate alindigi ve malzemenin izotrop kabul
edildigi teorilerdir. Euler—Bernoulli kiris teorisi enine kayma
deformasyonlarini dikkate almayan buna karsilik ince cidarl
kirigler i¢in olduk¢a iyi sonuglar veren bir teoridir.
Timoshenko kiris teorisi ise kiris kesiti boyunca diizgiin
yayili bir kayma dagilimin1 dikkate alirken ongoriilen bu
kaymanin, bir kayma diizeltme faktorii kullanilarak
diizeltilmesini gerektirmektedir. Her iki teorinin ortak
ozelligi; kesit carpilmasi, burulma-egilme ¢ifti ve bolgesel
geometrik ve mekanik sinir kosullar1 gibi klasik olmayan
etkileri dikkate almamalaridir [1]. Klasik olmayan bu etkiler
genellikle malzemenin anizotrop olmasindan ve yapi
elemanimin kiiclik narinlik katsayisina sahip olmasindan
kaynaklanmaktadir. Fakat son yillarda sayisal yontemler
ozellikle de sonlu elemanlar yontemi, klasik kiris teorilerinin
kullanimim1 ¢ok daha basarili ve c¢ekici hale getirmistir.
Geometrik ve mekanik olarak ¢ok farkli sinir kosullarina
sahip kompleks yapilar1 ¢6zme olasiligi, binlerce serbestlik
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derecesi i¢eren pek ¢ok karmasgik problemin kabul edilebilir
bir dogrulukla analiz edilmesini miimkin kilmigtir [2].
Bununla birlikte, karmagik kesit geometrisine sahip yapi
elemanlart igin kesin bir gerilme-sekil degistirme alani elde
etmenin zorlugu hala bir sorun olarak giincelligini
korumakta olup bu sebeple birlesik kirig teorilerine ya da
yiiksek mertebe/gelistirilmis kirig teorilerine olan ihtiyag
artmaktadir. Yiiksek mertebe kiris teorileri, yer degistirme
bilesenlerinin kiris kalinlig1 boyunca ag¢ilimlarinda yiiksek
mertebe polinomlar kullanmaktadirlar.

Fonksiyonel derecelenmis kiriglerin serbest titresim
analizi problemleri, literatiirde gesitli yiiksek mertebe kayma
deformasyonu teorileri kullanilarak ele alinmigtir [3, 4].
Levinson [5, 6], 3. mertebe kayma deformasyonu teorisine
dayanarak izotrop plak ve kirislerin denge denklemlerini
elde etmek i¢in bir vektor yaklagimi kullanmistir. Wang ve
Wang [7] ve Gao ve Wang [8] tarafindan oOnerilen
gelistirilmis  kiris teorisi, dordiincii mertebeden bir
diferansiyel denklem ve ikinci mertebeden bir transandant
denklemden olugmasina karsin, bu kompleks kirig teorisi
ankastre ug icin yer degistirme kisitlarini diizgiin bir sekilde
ele almakta yetersiz kalmaktadir. Literatiirde, kayma
diizeltme  faktorii, varyasyonel asimptotik ¢Oziim,
genellestirilmis kiris teorisi ve kesit ¢arpilmasi gibi yiiksek
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mertebe etkileri dikkate alan diger ¢alismalar da mevcuttur
[9-14].

Bu ¢alismada kullanilan Carrera Birlesik Formulasyonu
(CUF), degisken sayida yer degistirme bilinmeyeni igeren
cok sayida Kkiris teorisinin, kisa bir gosterim yoluyla ve
birka¢ temel cekirdege referans gosterilmesi araciligi ile
gelistirilmesine ve elde edilmesine olanak saglamaktadir.
Ayrica, yiiksek mertebe kirig teorileri de oldukca kolay bir
sekilde CUF cercevesinde ele alinabilmektedir. Ilaveten, cok
cesitli kirig teorilerinin dogrulugu, bu formulasyonun
biinyesinde modern tekniklerin kullanilmasina imkan
saglamasi sebebi ile hiyerarsik ve/veya aksiyomatik anlamda
test edilebilmektedir. Sahip oldugu bu 6zellikler sebebiyle
CUF, yapilan sayisal hesaplamalarda arastirmaciya hem
kolaylik saglamakta hem de zamandan ciddi anlamda
tasarruf saglanmasina imkan saglamaktadir. Bu formulasyon
cergevesinde, bilinmeyen degisken sayisi problemin serbest
parametresi olarak tanimlanmaktadir. Ele alinan herhangi bir
kirig problemi i¢in (dolu kesitler, ince cidarli kesitler, statik
ve dinamik problemler, vs.) bilinmeyen degiskenlerden
uygun bir se¢im yapilarak ¢ boyutlu gerilme-sekil
degistirme alan1 elde edilebilmektedir [2].

Bu calisma kapsaminda diizgiin yayili yiik etkisinde
farkli ug¢ smir kosullarina sahip dikdértgen kesitli bir kirisin
lineer statik analizi CUF ¢ergevesinde yapilmistir. Kesit yer
degistirme alaninin birlesik formulasyonu, kesit diizlemi
iizerinde tanimlanmig esdeger Taylor ve Lagrange tipi acilim
fonksiyonlart ile ayr1 ayrt tanimlanmugtir. Yonetici
denklemler ve sonlu elemanlar formulasyonunun elde
edilmesinde Virtiiel Is Prensibi kullanilmustir. Oncelikle
fakli u¢ sinir kosullari i¢in bir yakinsama ¢alismasi ve elde
edilen sayisal sonuglarin giivenilirligini test etmek amaci ile
literatiirden alinan bazi analitik ve sayisal sonuglar ile bir
karsilagtirma ¢aligmasi yapilmistir. Daha sonra ayni kirisin,
Taylor ve Lagrange tipi acilim fonksiyonlarinin ayri ayri
kullanilmas1 durumuna ait sayisal ¢alisma yapilmis, sonuglar
tablo ve grafikler ile sunulmustur.

2 Carrera birlesik formulasyon (CUF) ve sonlu eleman
formulasyonu
Ele alinan dikdértgen kirisin ¢oztiim bolgesi (Sekil 1)
asagida verilen esitlik ile ifade edilmektedir.

—b/2<x<b/20<y<L —h/2<z<h/2 (1)

Burada L, b ve h sirasi ile ilgili kirigin agiklik uzunlugu,
kesit genisligi ve yiiksekligidir. Genel yer degistirme vektorii

u(x,y' Z) = [ux uy uZ]T (2)

esitligi ile kurulmustur. Gerilme sekil degistirme
bilesenleri Denklem (3)’de verilen ifadeler seklinde
gruplandirilmiglardir.

Exx gzx]T

O‘p = [Uzz Oxx azx]T, Sp = [gzz
gn = [E2y Exy Eyy]T

on = [0zy Oxy Oyy]T,

©)

[XPPEX) [XPPEE)

Burada alt indis ““p”” ve “‘n’’ siras1 ile kesit diizlemine
dik diizlemlerdeki terimleri ve kesit diizlemindeki terimleri

temsil etmektedirler. Yer degistirmelerin kiigciik kabul
edilmesi durumlart igin sekil degistirme-yer degistirme
iligkileri Denklem (4)’de ifade edildigi gibidir.

&, = Dpu @)
&, = Dhu= (DnQ + Dny)u
Burada Q sembolii kiris kesitini; D,, Dnq V& Dy,
sembolleri ise Denklem (5) ile verilen lineer diferansiyel
operatorleri temsil etmektedir.

a
[0 0 E] 02 0
D,=|2 0 0| D= 2
P ox g GO 0] P o
9 L 0 0 0
0z 6_x P
0 0 — 5
% (%)
d
Da=lgs 0 0
0 9 0
! dy ]
Zi
h y X
j B

Sekil 1. Ele alinan dikdortgen kirigin geometrisi

Kiris malzemesinin lineer elastik olmasi durumunda
Genellestirilmis Hooke Kanunu gegerli oldugu i¢in biinye
denklemleri, Denklem (6)‘da verildigi gibidir.

o= Ce (6)

Burada o gerilme vektoriinii, & sekil degistirme
vektoriinii ve C katsayilar matrisini temsil etmektedir.
Denklem (3) ve Denklem (6) ifadelerinden agagida verilen
esitlik elde edilir.

0y = Cppep + Conn, 0y = Copey + Crpen (7
Malzemenin izotrop olmasi durumu igin C~pp, Cpn, C~np
ve C,, matrisleri asagida verildigi gibidir.
5 Ciu Cp 0
Cop=|Cz Cpz 0 8
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0 0 Ci3
C~pn = ~r7;p =10 O ~23
~ 0 0 O
Css O 0
C~nn =10 C4 O
0 0 C~33

[C~ ]l,j katsayilar1 malzeme 6zelliklerine bagli olup Young

Modiilii ve Poisson orani ile olan iligkisine bu g¢aligma
kapsaminda yer verilmemistir. Bu konuda detayli bilgiler
Tasi [15] ve Reddy [16 ] calismalarinda verilmistir.

CUF ¢ergevesinde, ii¢ boyutlu yer degistirme alan
denklemleri, Denklem (9) seklinde ifade edilir.

u=F2u(y), t=123,..,M = M(N) ©)]

Burada F,(x,z) kesit diizlemi iizerinde tanimlanmis
acilim  fonksiyonunu, u,(y) kiris eksenine bagh
genellestirilmis yer degistirme vektoriinii, M acilimda
kullanilan terim sayisini, 7 ise Einstein toplama kuralina gére
toplam1 ve N formulasyonun serbest bir parametresi olup
acilim mertebesini (kiris modeli mertebesi) ifade etmektedir.
Yap1 elemanmin kesit diizlemi {izerindeki yer degistirme
alanm  modellemek i¢in kullanilacak F,(x,z) a¢ilim
fonksiyonunun ve M terim sayisinin segimi tamamen keyfi
oldugu i¢in farkli simiflardan ve herhangi bir mertebeden
fonksiyonlarin kullanilmast miimkiindiir.

Bu ¢aligma kapsaminda F,(x,z) ac¢ilim fonksiyonunu
tanimlamak i¢in hem Taylor tipi hem de Lagrange tipi
polinomlar kullanilmigtir. Taylor tipi modellerde, temel
olarak kesit diizlemi koordinatlarina bagli polinomlari
kullanan bir MacLaurin serisinden olusan agilim
fonksiyonlart kullanilir. Taylor tipi modellerde agilim
mertebesi (kiris modeli mertebesi) N arttikca, terim sayist M
de artacagi i¢in burulma, kesit carpilmasi ve enine kayma
deformasyonlar gibi yiiksek mertebe etkiler dikkate alinmig
olacaktir. Taylor tipi agilim modellerinde polinom
mertebesi, agilim mertebesi (kiris modeli mertebesi) N ile
belirlenirken, Lagrange tipi a¢ilim modellerinde ise kesit
diizlemi {izerinde alinan diigiim noktasi (nod) sayisi ile
belirlenir.

Genellestirilmis yer degistirme vektorii u (y), asagida
verildigi gibi N;(y) sekil fonksiyonu ve g, nodal yer
degistirme vektorii kullanilarak ifade edilebilir.

u’r(y) = Ni(y)q‘[i’ i= 1' 2' """NNE (10)

Burada Ny kiris ekseni boyunca alman diigiim noktasi
(nod) sayisidir. Sekil fonksiyonlar1 hakkinda herhangi bir
aciklamaya yer verilmemis olup bu konu hakkinda daha
detayli bilgi Carrera vd. [2], Thai ve Vo [3] ve Bathe [17]
calismalarindan elde edilebilir.

Bu calisma kapsaminda kiris ekseni boyunca, klasik 4
nodlu bir boyutlu B4 sonlu eleman modellemesi (kiibik
elemanlar) yapilmistir. Belirtilmelidir ki, a¢ilim mertebesi
(kiris modeli mertebesi) N, kesit iizerinde tanimlanmis
acilim fonksiyonunun mertebesi ile iligkili iken; her bir sonlu
elemana ait diigiim noktasi sayisi Nyg ise bu noktalarda

taniml1 gekil fonksiyonlariin mertebesi ile iliskilidir. Yine
bu ¢alisma kapsaminda Lagrange tipi agilim modellemeleri
icin, 9 nodlu Lagrange kuadratik elemanlar1 (L9)
kullanilmastir.

Statik problemler i¢in virtiiel ig prensibi agagida verildigi
gibi ifade edilir:

SLipt = f (6€l0, + 8l 0,)dAV = Loy (11)

Burada &, L;,; Vve L, sirasiyla virtiiel varyasyon
operatorii, sekil degistirme enerjisi ve dis kuvvetlerin isi
seklinde tamimlanir. Denklem (4), (7), (9) ve (10) ifadeleri,
Denklem (11)’de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa agagidaki ifade elde edilir.

SLine = 8q5;K7™qs; (12)

Burada K Y rijitlik matrisidir.
3 Sayisal sonuclar

Bu caligma kapsaminda diizgiin yayili yiik etkisinde
farkli ug¢ smir kosullarina sahip dikdoértgen kesitli bir kirisin
lineer statik analizi CUF gercevesinde incelenmistir. Ug
boyutlu yer degistirme alan denklerindeki agilim fonksiyonu
F,(x,z) i¢in iki farkli kiris modelinin (Taylor ve Lagrange
tipi agilim modelleri) ayri ayri tanimlanmasi durumlar ele
alinmustir. Birinci problemde basit kiris durumu, ikinci
problemde ise aymi kirigin iki ucunun ankastre olmasi
durumu ele alinmistir. Sayisal hesaplamalarda, ele alinan
kirise ait geometrik parametreler b = 0.2 m, h = 2mve L =
10 m, homojen- izotrop malzeme parametreleri Elastisite
modulii E = 71.7 GPa ve Poisson oran1 v = 0.3. ve siddeti
q =10 N/molan diizgiin yayih yik segilmistir.
Problemlere ait sayisal sonuglara ge¢cmeden once, bir
yakinsama c¢alismasi ve elde edilen sayisal sonuglarin
giivenilirligini test etmek amact ile literatiirden alinan
analitik ¢oztimler ile bir karsilagtirma galigsmasi yapilmistir.
Yakinsama kriteri olarak, ele alman kirisin agiklik
ortasindaki kesitinin agirhik merkezindeki diisey yer
degistirme dikkate alinmustir. Ele alinan problemlerde
yakinsama ¢aligmast Oncelikle kiris modelinin  keyfi
mertebeden bir Taylor tipi agilim modeli (TE) olmasi
durumu, ardindan ise Lagrange tipi bir agilim modeli (LE)
olmas1 durumu i¢in ayr1 ayr1 yapilmstir. Elde edilen sayisal
sonuglar agagida verilmistir.

3.1 Basit kiris problem
3.1.1 Yakinsama ¢alismasi

Kiris modelinin keyfi mertebeden bir TE olmasi
durumuna ait elde edilen sayisal sonuglar ve bu sonuglarin
literatiirden alinan analitik ¢Oziimler ile karsilastirilmasi
Tablo 1’de verilmistir. CUF, kiris modeli mertebesini serbest
bir parametre olarak ele alan bir formulasyon oldugu igin,
yiiksek mertebeden kiris teorilerini elde etmek i¢in ilave bir
formulasyona ihtiya¢ duyulmamaktadir. Euler—Bernoulli ve
Timoshenko gibi klasik kirig teorileri de CUF gergevesinde,
TE modelinin 6zel durumlari olarak elde edilmektedirler [2].
Tablo 1 ve 2’de, elde edilen sayisal sonuglar,
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Denklem(13)’de Timoshenko ve Goodier [18] ¢alismasinda
verilen analitik ¢6ziimden elde edilen kesin ¢6ziim ile
kargilagtirtlmistir. Ayrica, CUF formulasyonunun 6zel bir
hali olarak Euler-Bernoulli kiris teorisi (EBKT)’ne ait
sayisal sonuglarda ornek olmasi bakimindan Tablo 1°de
verilmigtir.

N

5 zii[l +E(h/2)2 <i+2>] (13)
24 EI, 5 (L/2)?\5 2

Tablo 1. Farkli mertebeden TE modelleri ve sonlu eleman

sayisi icin diisey yer degistirme (u,) yakinsamasi (x =

0,y=L/2,z=0)

Serbestlik
Model u, X 1076 Hata Serecesi Sonlu
(m) (%) Saytst eleman
(SDS) sayist
Analitik  —0.1486 - -
¢6z.(13)
EBKT ~ —0.1305  12.1803 225
TE—1  —0.1414  4.8452 225
TE—2  —01426  4.0377 450 8 B4
TE—3  —0.1443  2.8937 750
TE—4  —0.1443  2.8937 1125
EBKT  —0.1324  10.9017 333
TE—1  —01434  3.4993 333
TE—2  —0.1447  2.6245 666 12 B4
TE—3  —0.1464  1.4805 1110
TE—4  —0.1464  1.4805 1665
EBKT  —0.1333  10.2961 441
TE—1  —0.1444  2.8264 441
TE—2  —01457 19515 882
TE—3  —0.1474  0.8075 1470 16 54
TE—4  —0.1474  0.8075 2205
EBKT  —0.1339  9.8923 549
TE—1  —01450 24226 549
TE—2  —0.1463 15478 1098 20 B4
TE—3  —01480  0.4038 1830
TE—4  —0.1480  0.4038 2745
EBKT  —0.1343  9.6231 657
TE—1  —0.1454  2.1534 657
TE—2  —01467 12786 1314 24 B4
TE—3  —01484  0.1346 2190
TE—4  —01485  0.0673 3285

Tablo 1’deki sayisal verilerden, TE modeli i¢in, agilim
mertebesinin artmasi ile analitik ¢dzlime yakinsamanin
oldukga iyi saglandig1 goriilmektedir. Ornegin, kiris ekseni
boyunca almman 24 adet 4 nodlu B4 tipi sonlu eleman
modellemesi (24 B4) igin 4.mertebeden TE modeli (TE — 4)
kullanilmast durumunda, analitik ¢6ziime yakinsama

%0.0673 hata ile gerceklesmektedir. Yine ayni tip sonlu
eleman modellemesi i¢in (24 B4), EBKT ile analitik ¢oziime
yakinsama %9.6231hata ile gergeklesmektedir. Dolayisiyla
klasik kirig teorilerinin, yiiksek mertebeden etkileri (kesit
carpilmasi, kayma sekil degistirmesi, burulma,vs.) dikkate
almadig1 bu karsilagtirmadan da goriilmektedir.

) T
—©—8 B4 element
0.132 ° —8— 12 B4 element| ]
16 B4 element
0.134 } = ¥EBBT —%—20 B4 element |
——»——24 B4 element
-0.136 | Ref. Solution
— -0.138 |
E
<
;c_: 0.14
T
= -0.142
0.144
0.146
0.148 :i-
0.15 " " " e M 2
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Number of DOFs

Sekil 2. Farkli mertebeden TE modelleri ve sonlu eleman
sayisl i¢in diigey yer degistirme (u,) yakinsamasi
(x=0,y=L/2,z=0)

Sekil 2, TE modeli kullanilmas: durumunda agilim
mertebesinin artmas1 ile SDS’de de artig olacagini
gostermektedir. Bu durum hesaplama yiikiiniin ve siiresinin
artmasina sebep olacaktir.

Tablo 2°de, kiris modelinin LE olmas1 durumuna ait elde
edilen sayisal sonuglar ve bu sonuglarin analitik ¢6ziim ile
kargilagtirilmasi verilmistir. Tablodan goriilecegi iizere LE
modelinin kullanilmas: durumunda, kesit diizlemi {izerinde
alman alt bolge sayisinin arttirtlmasi (kesit tizerinde nod
sayisinin arttirilmasi) analitik ¢oziime yakinsamay1 oldukca
iyi saglamaktadir. 24B4 sonlu eleman modellemesi ve LE —
3L9 (3 adet 9 nodlu Lagrange kuadratik eleman) LE
modelinin  kullanilmas1  durumunda analitik  ¢6ziime
yakinsama, TE —4 Taylor tipi bir a¢ilim modelinin
kullanilmast durumu ile benzer sonu¢ vermekte olup, hata
%0.0673’diir. TE modelinde bu hata oranina 3285 SDS ile
yaklagilirken, LE modelinde bu say1 4599°dur.

LE modelleri kullanilmas: durumunda, kesit diizlemi
iizerinde alinan alt bolge sayisi arttirildikga, bir baska ifade
ile kesit diizlemi lizerinde nod sayisi arttirildik¢a, analitik
¢Oziime yakinsama daha fazla olmakla birlikte SDS’de artis
gostermektedir. Bu durum Sekil 4’de agik bir sekilde
goriilmektedir.

Sonug olarak ele alinan basit kirig problemi igin, TE
modelinin LE modeline gore analitik ¢6ziime ayni1 hata orani
ve fakat daha az sayida SDS ile yakinsadigi goriilmiistiir. Bu
sebeple bu ¢aligmanin bundan sonraki agamalarinda basit
kirig problemi icin yapilacak sayisal hesaplamalarda, farkl
mertebeden TE modelleri kullanilacaktir. Bu ¢aligmalarda
kiris ekseni 24 adet B4 tipi sonlu elemanlar (24B4) ile
modellenecek olup, TE modelinin farkli mertebelerinin, ele
alinan basit kiris probleminin statik analizi tizerindeki
etkileri incelenecektir.
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Sekil 3. 24 B4 sonlu eleman modellemesi i¢in TE — 4 tipi agilimina ait kiris deformasyonu

Tablo 2. Farkli LE modelleri ve sonlu eleman sayisi i¢in diisey yer degistirme (u,) yakinsamasi (x = 0,y = L/2,z = 0)

Model u, X 107° Hata SDS Sonlu
(m) (%) eleman
sayist
Analitik —0.1486 - - -
¢6z.(13)
LE — 119 —0.1426 4.0377 675
LE —2L9 —0.1443 2.8937 1125 8 B4
LE —3L9 —0.1444 2.8264 1575
LE — 419 —0.1444 2.8264 2025
LE —1L9 —0.1447 2.6245 999
LE —2L9 —0.1463 1.5478 1665 12 B4
LE —3L9 —0.1464 1.4805 2331
LE — 419 —0.1465 1.4132 2997
LE —1L9 —0.1457 1.9515 1323
LE —2L9 —0.1474 0.8075 2205 16 B4
LE —3L9 —0.1474 0.8075 3087
LE —1L9 —0.1463 1.5478 1647
LE —2L9 —0.1480 0.4038 2745 20 B4
LE —3L9 —0.1480 0.4038 3843
LE —1L9 —-0.1467 1.2786 1971
LE —2L9 —0.1484 0.1346 3285 24 B4
LE —3L9 —0.1485 0.0673 4599
0142 3.1.2 Basit kiris statik analiz
o143k o _asement | ] Ele alinan basit kirisin kritik kesitlerinde gerilme ve sekil
L leBeckment degistirme analizi CUF cercevesinde farkli mertebeden TE
—— t " .
-0.144 | o saniciement| 1 modeller kullanilarak yapilmistir. S6z konusu analizlerde
Ref. Solution gerilme ve sekil degistirmelerin kalinlik ve genislik boyunca
£ oy ] degisimleri incelenmistir. Elde edilen sonuglar asagida
7 verilmistir.
Stoer 1 Sekil 5°de enine kayma gerilmesi gy, ve enine sekil
onarh | degistirme &y, dagilimlarinin mesnet kesiti i¢in kalinlik
boyunca farkli mertebeden TE modelleri (N = 1~5) i¢in
0148 1 dagilimi goriilmektedir. Kullanilan model mertebesinin (N)
hem enine kayma gerilmesi hem de enine sekil degistirme
-0.149 y : y - iizerindeki bilyiik etkisi (6zellikle N = 2’den sonra) agik bir

1000 2000 3000 4000 5000
Number of DOFs
Sekil 4. Farkli LE modelleri ve sonlu eleman sayisi i¢in
diisey yer degistirme (u,) yakinsamasi (x =0,y =
L/2,z=0)

sekilde goriilmektedir. Mertebe degerinin en az N =3
olmasi ile birlikte enine kayma gerilmesi ve enine sekil
degistirme degerlerinde yakinsama gerceklesmistir. Daha
yiikksek mertebeden agilim modeli kullanilmasi, sadece
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SDS’yi ve dolayist ile hesaplama yiikiiniin artmasina sebep
olacaktir. Sekil 5°den goriilecegi iizere enine kayma
gerilmesi gy, ve enine sekil degistirme &y, en biyik
degerlerini mesnet kesitinin (y = 0) agirlik merkezinde
almaktadirlar (x = 0,z = 0).

Tablo 3’de bu iki biyiikliigiin, kesit genisligi boyunca
kritik noktalardaki degerleri, TE kiris modeli mertebesinin
farkli degerleri igin verilmigtir. Tablodan goriilecegi iizere
mertebe degerinin en az N = 3 olmasi durumunda her iki
degerde yakinsama goriilmekte olup N = 8 i¢in bu degerler
asag1 yukari sabit kalmaktadir.

Sekil 6’da eksenel gerilme oyy ve eksenel sekil
degistirme ey dagilimlarinin agiklik ortasi kesit i¢in kalinlik
boyunca farkli mertebeden TE modelleri (N = 1~5) igin
dagilimi goriilmektedir. Mertebe degerinin en az N =3
olmasi ile birlikte her iki biyiiklik i¢in yakinsama
gerceklesmistir.  Sekil 6’dan goriilecegi lizere eksenel
gerilmesi ayy ve eksenel sekil degistirme eyy, en biiyiik
degerlerini agiklik ortasi kesitinin (y = L/2) alt ve st
liflerinde (x = 0,z = + h/2) almaktadir.

Tablodan goriilecegi lizere N = 3’den itibaren her iki
degerde yakinsama goriilmekte olup N = 4 degerinde ise bu
degerler sabit olarak kalmaktadirlar.

3.2 Iki ucu ankastre kiris problem

3.2.1 Yakinsama calismasi

Bir 6nceki bolimde ele alinan basit kiris problemi igin
yapilan yakinsama ve elde edilen sayisal sonuglarin
literatiirden alinan analitik ¢Oziimler ile karsilastirilmasi
calismalar1 bu boliimde iki ucu ankastre mesnet olan ayni
kiris i¢in de yapilmustir. Kiris modelinin keyfi mertebeden
bir TE modeli ve LE modeli olmasi durumlarina karsilik
gelen sayisal sonuglar ve bu sonuglarin literatiirden alinan
analitik ¢ozlim ile karsilagtirilmalar1 Tablo 5°de verilmistir.
Shi ve Voyiadjis [19] ¢aligmasina gore, iki ucu ankastre
mesnetli diizgilin yayil yiik etkisi altindaki bir kirisin agiklik
ortas1 diisey yer degistirme degeri, L/h =5 ve Poisson
oran1 9 = 0.3 olmasi durumlarinda, Denklem (14) ile elde
edilir.

Tablo 4’de bu iki biyikligin, st lifler i¢in kesit qL*
genisligi boyunca kritik noktalardaki degerleri, TE Xkiris U, = 384EL (1.47698) (14)
modeli mertebesinin farkli degerleri i¢in verilmistir. x
1 “ 1 = = e
o8| os}
06 o6} )
04F o4}
——TE-1 @
oz} oo oz} ez
— - TE-3
& of 4 ——ves g of 7 e s
0.2F 02}
o | aal -3
V6F 06k
q
08F 08}
200 180 -100 -140 120 -100 20 00 40 20 = 7 = s 24 == 2 = s
oy[Pa) 10

(a)

‘vz

(b)

Sekil 5. (a) Kalinlik boyunca enine kayma gerilmesi gy, (b) enine sekil degistirme €y, dagilimlari (x = 0,y = 0, z)

1 =

08

Zm)
o

D6

08}

1 2 M M M M M " " M
<1000 -800 -600 -400 -200 0o 200 400 600 800

ov[Pa)

(a)

1000

Z[m)

1 .

os8fF
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Sekil 6. (a) Kalinlik boyunca eksenel gerilme ayy, (b) eksenel sekil degistirme &yy dagilimlar: (x = 0,y = L/2,2)
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Tablo 3. Farkli TE modelleri i¢in enine kayma gerilmesi gy, ve enine sekil

degistirmesi ey, (x,y =z =0)

Model (0y.) x 10° [Pa]

x=0 x=+4+b/4 x=+b/2

(g,2) x 1078

x=0 x=+4b/4 x=+b/2

N=1 -0.122 —0.122 —0.122
N=2 -0.134 —0.133 —0.133
N=3 -0.183 —0.183 —0.182
N=4 -0.187 —0.186 -0.184
N=5 -0.185 —0.184 —0.183
N=6 -0.188 —0.186 -0.184
N=7 -0.188 —0.185 —0.183
N=8 -0.190 —0.186 —0.184
N=9 -0.190 —0.186 —0.183

—0.445 —0.445 —0.445
—0.486 —0.485 —0.483
—0.665 —0.665 —0.663
—0.678 —0.675 -0.670
—0.673 —0.669 —0.664
—0.684 —0.676 —0.668
—0.682 —0.673 —0.666
—0.691 —-0.677 —0.667
—0.689 —0.675 —0.665

Tablo 4. Farkli TE modelleri i¢in eksenel gerilme oy ve eksenel sekil

degistirme &yy (x,y = L/2,z = h/2)

y=1L/2,z=h/2

Model (0y,) x 10° [Pa] (&) x 1077

x=0 x=+b/4 x=+b/2 x=0 x=+b/4 x=+b/2
N=1 -0924 —-0.924 —0.924 -0.128 —-0.128 —-0.128
N=2 -0924 —-0.924 —-0.924 -0.129 —-0.129 —-0.129
N=3 -0.939 —-0.939 —-0.939 —0.130 —0.130 —0.130
N=4 —-0.940 —-0.940 —0.940 —0.130 —0.130 —0.130
N=5 —-0.940 —-0.940 —0.940 —0.130 —0.130 —0.130

Tablo 5°de verilen sayisal sonuglar incelendiginde,
kirisin agiklik ortasi kesitinin agirlik merkezindeki diisey yer
degistirme u, degeri, asagi yukar1 —0.40* 1077 m.
civarlarinda olmaktadir ve bu degerden sonra sonlu eleman
sayisinin arttirilmasi, kullanilan kiris modelinden bagimsiz
olarak (LE velveya TE) sadece SDS’nin onemli Olgiide
artmasina sebep olurken, diisey yer degistirme degerinde ¢ok
¢ok Onemsiz artiglara sebep olmaktadir. Yine tablodaki
sayisal sonuglar incelendiginde, diisey yer degistirme
degerinin agagi yukar1 benzer degerleri i¢in, LE modelinin
kullanilmast durumunda SDS’nin ¢ok daha az oldugu
gortilmektedir. Oysa basit kiris probleminde, bu durumun
tam tersi bir sonu¢ elde edilmistir. Bir bagka deyisle, aym
problemin farkli u¢ smir kosullarina sahip olmasi
durumunda, kullanilan kiris modeli SDS’yi dnemli 6l¢iide
etkilemektedir. Ayrica, basit kirig probleminde elde edilen

diisey yer degistirme degeri analitik ¢oziime % 0.0673 ‘likk
bir hata oran1 ile yakinsarken, bu problem icin bu deger asag1
yukar1 % 0.32’ler civarindadir. Yani, ele alinan kirisin iki
ucunun ankastre olmasi durumunda, yakinsama ¢ok daha zor
gerceklesmektedir.

Sekil 7°den goriilecegi iizere TE kiris modeli i¢in agilim
mertebesi N  degerinin artmasit ile SDS’de artig
gostermektedir; bu durum hesaplama yiikiiniin ve siiresinin
artmasina sebep olacaktir.

Sekil 8’de ise LE kiris modeli i¢in, kesit diizlemi
iizerinde alinan alt bolge sayisi arttirildikga, analitik ¢oziime
yakinsama daha fazla olmakla birlikte SDS’de artis
gostermektedir.

Sekil 9°da, ele alinan dikddrtgen kesitli iki ucu ankastre
kirigin, verilen yiikleme altinda LE kiris modeli durumuna
ait deformasyonu drneklendirilmistir.
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Tablo 5. Farkli LE ve TE modelleri ve sonlu eleman sayist igin diigey yer degistirme (u,) yakinsamasi

(x=0,y=L/2,2=0)

Sonlu eleman

—u, X 1077 (m)

Kiris modelleri

sayist LE/SDS TE/SDS
1L9 2L9 3L9 419 TE—-1 TE-2 TE-3 TE—-4 TE-5 TE-6
SDS SDS SDS SDS SDS SDS SDS SDS SDS SDS
12 B4 0.3727 0.3891 0.3903 0.3912 0.3752 0.3726 0.3892 0.3903 0.3907 0.3910
999 1665 2331 2997 333 666 1110 1665 2331 3108
16 B4 0.3757 03922 0.3935 0.3944 0.3778 0.3756 0.3923 0.3935 0.3939 0.3942
1323 2205 3087 3969 441 882 1470 2205 3087 4116
20 B4 0.3775 0.3940 0.3954 0.3962 0.3793 0.3774 0.3941 0.3954 0.3958 0.3961
1647 2745 3843 4941 549 1098 1830 2745 3843 5124
24 B4 0.3787 03953 0.3966 0.3975 0.3804 0.3786 0.3954 0.3967 0.3971 0.3974
1971 3285 4599 5913 657 1314 2190 3285 4599 6132
28 B4 0.3796 03962 0.3975 0.3984 0.3811 0.3794 0.3962 0.3976 0.3980 0.3983
2295 3825 5355 6885 765 1530 2550 3825 5355 7140
32 B4 0.3802 0.3968 0.3981 0.3990 0.3817 0.3800 0.3969 0.3982 0.3986 0.3990
2619 4365 6111 7857 873 1746 2910 4365 6111 8148
36 B4 0.3806 0.3973 0.3986 0.3995 0.3821 0.3805 0.3974 0.3987 0.3991 0.3995
2943 4905 6867 8829 981 1962 3270 4905 6867 9156
40 B4 0.3810 0.3976 0.3990 0.3998 0.3825 0.3809 0.3977 0.3991 0.3995 0.3999
3267 5445 7623 9801 1089 2178 3630 5445 7623 10164
44 B4 0.3813 0.3980 0.3994 0.4002 0.3828 0.3812 0.3981 0.3995 0.3999 0.4002
3591 5985 8379 10773 1197 2394 3990 5985 8379 11172
52 B4 0.3818 0.3984 0.3998 0.4006 0.3832 0.3816 0.3985 0.4000 0.4003 0.4007
4239 7065 9891 12717 1413 2826 4710 7065 9891 13188
56 B4 0.3819 0.3986 0.4000 0.4008 0.3834 0.3818 0.3987 0.4002 0.4006 0.4009
4563 7605 10647 13689 1521 3042 5070 7605 10647 14196
60 B4 0.3821 0.3988 0.4002 0.4010 0.3836 0.3820 0.3989 0.4003 0.4007 0.4011
4887 8145 11403 14661 1629 3258 5430 8145 11403 15204
64 B4 0.3822 0.3989 0.4003 0.4011 0.3836 0.3821 0.3990 0.4005 0.4008 0.4012
5211 8685 12159 15633 1737 3474 5790 8685 12159 16212
0.4023

Analitik ¢oz. (14)

Sonug olarak iki ucu ankastre mesnet kirig problemi i¢in,
LE tipi bir agilim modelinin TE tipi bir agilim modeline gore
analitik ¢oziime hemen hemen ayni hata oran1 ve fakat daha
az sayida SDS ile yakinsadig1 goriilmiistiir. Bu problem icin
bundan sonra yapilacak statik analiz ¢aligmalarinda daha az
sayida SDS saglamasi sebebiyle LE kiris modelinin tercih
edilmesi daha uygun olmasina karsin, bir 6nceki problem ile
karsilastirma olanagr saglanabilmesi amaciyla farklh
mertebelerden TE kiris modeli kullanilacaktir. Ayrica kirig
ekseni 60 adet B4tipi sonlu elemanlar (60B4) ile
modellenecektir.

3.2.2 Iki ucu ankastre kiris static analiz

Ele alinan iki ucu ankastre kirigin kritik kesitlerinde
gerilme ve sekil degistirme analizi CUF gergevesinde farkl
mertebeden TE modelleri kullanilarak yapilmistir. Sz
konusu analizlerde gerilme ve sekil degistirmelerin kalinlik

ve genislik boyunca degisimleri incelenmistir. Elde edilen
sonuglar agagida verilmistir.

Sekil 10°da enine kayma gerilmesi 6_YZ ve enine sekil
degistirme € YZ dagilimlarinin y=0.1L kesiti i¢in kalinlik
boyunca farkli mertebeden TE modelleri (N=2~6) icin
dagilimi1 goriilmektedir. Kullanilan model mertebesinin (N),
hem enine kayma gerilmesi hem de enine sekil degistirme
iizerindeki bliylik etkisi (6zellikle N=2"den sonra) acik bir
sekilde goriilmektedir. Mertebe degerinin en az N=3 olmasi
ile birlikte enine kayma gerilmesi ve enine sekil degistirme
degerlerinde yakinsama gerceklesmigtir. Daha yiiksek
mertebeden agilim modeli kullanilmasi, sadece SDS’yi ve
dolayisi ile hesaplama yiikiiniin artmasina sebep olacaktir.
Sekil 10’dan goriilecegi lizere enine kayma gerilmesi gy, ve
enine sekil degistirme &y, en biiyiik degerlerini y = 0.1L
kesitinin agirlik merkezinde almaktadirlar (x = 0,z = 0).
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Sekil 9. 60 B4 sonlu eleman modellemesi i¢in LE — 4L9 tipi a¢ilima ait kiris deformasyonu
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Sekil 10. (a) Kalinlik boyunca enine kayma gerilmesi oy, (b) enine sekil degistirme £y, dagilimlart (b)(x = 0,y = 0.1L, z)
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Tablo 6. Farkli TE modelleri igin enine kayma gerilmesi gy, Ve enine
sekil degistirmesi ey, (x,y = 0.1L,z = 0)

y=01Lz=0
Model (0,,) x 10 [Pa] (g,,) x 1078
x=0 x=+b/4 x=+b/2 x=0 x=xb/4 x=+b/2

N=2 -1.056 —1.055 —1.053 —0.383 —0.382 —-0.381
N=3 —-1483 —1.483 —1.482 —-0.538 —0.537 —0.537
N=4 -1502 —1.498 —-1.494 —-0.544 —0.543 —0.542
N=5 —1490 —1.486 —1.482 —0.540 -0.539 —-0.537
N=6 —1496 —1.486 —1.481 —0.542 —-0.539 —-0.537
N=7 —1494 —1.484 —1.479 —0.541 —0.538 —0.536
N=8 -1.502 —1.484 —1.479 —0.544 —0.538 —0.536
N=9 -1502 —1.484 —1.479 —0.544 —0.538 —0.536

Sekil 11°de eksenel gerilme oyy ve eksenel sekil
degistirme &yy dagilimlarinin agiklik ortasi kesiti igin
kalinlik boyunca farkli mertebeden TE modelleri (N = 2~6)
icin dagilimi gériilmektedir. S6z konusu kesitin 6zellikle alt
ve st liflerinde mertebe degerinin en az N = 3 olmasi ile
birlikte her iki biiyiikliik i¢in yakinsama gerceklesmistir.
Sekil 11°den goriilecegi ilizere eksenel gerilme oyy Ve

08} \
® —o—TE-2
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04 F —+—TES
% TES
02} \
.g. oF LS
N
.0 2 -
04}
06
2]
08 \
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(a)

Z[m]

eksenel sekil degistirme &yy, en biiyiik degerlerini bu kesitin
alt ve Ust liflerinde (x = 0,z = + h/2) almaktadir.

Tablo 7’de bu iki biytkligin, tst lifler igin kesit
genisligi boyunca kritik noktalardaki degerleri, TE kiris
modeli mertebesinin farkli degerleri i¢in verilmistir.
Tablodan goriilecegi lizere N = 3’den itibaren her iki
degerde yakinsama goriilmekte olup N = 4 degerinde ise bu
degerler sabit olarak kalmaktadirlar.
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Sekil 11. (a) Kalinlik boyunca eksenel gerilme 6 Y'Y, (b) eksenel sekil degistirme € Y'Y dagilimlan (x=0,y=L2,z)
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Tablo 7. Farkli TE modelleri i¢in eksenel gerilme gy, Ve
eksenel sekil degistirme eyy (x,y = L/2,z = h/2)
y=L/2,z="h/2

Model

(0yy) X 10% [Pa] (&y) x 1078

x
=0

=
=

xR
=

+b/4 =+b/2 =0

N=2 —0.304' —0.3049 -0.3049 —0.4302 -0.4302 —0.4302

N=3 —0.320 F0.320 -0.320 —0.445 +0.445 —0.445
N=4 —0.322 F0.322 —0.322 —0.445 +0.445 —0.445
N=5 -0.322 F0.322 —0.322 —0.445 +0.445 —0.445

4  Sonuglar

Bu calismada elde edilen sonuglar asagida maddeler

halinde verilmistir.

e CUF c¢ergevesinde kullanilacak agilim modelinin tipi,
problemin ug sinir kosullarina daha az sayida serbestlik
derecesi bakimindan baglhdir.

e Ele alinan basit kirig probleminde, TE kullanilmast ile
analitik ¢6ziime yakinsama ¢ok daha az sayida SDS ile
gerceklesmektedir.

e Ele alinan ankastre kiris probleminde, LE kullanilmasi
ile analitik ¢6ziime yakinsama ¢ok daha az sayida SDS
ile gerceklesmektedir.

¢ Enine kayma gerilmesi gy, ve enine sekil degistirme
gyz ic¢in Taylor tipi bir kiris modelinde TE agilim
mertebesinin en az N = 3 olmasi gerekmektedir.

o Eksenel gerilme oy, ve eksenel sekil degistirme &yy
icin Taylor tipi bir kiris modelinde TE acilim
mertebesinin en az N = 3 olmasi gerekmektedir.

Tesekkiir

Bu c¢aligmanin gergeklesmesinde degerli katkilarii
esirgemeyen Sayin Prof. Dr. Erasmo Carrera’ya en derin
saygilarimi sunarim.

Cikar catismasi
Yazar ¢ikar ¢atismasi olmadigini beyan etmektedir.

Benzerlik oram (iThenticate): %13

Kaynaklar

[1] D. T. Mucichescu, Bounds for stiffness of prismatic
beams. Journal of Structural Engineering, 110, 1410-
14,1984,

[2] E. Carrera, G. Giunta and M. Petrolo, Beam Structures:
Classical and Advanced Theories. JohnWiley & Sons,
United Kingdom: Chichester, West Sussex, 2011.

[3] H.T.ThaiandT.P. Vo, Bending and Free Vibration of
Functionally Graded Beams Using Various Higher-
order Shear Deformation Beam Theories. International
Journal of Mechanical Sciences, 62(1), 57-66, 2012.
https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2012.05.014.

[4] K. K. Pradhan and S. Chakraverty, Effects of Different
Shear Deformation Theories on Free Vibration of
Functionally Graded Beams. International Journal of
Mechanical ~ Sciences, 82,  149-60, 2014.
https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2014.03.014.

[5] M. A. Levinson, An accurate simple theory of statics
and Dynamics of elastic plates. Mech. Res. Commun.,
7(6), 343-50, 1980.https://doi.org/10.1016/0093-
6413(80)90049-X.

[6] M. A. Levinson, A new rectangular beam theory.
Journal of Sound and Vibration, 74(1), 81-7, 1981.
https://doi.org/10.1016/0022-460X(81)90493-4.

[71 M. Z. Wang and W. Wang, A refined theory of beams.
J. Eng. Mech., Suppl., 324-327, 2003.

[8] Y. Gao and M. Wang, A refined theory of rectangular
deep beams based on general solutions of elasticity.
Sci. China Ser. G, 36(3), 286-97, 2006.

[91 A. Bekhadda, et al., Static buckling and vibration
analysis of continuously graded ceramic-metal beams
using a refined higher order shear deformation theory.
Multidiscipline Modeling In Materials And Structures,
15(6), 1152-69, 2019.

[10] J. Cai and C. D. Moen, Elastic buckling analysis of
thin-walled structural members with rectangular holes
using generalized beam theory. Thin-Walled
Structures, 107, 274-86, 2016. https://doi.org/
10.1016/j.tws.2016.06.014.

[11] E. Carrera, A. Pagani, M. Petrolo, et al., Recent
developments on refined theories for beams with
applications. Mechanical Engineering Reviews, 2 (2),
14-00298, 2015.https://doi.org/10.1299/mer.14-00298.

[12] E. Carrera, A. G. de Miguel, and A. Pagani, Extension
of MITC to higher-order beam models and shear
locking analysis for compact, thin-walled, and
composite structures. International Journal For
Numerical Methods In Engineering, 112(13), 1889-
908, 2017.https://doi.org/10.1002/nme.5588.

[13] S. Richard, Generalized Beam Theory-an adequate
method for coupled stability problems. Thin-Walled
Structures, 19(2-4), 161-80, 1994.

[14] G. Taigand G. Ranzi, Generalised Beam Theory (GBT)
for composite beams with partial shear interaction.
Engineering  Structures, 99, 582-602, 2015.
https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2015.05.025.

[15] S. W. Tsai, Composites Design. Dayton, Think
Composites, 1988.

[16] J. N. Reddy, Mechanics of laminated composite plates
and shells. Theory and Analysis. CRC Press, 2004.

[17] K. Bathe, Finite element procedure. Prentice Hall,
Englewood Cliffs, NJ, 1996.

[18] S. Timoshenko and J. N. Goodier, Theory of Elasticity.
McGraw-Hill Book Company, Inc., 1951.

[19] G. Shi and G. Z. Voyiadjis, A sixth-order theory of
shear deformable beams with variational consistent
boundary conditions. J. Appl. Mech. 78(2), 021019-1-
021019-11, 2011.

265


https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2012.05.014
https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2014.03.014
https://doi.org/10.1016/0093-6413(80)90049-X
https://doi.org/10.1016/0093-6413(80)90049-X
https://doi.org/10.1016/0022-460X(81)90493-4
https://doi.org/%2010.1016/j.tws.2016.06.014
https://doi.org/%2010.1016/j.tws.2016.06.014
https://doi.org/10.1299/mer.14-00298
https://doi.org/10.1002/nme.5588
https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2015.05.025

	1 Giriş
	2 Carrera birleşik formulasyon (CUF) ve sonlu eleman formulasyonu
	3 Sayısal sonuçlar
	3.1 Basit kiriş problem
	3.1.1 Yakınsama çalışması
	3.1.2 Basit kiriş statik analiz

	3.2 İki ucu ankastre kiriş problem
	3.2.1 Yakınsama çalışması
	3.2.2 İki ucu ankastre kiriş static analiz


	4 Sonuçlar
	Teşekkür
	Çıkar çatışması
	Benzerlik oranı (iThenticate): %13
	Kaynaklar

