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Hidrojen Atomunda Enerji Seviyelerindeki Kaymalarin

Perturbasyon Teorisi ile Hesaplanmasi

Mehmet ERDOGAN ', Riza OGUL'

Ozet: Bu calismada, hidrojen atomunun enerji diizeyleri, Schrédinger denklemi kullanilarak
belirlenmistir. Buna ek olarak, hidrojen atomunda enerji kaymalari, pertiirbasyon teorisi kullanilarak,
dejenere ve dejenere olmayan durumlar icin hesaplanmistir. Bunun igin ilk olarak Schrédinger
denklemi, hidrojen atomu icin kuantum mekaniksel olarak ¢6zilmis ve daha sonra radyal olasilik
yogunlugu grafikleri gizilmistir. Bununla birlikte pertiirbe potansiyeli uygulanmis hidrojen atomu igin
enerji kaymalari, zamandan bagimsiz pertlirbasyon teorisi kullanilarak hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Dalga fonksiyonu, Enerji kaymasi, Pertlirbasyon teorisi

Calculation of The Energy Shifts for Hydrogen Atoms
with Perturbation Theory

Abstract: Energy levels of hydrogen atom have been determined by solving the Schrédinger
equation. In addition, energy shifts at atomic structures for degenerate and nondegenerate states are
calculated by using perturbation theory. In this way, Schrédinger equation is first solved for hydrogen
atom quantum mechanically and then radial probability density distributions are plotted. Additionally,
energy shifts for hydrogen atom, on which the perturbation potantial is applied, are calculated by
using time independent perturbation theory.

Key Words: Wave functions, Energy shifts, Perturbation theory

1. Girig

Yirminci ylzyilin baslarinda klasik fizigin agiklayamadidi siyah cisim isimasi, fotoelektrik
olay ve Compton olayi, kuantum mekaniginin gelistiriimesi sonucunda tam olarak acgiklanabilmistir.
Kuantum mekaniginde kesin ¢6zimu olan potansiyellerden birisi Coulomb potansiyelidir. Bu
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yuzden hidrojen atomu dalga mekaniginde temel ve o6nemli bir Ornektir. Fakat birden fazla
elektrona sahip atomlarin ¢oézimlerinin zorlugundan dolayr Schrédinger denklemi yaklasim
metotlari kullanilarak ¢dzllebilmektedir. Bu sonuglar literatiirdeki sonuglarla deney hatalari
icerisinde uyumlu sonugclar vermistir. Bu yaklagim yéntemlerinden biri pertiirbasyon teorisidir. Buna
glre, sistemin enerji seviyelerine, kuguk katkilari olan etkilesme potansiyel enerjileri, pertirbasyon
teorisi ile hesaplanir. Hidrojen atomu icin enerji kaymalari zamandan bagdimsiz pertiirbasyon teorisi
kullanilarak dejenere durumlar ve dejenere olmayan durumlar i¢in hesaplanabilmektedir.

2. Hidrojen Atomunun Enerji Diizeylerinin Hesaplanmasi

Kuantum mekanidi ile atomik yapilar ¢ok iyi bir sekilde aciklanabilmektedir. Bu amagla
yapilan teorik aciklamalar deneysel gbézlemlerle cok iyi uyum gdstermektedir. Tum atomlari
kapsayan bu yeni atom modeline Dalga Modeli denir. Tek elektronlu hidrojen atomunun en basit
atom olmasi ve Coulomb potansiyel enerjisinin kiresel simetrik olmasi sebebiyle hidrojen atomu,
dalga modelinin en basit uygulamasini olusturur.

Coulomb potansiyel enerijisi kartezyen koordinat sisteminde,

Ze’ Ze®
Ux,y,z) =- =- (1)

(411g, ) /x> +y? +2° (4tg,) r

ifadesiyle verilir. Kiresel simetrinin en iyi ifade edildigi koordinat sistemi kiiresel koordinatlardir.
Kuresel koordinatlarin kartezyen koordinatlariyla iligkileri;

x =1Sin6 Cos (2)
y =rSinB Sin¢ (3)
z=1CosO (4)

seklindedir. Hidrojen atomunda elektronun Coulomb potansiyeli altindaki Schrédinger denklemi,

o)+ 22 B+ 2| wre.0) =0 )
U (dmeg )

biciminde verilir. Coulomb potansiyel enerjisi zamandan bagimsiz oldugu igin (5) esitligi
degiskenlerine ayrilarak c¢ozllebilir. Ancak burada 0% nin kiresel koordinatlardaki operator
ifadesine ihtiyag vardir. 0’ kartezyen koordinatlarda,

2 2 2
|:|2 — a - + a . + a . (6)
ox" 0y~ 0z
seklinde yazilir. (2), (3) ve (4) esitlikleri kullanilarak [0 kiiresel koordinatlarda;
19(,0 1 9 0 1 9
0°(r,0,0) = ——| r* — |+ —|Sin@— |+ —— 7
©0.0)=7 6r[r arj rZSinGGG[ - aej r’Sin’0 00° ")
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seklinde yazilir. (7) esitligi ile verilen operator ifadesi (5) esitliginde yerine yazilirsa, hidrojen
atomunun elektronu igin Schrédinger dalga denklemi, kiiresel koordinatlarda;

10 2awj+ 1 a( . anj 1 oy 2u )
2 a1t Al —| Sinf— |+ +2(E-U =0 8
r’ dr[r or ) rSinael” 98 ) r’Sin’6 o9’ nz( ) ¥ (®)

olur. Burada ¢dziim fonksiyonu U, simetrik olup sadece r nin fonksiyonudur. Denk.(8) ile verilen
P dalga fonksiyonu,

W(r,6,¢) =R(r) Y(6,¢) (9)
seklinde degiskenlerine ayrilip (8) esitliginde kullaniimasi ile elde edilen diferansiyel denklem
¢6zuldiginde hidrojen atomunun duragan enerji seviyelerinin dalga fonksiyonlari yaricapa ve
acilara bagli olmak Uzere ayri ayri bulunur.

Hidrojen atomunun genel ¢6zim fonksiyonunun agilara bagli kisminin ¢ézim fonksiyonlari,
kiiresel harmonikler olarak adlandirlir. Kiiresel harmonikleri olusturan fonksiyon;

Vam 2 {A+[ml)

ile verilir ve hidrojen atomunda elektronun, sabit yarigapli kire ylzeyi Uzerindeki harmonik
hareketini temsil eder. (10) esitligi ile verilen ifadede P, (&), birlesik Legendre polinomlarini ifade

v, (0.6)= L em (_1)(m+m)/z{2A+1 (A-Iml):} b @ o0

eder.

Hidrojen atomunun genel ¢ézim fonksiyonunun yarigapa bagh olan kismi, radyal dalga
fonksiyonu olarak adlandirilir ve

1/2

~(2zY -a-1y | s
Rn)\(p)_ (na(]] 2n[(n+)\)!]3 ep quJ(p) (11)

ile ifade edilir. Burada qu (p) birlesik Laguerre polinomlaridir ve p,

na,

ile gosterilir. (9) esitliginde verilen ifade kuantum sayilari ile indislenerek,

llJn)\m (I', 97 d)) = Rn)\(r) Y)\m (e’ d)) (13)
seklinde yazilir. Y, (0,0) ve R ,(r) icin sira ile (10) ve (11) esitliklerinde verilen ifadeleri (13)

esitliginde yerlerine yazildiginda, hidrojen atomunun dalga fonksiyonunun en genel ifadesi,
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22 (n-A-1)! c
0 = - P A
LlJn)\m (ra 9¢) {[nao j 2n[(n + )\) ']3 } © p qu(p)

(14)

_q\meml)2 [ 2A+1 ()‘_|m|)! - L i

ile verilir [1]. Hidrojen atomunun n =1,2 ve 3 durumlar igin _,_ dalga fonksiyonlarinin

tablosu Tablo (1) de verilmigtir.

Tablo 1. n = 1,2 ve 3 igin hidrojen atomlarina benzeyen atomlarin dalga fonksiyonlari

W, — Denk.(14)
n A m

1 7 3/2
— —Zr/a,
1 0 0 W0 _ﬁ(a_j e
0

3/2
0 0 wzooz; E 2_& e—Zr/ZaO
4421\ a, a,

i 1 7 3/2 7
0 P,, = il L o72r/280 (0050
1 e 4J2n(a0] a,
L (2 32 7
*1 Wy =—F—| — Zr e /2 QinPeti®
. 8VTT\ 4, a,
| 7 32 - o
0 0 Wi = — 27 -18=—+2 - e ~4/3%
81v3m\ a, a, a2
3/2
0 Wi :£ E 6-& Ee—zwsao CosB
° 1 8IVTI 2, a, ) a,
1 7 312 77
*1 Wy =——=| — 6— 25 | 2L o730 gipgetit
T 8lvm\ a, a, )a,
1 7 3/2 o
0 Y, = Rl r o~ Zr/3a (3C0529—l)
20 7 /_61'[(30} aoz
’ 1 7 3/2 7202
1 Wy =——| — 1‘2 o773 §inB CosBe™?
- 8lym\ A, a,
1 7 372 o
+2 Wiy = il I; e 73 Qin2Q et
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Schrédinger denkleminin ¢ozimiinden hidrojen atomu igin enerji ifadesi;

1 Za)
En :_5“ CZ(H—Z) (15)

seklinde bulunur. Burada O ince yapi sabitidir ve

eZ
a=
(

16
4118, NC) (16)

ile verilir.
Bir elektronlu atomlar igin Schrédinger denklemini ¢ozerek elde edilen E  enerji degerleri

Bohr modeliyle tamamen uyusmaktadir. Bu enerji spektrumu, deneysel spektrumun ana
Ozellikleriyle uyusur. Bununla birlikte, bu uygunluk tam degildir ve deneysel spektrumun ayrintilarini
aciklamak igin cesitli yaklasim yontemleri kullanilir.

(13) esitligi ile belirtilen hidrojen tipi dalga fonksiyonu ifadesi;

W (1, 6,0) dr=w5,, (1,6,¢) W, (r,8,0)r drsin © d8d¢ (17)

seklinde yazilirsa, sistem, (n,)\,m) kuantum sayilar ile tanimlanan kararli bir durumda iken

kiiresel koordinatlarda dr=r"dr sin® d0 d¢ ile verilen dr hacim elemaninda elektronun

bulunma olasiligini gosterir. | ljJn)m|2 = lIJEAm P, buyikligi olasilik yogunlugudur.

Radyal dagilim fonksiyonu, elektronun cekirdekten 1 birim uzakliginda birim uzunluk
basina bulunma olasiligini verir ve

P, (r) =R, (r)’ (18)

ile gosterilir. (17) esitligi© ve ¢ acilari Gzerinden integre edilir ve (13) esitligi kullanilirsa;

Tt 2m
P, (r)dr = 1> [R () dr[d@ sin® [do [Y,, (6,0)
0 0 (19)

=r’ |RnA (r)|2 dr

ifadesi bulunur. Bu, dogrultudan bagimsiz olarak elektronun g¢ekirdekten r ile r+ dr uzakliklari
arasinda bulunma olasihgini verir [2]. Hidrojen atomunda n'’in ilk iki deg@eri igin Rnx(r) radyal

0zfonksiyonlarinin ve an(r) radyal dagihm fonksiyonlarinin yaricapla degisimi Sekil (1) de

verilmigtir.
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Sekil 1. Hidrojen atomunda n=1 ve 2 durumlari i¢in radyal dagihm fonksiyonlarinin ve radyal fonksiyonlarinin

yaricapla degisimi
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3. Hidrojen Atomunda Enerji Kaymalarinin Pertiirbasyon Teorisi ile Hesaplanmasi
Bir hidrojen atomu g6z 6nlne alinip, Coulomb alaninin kaynagi olan protonu, diizgin

yuklenmis R yaricapl bir kiire olarak kabul edersek Coulomb potansiyel enerjisi;

V(r) =- 523 (Rz —%rzj r{R (r(( ao) (20)
V(r)= _e r)R (21)
T

olarak diisiinip n =1, A=0 durumu ve n =2 durumu igin enerji kaymalari hesaplanirken,
problem hidrojene benzer bir atom i¢in ¢ézulip, Z=1 yazilirsa hidrojen atomu i¢in ¢6zim bulunmusg
olur (r { R ). Burada; Sl degil, CGS birim sistemi kullaniimaktadir.

Sistemin toplam Hamiltonyeni,

2 2 2 2
= p-  Ze +Ze _3Ze3 R2—1r2 22)
2m r r 2R 3

seklinde yazilir. Burada;

2 2
Ze
H, =2 - 23)
2m r
Z¢e* 3Z¢é 1
H ==—/—-"—"F|R*-=r’ (24)
r 2R 3
seklinde verilir.
n =1, A=0 durumu igin birinci dereceden enerji kaymasi,
EY = ( @[ Hy | @) (25)
formiliinden hesaplanir. Bu durum igin dalga fonksiyonu Tablo (1) den yazilirsa
2
EV =] |@y| H, d'r (26)
integrali sonucunda;
2 RY
EV=2pcta’| = (27)
5 a,
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bulunur.
n=2 durumu igin 4 durum s0z konusudur.
(pggo , cpgii), (p(;l)l, (p(;?_l seklindedir. n =2 durumu igin

enerji kaymasi;

Yo (o

1=1234

Ho)=Ela,

ve

(@ [H]d)=h, i=1234

kullanilarak daha agik sekli;

]

> a, hji:Eff) a.

Bu durumlar,

birinci dereceden

(28)

(29)

(30)

ile ifade edilir. 4 katli dejenere durum igin 4 tane denklem sistemi elde edilir. Bunlar,

—
cxlhll +a2h12 +a3 h13 +a4h14 _Eg)al
al h21 +a2 h22 +a3 h23 +a4h24 :ES)GZ

—rU
al h31 +a2 h32 +a3 h33 +a4h34 _Egl)a3

—g0
Gl h41 +G2 h42 +O(3h43 +O(4h44 _En 0(4

seklinde bulunur. Bu denklem sistemi matris formunda yazilirsa;

h, h, h; hy, a, a,
h21 hzz h23 h24 a, - E(]) a,
hy, hy, hy hy a; ’ a;
h,, h, h, h a a

elde edilir. (32) denkleminin ilk terim matrisinin matris elemanlari,
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h21 =({ P20 |H| | (p200>
hzz 0, |H1 | (P210>
h 0,10 |H1 | (P21|>

{
{
{
(@ [Hy| @ury
<
<
<

23

h24

hy,

42 = (p21,—l ‘Hl | (pZIO

D, ‘H1| (p200>
h )
h43 >

Gy ‘Hl | Qo1
h, = < ®y - ‘Hl ‘ (p21,—1>

seklinde yazilir ve ayri ayri bulunur. Dalga fonksiyonlari Tablo (1) den yazilarak;

2 2 3
h“: E Z LR —
z ) 2a,) |10

h12 :h13 :h14 = 0

(%)

h41 =h42 :h43 =0

1 (22
h,, =— e’ R’
01{2a,

2
s 32 R* (33)
560 a;

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

sonuglari bulunur. Buna gore sirayla 1.,2.,3. ve 4. durum icin enerji kaymalari;

Eg) :hll E(21) :h22

olarak bulunur.

EY =h,, EY =h,, (a1)
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4. Sonuglar ve Tartisma

Hidrojen atomu kuantum mekaniksel olarak ¢dzildikten sonra radyal fonksiyonlarin ve
radyal dagihm fonksiyonlarinin konuma goére degisim grafikleri cizilmistir. Buna gére Radyal dalga
fonksiyonlari sadece s durumu igin r = 0’da sifirdan farkhdir. PnA(r) Radyal dagilim fonksiyonu ise
n-A tane maksimum gosterir. Belirli bir n degeri icin yoriingesel kuantum sayisi en biiyiik A=n -1
degerine sahip oldugundan yalniz bir maksimumu vardir ve bu maksimum Bohr modeli ile uyusur
[1].

Schrédinger denkleminin tam olarak ¢oziilebildigi U(r) potansiyel enerjilerinin sayisinin az
olmasindan dolayl hesaplamalar yaklasim yontemleri kullanilarak yapilmistir [3]. Bunun igin
zamandan bagimsiz pertirbasyon teorisi kullanilarak, atomik yapilarda, dejenere ve dejenere
olmayan durumlar igin enerji kaymalari hesaplanmigtir. Pertirbasyon teorisi kullanilarak elde edilen
sonuglar deneysel sonuglara daha da yakin degerler bulmamizi saglar. Bunun yaninda, goéreceli
(rolativistik) etkilerin de hesaba katilmasi gerekir. Bu tiir etkilerin hesaplanmasi igin genellikle Dirac
denkleminin ¢ézimleri kullanilir [4,5,6,7].
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