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Oz: Nanda [29] 1989 yilinda biitiin yakinsak bulanik say: dizilerinin tam metrik uzaylar
oldugunu gosterdi. Ayrica, Nuray [30] bulanik sayilarda lacunary istatistiksel yakinsak ve
istatistiksel yakinsak diziler arasindaki iliskileri verdi. Bununla birlikte, bulanik say1 dizilerinin
cesitli yonleri bir¢ok yazar tarafindan tartisilmustir. Bu ¢alismada, ti¢ indisli bir bulanik say1
dizisinin lacunary istatistiksel yakinsakligi ve ti¢ indisli lacunary gii¢lii p-Cesaro toplanabilmesi
kavramlar1 incelenmistir. Uc indisli lacunary istatistiksel Cauchy dizisi, ii¢ indisli lacunary
giiclii p-Cesaro toplanabilme ve lacunary istatistiksel olarak bulanik bir sayiya yakinsak olmay1
tanimliyoruz. Bu cesitli kavramlar arasinda bir iliski oldugunu diisiiniiyoruz ve bu nedenle,
makalede bu konu ile ilgili baz1 temel teoremlere yer veriyoruz.

Anahtar kelimeler: Lacunary istatistiksel yakinsaklik; Istatistiksel yakinsaklik; Bulanik sayz;
Ug indisli dizi

Triple Lacunary Sequence Spaces for Fuzzy Numbers

Abstract: It was Nanda [29] in 1989 who demonstrate that all convergent fuzzy number
sequences are complete metric spaces. Nuray [30] gave the relations between lacunary statistical
convergent and statistical convergent sequences in fuzzy numbers. Various aspects of fuzzy
number sequences have been discussed by many different authors. In this work, we peruse the
notions of lacunary statistical convergence of a triple sequence of fuzzy numbers and triple
lacunary strongly p-Cesaro summability. We define triple lacunary statistically Cauchy
sequence, triple lacunary strongly p-Cesaro summable and lacunary statistically convergent to a
fuzzy number. We think that there is a relationship between these various concepts. Thus in this
article, we include some basic theorems on this subject.
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sequence
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1. Giris

Bulanik diziler kavrami, 1986’da Matloka [23] tarafindan tanimlanmistir. Matloka
bulanik sayilarin smirli, yakinsak dizilerini vermis ve bazi temel teoremlerini
ispatlamistir. Nanda [29] ise bulanik say1 dizileri {izerine ¢alismalarini devam ettirmis
ve bulanik reel sayilarin her yakinsak dizi kiimesinin tam metrik uzay1 olusturdugunu
gostermistir.

1950’1i yillarda, birbirinden bagimsiz olarak Fast (1951) [6] ve Schoenberg (1959) [42]
reel ve kompleks dizilerde istatistiksel yakinsaklig1 tanitmistir. 1980°1i yillarda ise, Salat
(1980) [34] ve Fridy (1985) [9] kendi ¢alismalarinda bu kavrami gelistirmislerdir. Takip
eden yillarda istatistiksel yakinsak diziler farkli agilardan ¢esitli yazarlar tarafindan
arastirtlmastir [3,11,24-25]. Lacunary istatistiksel yakinsaklik diisiincesi Fridy ve Orhan
[10] tarafindan tanimlanmis ve toplanabilirlik yontemini istatistiksel yakinsama ile diger
toplanabilirlik yOntemleriyle karsilastirmiglardir. Bu kavramin bir¢ok uygulamasi
[14,26,41,45-46] kaynaklarindan bulunabilir.

Daha sonra, Nuray ve Savas [31] bulanik sayilarda istatistiksel yakinsaklik ve
istatistiksel Cauchy dizisi kavramlarini tanimlamiglardir. Bu konudaki bir¢ok farkli
calisma [2,13,17,20-21,27-28,30,36,39,44] kaynaklarinda bulunabilir. Ayrica bulanik
sayilarin lacunary istatistiksel yakinsak dizileri ve istatistiksel yakinsaklik arasindaki
kapsama iligkileri Nuray [30] tarafindan kanitlanmistir.

Agnew [1] cok indisli dizilerin toplanabilirlik teorisi {izerine arastirmalar yapmustir.
Daha sonraki yillarda, Sahiner vd. [43] ii¢ indisli dizilerde istatistiksel yakinsakligi
arastirmaya basladi. Savas [35] bulanik sayilarin ¢ift indisli yakinsak dizilerini sundu ve
bulanik sayilarin her ¢ift indisli yakinsak dizisinin kiimesinin tam oldugunu belirtti. Cift
indisli ve ti¢ indisli diziler hakkinda bir¢ok farkli ¢alisma arastirmacilar tarafindan
yapilmustir [5,7,12,15-16,18-19,37-38,40].

Bu makalede ise, bulanik sayilarda ii¢ indisli dizilerde lacunary istatistiksel yakinsaklik
ve li¢ indisli dizilerin lacunary gii¢lii p-Cesaro toplami tizerine ¢alisilmistir.

2. Materyal ve Metot

Bu bdliimde bazi temel tanimlari ve kavramlari agiklayacagiz. Verilecek olan kavramlar
her asamada kullanilacaktir. Makalenin okuyuculari daha fazla ayrinti igin [2,4-
5,8,10,15,19,22-23,27,30-34,37,40,43] kaynaklarindan faydalanabilirler.

Bulanik bir sayi, asagidaki kosullar1 saglayan, ¥Y:R™ — [0,1] seklinde bir fonksiyon
olan, gergel eksende bulanik bir kiimedir:

(i) Y (x) = 1, Y fonksiyonu normaldir,

(ii) Y bulanik konvekstir; yani x;,x, E R® ve 0 <A1 <1 i¢in Y(Ax; + (1 — Dx,) =
min{Y (x,),Y (x2)},

(iii) Bir Y fonksiyonu iist yari-siireklidir,

(iv) Y fonksiyonu {x: x € R, Y (x) > 0} := Y kiimesinin kapamsinda kompakttir.

Ustteki 6zellikler her 0 < a < 1 igin
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Y*={YV(x) = a:x € R"} (1)

a-seviye kiimesi olmak iizere bostan farkli kompakt konveks ve YO%destek kiimesi
oldugu i¢in Y* ¢ R™ dir. Her bulanik say1 kiimesi L(R™) olarak tanimlanir.

d., Hausdorff metrigi olmak iizere 1 < q < o ig¢in

1

d,(V,Y) = l f 1500 (Y, y®)d dalq ()

ve
do = SUPge[0,1]000 (Y%, YY) (3)

olsun. Makalede d, d; (1 < q < o) metrigi olarak tanimlanacaktir. d, tam, ayrilabilir,
yerel olarak kompakt bir metrik uzaydir. Eger g < r ise d, < d, ozelligi ile

de(Y,Y) = (}Lngo d,(Y,Y) (4)

elde edilir [4].

[statistiksel yakmsama, dogal yogunluk kavramina baghdir. Her pozitif tam saymnin
kiimesi N olmak tizere A N kiimesi i¢in § (A) olarak ifade edilen dogal yogunluk

5(4) = lim wl{i <w:i € A}] (5)
w— o0
ile tanimlanir. |A| seklindeki gosterim A kiimesinin kardinalitesini gosterecektir.
Tiim € > 0 i¢in {i < w: |x; — X| = &} kiimesinin asimptotik yogunlugu sifir yani

V}/i_r)rgow‘ll{i <w:|x;—X|=¢€}=0 (6)

ise x = {x;} dizisi X sayisina istatistiksel olarak yakinsak olarak adlandirilir.

hy =i, —ip_4 > (r > ) Q)
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kosulunu saglayan artan bir tamsayi dizisi olan 6, = {i,.} dizisine lacunary dizisi denir.

Burada I, = (i,_q,i,] Ve q, = ll—r seklinde ele alinsin.
r—1

6, = {i,} bir lacunary dizi olsun. Her £ > 0 i¢in lim h, *|{i < L:|x; = X| = €}| = 0
T—00

ise {x;} dizisi X degerine Sy_-yakinsaktir denir.

Eger € > 0 i¢in
lim w™{i < w:d(¥,Yp) =€} =0 (8)
WwW—>00

ise bulanik sayilarin bir {¥;} dizisi ¥ bulanik sayisina istatistiksel olarak yakinsaktir
denir. Yani, hemen hemen tiim i i¢in d(¥;,Y,) < & dir [31].

0, = {i,} dizisi bir lacunary dizisi olsun. Eger her & >0 icin lim h, *|{i <
T—00
L:d(Y;,Yy) = €}|:=0 ise ¥ = {¥;} bulamk sayr dizisi bir ¥, bulanik sayisma Sg -

yakinsaktir denir.

6, = {i,} bir lacunary dizi olsun. Eger her r icin i;. € L. iken Y = Y, (r — o) olacak
sekilde {¥;} € Y bir alt dizisi var ve her £ > 0 i¢in

lim b, |{i < 1 d (X, Y ) 2 e} =0 9)

ise Y = {¥;} bulanik say1 dizisine lacunary istatistiksel Cauchy dizisidir denir.

p € R* olsun. Eger
1 m
P— lim — > d(5, 1) =0 (10)
i=1

saglaniyorsa ¥ = {¥;} bulanik say1 dizisi ¥, bulanik sayisma giglii p-Cesaro
toplanabilen olarak adlandirilir. Yani,

loy|(F) = {Y = {Y;}: baz1Y, bulanik sayilar i¢in
.1 11
P lim 3, d(1, %,)” = 0} 4y

Bu kosul altinda, ¥ bulanik say1 dizisi, ¥, bulanik sayisina giiglii p-Cesaro toplanabilir
adlandirilir.

6,- bir lacunary dizi olsun. Eger
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No_(F) = {Y = {Y;}: baz1 ¥, bulanik sayilari igin,

. 12
P - ll_)rgjhirZieIrd(Y%;YO)p = 0}, (12)

olacak sekilde bir ¥ bulanik sayisi varsa ¥ = {¥;} bulanik dizisine lacunary gii¢lii p-
Cesaro toplanabilir denir.

A € N3 kiimesinin dogal yogunlugu

A
P— lim Aol _ 55(4) (13)
mmn,o—>c MnNoO
ile tanimlanir. Eger her € > 0 sayisi i¢in
8:({(mn,0) eN3: |x;, —X| = ¢}) =0 (14)

ise reel i¢ indisli {x; jk} dizisi X e Pringsheim anlaminda istatistiksel yakinsaktir veya
P-yakinsaktir denir.

Ornegin, A = {(i3,j3,k3):1,j, k € N} olsun. O halde,

IAmnol . 3 mno
<P-— lim =0 (15)

§:(A) =P — lim
mn,0o—»c© MNo mmn,0o—~>c Mno

dir. Eger

ip =0, hr=ir—ir_1—>00(r—>00), Jo=0, hs:js_js—l_)oo(sﬁoo) 16
ve k0=0, ht=kt_kt_1_)oo(t_>oo) ( )

olacak sekilde ii¢ tane artan tamsay1 dizisi varsa 6,5, = {(i;, js, k;)} dizisine {i¢ indisli
lacunary dizisi denir.

Burada iT,S,t = iT'jSkt’ h'T',S,t = hThSh't’ HT,S,t diZlSl IT,S,t = {(l,_], k): ir—l <i S ir,
. . . 'r '5 k .
Jso1 <J <Jo kioa <k <k}, ¢r=—, s =2, @ = — Ve qrg; = §,q5q; sekli

ir—1 Js-1 ke—1

ile belirlenmis olsun.

Bulanik say1 dizilerinin ti¢ indisli istatistiksel yakinsamasi ¢alismasina ilk olarak [19] da
rastlanmisgtir.

Eger her € > 0 ve her i,j, k > n, i¢in
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d(Yijr, ¥o) < ¢ (17)

olacak sekilde ny € Z* varsa Y = {¥;;,} ii¢ indisli bulanik say1 dizisine bir ¥, bulanik
sayisina Pringsheim anlaminda yakinsak veya bir Y, bulanik sayisina P-yakinsak denir.
Burada biz bu yakmsaklig1 ¥ - Y; seklinde gosterecegiz.

Ayrica, eger Vi = Y, (i,j,k > ) ise bir {¥;;} ii¢ indisli dizisinin bir sonlu ¥,
sayisina yakinsadigini syleyebiliriz.

Her i,j, k icin d(Yi jk,YO) < M olacak sekilde M > 0 sayis1 varsa, bulanik sayilarin bir

Y = {Yijk} s ti¢ indisli dizisine smirlidir denir. Burada bulanik sayilarin her

sinirlt ii¢ indisli dizisinin kiimesini (3, (F) ile tanimlariz.

Tamm 2.1. [19] Eger her € > 0 i¢in

. 1 N .
P _m,kﬂmﬁl{(l’]’k):l <m,j<nvek< o;d(lfijk,lfo) > £}| =0 (18)

ise Ui¢ indisli V' = {Yi jk} bulanik say1 dizisi ¥, bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir
denir. Bu durumda, st — Y;j, =" ¥, (i, j, k = o) dir. Bulanik sayilarn tiim @i¢ indisli
istatistiksel olarak yakinsak dizilerinin kiimesini st3(F) ile belirtebiliriz.

3. Bulgular

Ug indisli lacunary istatistiksel yakinsaklig1 géz oniine alarak bu boliimde bulanik say1
dizileri i¢in ti¢ indisli lacunary istatistiksel yakinsamanin asagida verilen dikkate deger
ozellikleri ek olarak Sy, (F) ve N, . (F)-yakinsakligi arasindaki iligkiler verilmistir.

Ek olarak S9r,s,t(F ) ve Ngr‘s't(F )-yakinsakligin smurlt ti¢ indisli diziler i¢in esdeger
oldugu belirtilmistir.

Aksi belirtilmedikge bu makale boyunca 6, ;. = {(i,,js, k¢)} tg indisli bir lacunary
dizisi olarak kullanilacaktir.

Tamim 3.1. Egerher e > 0 ver,s,t — oo igin (ir,f_;, k~t) €Lt Yijk, = Yo Ve
r;itn—Em hrJS't_l |{(i’j’ k) € L s d(yijk'yl?jskt) = g}l =0 (19)

olacak sekilde {Y7 5 } € Y alt dizisi varsa ¥ = {v; jk} ti¢ indisli bulanik say1 dizisine ii¢
indisli lacunary istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.2. Eger
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Ny, (F) ={Y = {Yijk} : baz1 ¥, bulanik sayilari icin,

D
AV Yo)" = 0} (20)
(i,j,k)ElT‘S,t

lim
7,500 hr,s,t

olacak sekilde bir ¥; bulanik sayisi varsa ti¢ indisli ¥ = {Yi jk} bulanik say1 dizisine ii¢
indisli lacunary giiclii p-Cesaro toplanabilir denir.

Ug indisli lacunary istatistiksel yakinsamay1 géz &niine aliyoruz.

Tamm 3.3. Eger her € > 0 i¢in

1
lim ——|{(i), k) € Ise: d(Vijin Vo) Z €}] = 0 (21)
7,5t

7,S,t—>00
ise li¢ indisli Y bulanik dizisi ¥, bulanik sayisina lacunary istatistiksel olarak yakinsaktir
denir.
Bu kosul altinda, Sg,_ , —limY = ¥,(r,s,t = o) veya Y;j. = Y,(Sq, ) (r,s,t = o)
seklinde yazabiliriz. Buradan bulanik sayilarin tiim ii¢ indisli S, . -yakinsak dizilerinin
kiimesini Sg__,(F) ile tammlayabiliriz.

Teorem 3.1. ki tane ii¢ indisli ¥ = {Yijk} veY = {Yijk} bulanik sayilarin dizisi olsun.

(i) Eger C € R ve Y »F Y,(Sp, ,,) (1,5, t = o) ise CYij = CYy(Sy, ) (.5, =
o) olur.

(i) Eger Y —F YO(ngt) (r,s,t > 0) ve VY -F YO(SQT,SJ) (r,s,t > ) ise
(Yiji + Yiji) =F (Y0+Y0)(59r‘5_t) (r,s, t - o) dir.

Ispat. (i) Eger C = 0 ise ispat agiktir. C # 0 ve Yij = YO(SQTJSJ) (r,s,t = o) olsun.
Her € > 0 i¢in

1
im —[{(0), k) € s d(Yij, Vo) 2 €} = 0 (22)
st Ry g

saglanir. C € R ig¢in,

1
lim ——1{(0.j, k) € Iy d(Chige, CYo) = e}
r,s,t

7,S,t—>00

7,S,t—>00 h

1
= lim o (@) k) € Lge: IC1d (Vi Yo) = €}
»S)

4 (23)
. 3 3 8
< lim — {(1,1, k) € L g d(Yiji, 1) 2 WH
=0
elde edilir. Boylece, CY;j = CYy(S, ) (r,s,t = o0) olur.
(i)
. 3 g
Gy ={(0),k) € Irsid (Y Vo) 2 5}, (24)
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.. £
G, = {(l,],k) € L4 d(Yijk, YO) > E}
olarak alalm. Her (i, j, k) € G; N G, i¢in G; N G, # @ oldugunda

_ 1 .
lim h—t |{(l;]; k) € Ir,s,t: d(yijk + Yijk'yo + YO) 2 g}l
7.5,

r,s,t—o
’

< lim
rstoo Ry o

{Ggi0) € I d (g 16) = 5] (25)

+ lim !

r,5,t—>00 Ry st

{(),K) € L g d(Yiju Yo) 2 5}
=0

elde ederiz. Boylece, (Yijk + Yijk) —P (Y.0+Y0)(SQT'SI) (r,s,t > oo) olur.

Teorem 3.2. 85 (A) =1ve Y; —F ¥5(Se, ,,) (ng = ) olacak sekilde bir A =
{(ino,jno, kno),no =1,2, } c N3 alt kiimesinin var olmas1 icin gerek ve yeter kosul

Yijk -F Y, (nglt) (r,s,t - o0) olmasidir.

Tlojno leO

Ispat. ¥, =F ¥,(Sp,,,)(r,s,t = ) olsun. Her & > 0 igin
Gy ={(,),k) € Lsr:d(Yijr Yo) = €}

(26)
GZ = {(l;]; k) € IT,S,t: d(Y;]le.O) < 8}

ise 8, .. (G)) =0 ve boylece &g (G,) =1 olur. Ustelik G; NG, =@ bulunur.
8o, ,.(Gz) =1 igin G, kiimesinin sonsuz bir kiime oldugu sonucu ¢ikar. Aksi halde
8,.,(G2) = 0 dir. A= {(ingjng kno)iM0 = 1,2,...} € N3 olsun. Simdi yeterliligini
ispatlayalim. Bunun i¢in, {Yino g kno} -Py, (ngt) (ng = ) dir.
{Yino Jng kno} »P Y, (SQT‘SI) (ng = ) oldugunu kabul edelim. Tanimdan, sonsuz sayida

terim i¢in d (Yino jnokng? YO) > &; olacak sekilde £; > 0 vardir.
G', = {(ino,jno,kno) €l se:d (Yinojnokno’yo) > 81} (27)
olsun. Agik¢a, G', < G, (G', # @) olur. Ayrica, her i, j, k ve &; igin
{(inoljnof kno) € Ir,s,t: d (Yinojnokno' Yb) = 81}

CG'y={(0j,k) € Lgrd(Yiji Yo) = &1}

(28)

dir. Bdylece, &g, ,(G'2) =0 yani G'; € G'; dir. Dahasi, € <¢g i¢in G'; S G, elde
edilir. GiNG,=0 iken bu mimkiin degildir. 0] halde,

{nnojnokno} -P YO (Ser,s_t) (nO - 00) dir.

Tersine, 8, ,(4) =1 ve {1, } =" ¥(Se,,,,) (o — 00) olacak sekilde bir A =
{(ino,jno,kno),no =1,2, } C N3 alt kiimesi var oldugunu kabul edelim. Her o =7

n()jno kn()
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i¢in
d (Yl-no J'nokno'YO) <e¢ (29)

olacak sekilde bir n € Z* mevcuttur. 4 = {(inﬂ,jn“,kn“), (in+2'jn+2'kn+2)""}
oldugundan

N2 —A2{(i,j,k) €5 d(Yije, o) = €} (30)

elde edilir  Buradan & ({(L),K) € Lse:d(YijYo) 2 €1}) <1-1=0 ve
Yij =F Y5(Sp,,,) (r,s,t = o) olur. Bu ise ispat tamamlar.

Teorem 3.2. Y = {Yi jk} ti¢ indisli bulanik sayilarin bir dizisi olsun. O halde, asagidaki
kosullar saglanir:

(i) Ne, ,.(F) © Sg, ,, (F),
(ii) 23.(F) 0 Sy, ., (F) € N, ., (F),
(iii) So, ., (F) N I5(F) = Np,_,(F) 0 I3,(F).

Ispat. (i)
d(YijiYo) = Z d(YijrYo)
(iijik)EIT‘,S,t (iJij)EIT,S,t
d(yi]‘k,Y())Zf (31)
> el{(i,j, k) € Lgpd(Yiji, Vo) = €}
ve
li ! d(Yii,Ys) =0
ot hoor (Yijio Yo) = (32)
" (lﬁjﬁk)EIT,S,t

elde ederiz. Bu ise

li !
m -—-
rste s

{Gj k) € L s d(Yijp, Yo) = €} =0 (33)

oldugunu verir. Bu da (i) nin ispatini tamamlar.

(i) Yij =F YO(SQT,SJ)(F) (r,s,t = o) oldugunu kabul edelim. Ayrica her i,j,k igin
d(Yijk, YO) < K olacak sekilde K > 0 olsun. Ayrica her € > 0 igin,

1 1
A ) =7— > d(luk)
.. rst ;. .
(l»]:k)EIr,s,t (l:]:k)EIr,s,t
d(Yl‘jk,Yo)ES

hr,s,t

+ d(Yiji Yo) (34)

(i,j,k)elr_g‘t
d(yijkjyo)<£

7,S,t

M
<

" () k) €L d(Vij Yo) = €}| + ¢
T,S,
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elde  ederiz.  Boylece, Y €I3L(F) ve Yy —P YO(SQT‘SJ)(F) (r,s, t > ),
Yie =F Yo (Ngmt)(F ) (r,s,t » ) oldugunu ima eder. Yani (ii) nin ispati tamamlanir.

(iii) Ustteki (i) ve (i) den faydalamlarak S, ,(F) NI (F) = Ny, ,(F) N I3 (F)
bulunur.

Teorem 3.3. llov1, () € N, (P)] & Niminf,q, > 1, lim infiq, >
1,liminf;q; > 1] dir.

Ispat. liminf,.q, > 1, liminf,qs > 1 ve lim inf,q, > 1 oldugunu farz edelim. O halde
yeteri kadar biiyiik r,s,t i¢in g, = 61 + 1 qs >6,+ 1 ve q; =53+ 1 olacak sekilde

8, >0,6,>0 ve 63 >0 vardir. Bu da 1 hsy 2 el B2 oldugunu

6 +1° jg 7 841 ke~ 83+1
gosterir. Eger V' = {Yijk} € |01'1’1| (F) ise 0 zaman,

rst ZZZ d(yijk'yo

st i€l jEI

ir Js ket

5SSty

i=1j=1k=

(35)

ir—1 Js ir Js-1 Kt

ZZZdwYo PIPX )

i=1 j=1k= i=1 j=1k=1

s Ke—1 Iy—1 Js—1 Ke-1

Z Z d(Yipe Xo)" + Z 2 2 d(Yije Vo)

i=1j=1k=1 i=1 j=1 k=1

lr

Iy

ik Js Kt

Ly JsKe P
Upst = E E Yiin Y.
ret hr,s,t lr]skt (Uk O)

i=1 ]:1 k=1

ir—1 Js

ZZZ
— aly; ,Y
hr,s,t lr lfskt ( ke 70

i=1 j=1k=

ir Jjs-1 ket

S vmed
- d(y; ,Y 36
hr,s,t lr]s 1kt (”k 0 ( )

i=1 j=1k=

irjske—q 1 Z Z P
hr,s,t Lfske—1 £ £ ( Lk O)
lr—1 Js—1 Kt-1

lr—1fs—1kt—1 Z Z Z
n AV Y)"
hr,s,t lr 1]5 1kt 1 (Uk 0

i=1 j=1 k=

elde edilir. Y € |01‘1‘1|P(F) oldugunda yukaridaki ti¢ indisli toplamlarin her biri sifira
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yakinsar.

1 ir Jjs kt 1 ir-1 Js ke
LSSy, S S atnn
rlsie j=1k=1 r-she & j=1k=1
ir Js—1 K¢ ir Js kt-1
1 1 (37)
LSS . 33 S
rls—1Kt i=1 j=1 k=1 rlsit—1 i=1 j=1 k=1
1 ir_1 ys-1yKe- P
ve ——— N Nz Tt d (Vi Yo)

ifadelerinin tiimii Pringsheim sifir dizileridir. Boylece, U, g, bir Pringsheim sifir
dizisidir. Buradan ¥ € Ngmt(F) dir.

Tersine, lim inf,.q, = 1, liminf;q; = 1 ve liminf;q, = 1 oldugunu kabul edelim. r, >
Tgo1+ 2,8, =S4 +2vet, > t._q + 2 olmak iizere
lrg—1 ir,

- > a, <1l+-, = > b, <1l+-
lr—1 lra—l a Js-1 ]sb—l b

le—l

(38)
k¢.— k 1
ve el c, —fe 14>

kt—1 kto—1 c

kosulunu saglayan {ira, jsb,ktc} dizileri segilebilir. y ve ¢ iki farkli bulanik sayi
belirtsin.

¥ = {¥}
_[x, bama=b=c¢ abc=12..icn(jk) € (Ira,lsb,ltc) (39)
0, aksi durumda

Bu sebeple her bulanik F sayilarive r # 1, , s # s, ,t # t, igin,

LTI

i€lyy jEs, KElp,

ve

h:“z z z d(Yijx, F) = d(g, F), (41)

"t i€l, jel; kel,
yani Y € Ng__, dir. Her m, n, o sayilan yeterince biiyiik tam saylar ise,

lrgm1 <M Sl Jsy—1 <N <Js, , k1 <0<k, (42)

i¢in ve m,n, 0 — oo olmak tiizere

1 ey by —1jsi—1ke 1 +h
zzzd(q"yijk) < rg—1sp—17%t,—1 TaShtec (43)

mno Iy —1je—1ke
e e ro—1sp—1%t.—1
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< ()
abc
tek a, b, ¢ bulabiliriz ve ayrica i,j,k = o oldugunda da bulabiliriz. Boylece, ¥ €
|01'1'1|P(F) olur. Bu da bir ¢eligki olup teoremin ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.4. Ny, (F) C |01’1'1|P(F ) olmasi igin gerek ve yeter kosul lim sup,.q, < oo,
lim supsqg < oo, lim sup;q; < o olmasidir.

Ispat. lim sup,.q, < oo, lim sup,qs < %, lim sup,q; < o olsun. Tiim 7, s, t icin her
biri K sayisindan kiigiik g,, gs ve g, olacak sekilde bir K > 0 vardir. Y € Ny, (F) ve

€ > 0 olsun. Ayrica, tim a > 15, b > sy, ¢ >t igin

1 P
Ur,s,t = mzz Z d(yijk, YO) <g& (44)

" i€l jElg kEl;

olacak sekilde 1y > 0,59 > 0,ty > 0 vardir. i, <M< iy, jooq <n<js kg <0<
k: olacak sekilde B =maks{U,;;:1<r<715,1<s<s0,,1<t<ty} ve m, n, o
olsun. Boylece,

n [ ir js kt

m
1 , 1 p
o 2, 2, 2, 400 ) ST ) ) ) dle o)
i=1 j=1k=1 r-Us-1t-14o j=1k=1
7,8,t
1

P
< k. d(yi jko YO)
br—1)s—1Kt—1 .
fvz=1,11 \(i,j,k)E(IIy.15)
To,S0,to
1
= llj—k hf,v,z Uf,v,z
r—1J/s—-1"t—-1 Foz=1,11

1
T Joikis hf 02U vz
rUs=1RL (e U(se <pEs)U (B <z<t)
T0,S0.t (45)
B 0.S0,to

ST e
r—=1Js-1"t-1 Foz=1,1,1

1

vtk My w2Up vz
rUs=1R1 (L r<rU(se<pss)U (Eg<z<t)

ros, ke, ToSoto
lr—ljs_l kt—l

1

+(Sup(ros FU(ses)U (te<z)U f,v,z) m

X hf,v,z Uf,v,z
(ro<f<r)u(sg<v=s)U (tg<z<t)
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l'l"o.]So kto rOSO tO
ir—ljs—lkt—l
1

t+te—— Z hf,v,z

I qje_1kee
r—1)s-1K¢ 1(r0<fSr)U(SO<vSS)U (to<zst)

irojSO ktOrOSOtO + £A3

ir—ljs—lkt—l
elde ederiz. Burada m,n, 0 = o ikeni,, js, k; = oo dur. O halde,

%iiid(yﬁk'%) -0 (46)

i=1 j=1k=1

dir. Boylece Y € |0'1,1,1|P(F) dir.

Simdi  varsayimin  tersini  kabul  edelim: lim sup,q, = o, limsup;qs; =
oo, lim sup,q; = oo olsun. |01_1,1|P(F) olmayan bir smirlt Ny, (F)-yakinsak dizisinin
varh@m ispatlayacagiz. q,, > a,qs, > b ve q;, > c kosullarmi saglayan 0,. s ; dizisinin
r, »qsy,, 9t alt dizilerini olusturabiliriz. Farkli iki bulanik say1 y ve ¢ olsun. V' =
(v; jk) dizisi

Yije =X, lrpe1 <US 20,01, J5y-1 <J S 2jgp-1, ki1 <k < 2k 4 ise 47
Yiik =@, aksi durumda (47)

ile tanimlansin.

Urasnte = hraib,tc Z Z Z Ao @) < (a i 1) (b i 1) (c i 1) (48)

i€l jEs, KEly,

seklinde yazalim. Buradan r # 1, ,s # s3,,t # t. ise

(lll’ll;l}: Urarsbjtc =0 (49)

elde edilir. Boylece, Y € Ny, _,(F) dir. Simdi, yukaridaki ti¢ indisli {¥; .} dizisi ve bir F
bulanik sayis1 i¢in,

irq Jsp ktg 2ipg-1 2Jsp-1  2kep—1

! ZZZCI(Y F) > ! z z Z d(x, F)
broJs, e, Ukt = Jsyke, ’

i=1 j=1 k=1 izira_1 jszb—l k=2ktc_1

jsb ktc

i=2ira_1+1 j=2jsb_1+1 k=2ktc_1+1

lra-1\ (Jsp-1 ktc—1>
=d(x,F)| = ;
wn(32)(5) (e
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ir _Zr -1 Js 2js -1 kt _Zkt -1
st (10 2 =P (=
4 I'Ta ]Sb ktc

iT -1 jS -1 kt -1
s (523 ()
l"l‘a ]Sb ktc
2 2 2
+d(p, F)[1-=—)[1-=])(1-=
qra qu qtc

1 1 1 1 1 1 -
elde edilir. — < = ,— < - ,— < -oldugunda
ra a qs, b " qt, c

lTa ]Sb ke

e )= () (57)(57)

i=1 j=1k= (51)
2 2 2
buluruz. O halde
irq ]Sb ke
P— lim - ZZ z (Y F) = d(, F) (52)
wheme brgJy Ko £ 17=1k=

olur. Diger yandan, i = 1, w21, J=1,002)5, 21, k=1,..., 2k 4 igin

2irg—1 2Jsp—1 2keo—1

! Z Z Z d(Yij, F)
2ir,-12j5,-12Ke -1 v

i=1 j=1 k=1

era 1 2]sb 1 Zktc

(53)
> d(Yii, F
er _12]Sb 12k g Z Z Z (Yije F)

i=irg-1+1j=jsp—1+1 k=ky 1 +1

> d(e,F)
6

bulunur. BudaY ¢ |01_1,1|P(F) dir. Ispat tamamlanur.

Teorem 3.5. |01,1,1|P(F) =N9r_s‘t(F) olmast i¢in gerek ve yeter kosul 1<

liminf,.q, <limsup,q, < oo, 1 <liminf;q; <limsup;q;, < o ve 1 < liminf,q; <
lim sup,q; < oo olmasidir.

Ispat. Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 deki ispat yontemleri kullanilarak bu teoremin ispati
yapilir.

Bulanik sayilarin hem |01'1'1|p(F ) hem de Ng,_ ,(F)-limitlerinin ayn olup olmadig
asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.6. Eger p< 1 Ve Y € |oy,14[,(F) N Ng,  (F) ise Ng_  (F)—limY =
|o1,14], (F) = lim Yy, dir.
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Ispat. Yy # Y’ varsayimiyla
No,, (F) =limY =Y, ve |oy14],(F) —limY; =Y, (54)

verilsin. O zaman p < 1 oldugunda

/ 1 P 1 1 \FP
Upse + Ulpse =— > > > d¥je o) 47— > "> d(¥ije V")
T,S,t 7,S,t

i€l jelg kel, >t i€l jelg kEl,

Ty

i€l JEIs kEI;

>d(Y,, Y' )
yazabiliriz. Y € Ny__, iken P — litm U'y s = 0 dir. Boylece min(r, s, t) > N igin,
) r,S,t—>o0
1 ;o
Ur,s,t > Ed(YO: Y 0) (56)

elde edilir. O halde,

i s ke TSt

1 P 1 P
¥ d0e) = ), D2, ), Al
lrjsktzzz ( Lk 0) lr]skt( ( ijk 0)

i=1 j=1k=1 wv,§)=1,1,1i€l, jEI, kelg

1 P
= irjsktz z 2 d(¥ije Yo)

i€l jEIs kEI, (57)

~(1-2)(1-)(1-2)v
qr qs q/) "

402D (-Dacerr

olur. Buradan Y € |01,1,1|P(F) ver,s,t — oo iken,

ir js kt

irjtktzzz d(yijk'YO)P -0 (58)

i=1 j=1k=1

oldugu goriliir. Boylece, q,,qs,q; = 1 elde etmeliyiz. Bu durumlarin Teorem 3.3’{in
ispatinda bulundugu goriiliir. |01,1,1|P(F) ) Ngm_t(F) dir. O halde, NQT’SI(F) —

limY¥;;, = Y’ oldugunda |01,1,1|P(F) —limY;j, =Y’ dir. Oyleyse,
m n
: 1 P
P— lim — ZZ d(yijk,yo) =0 (59)

dir. Ancak,
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1 m n 1 m
P

— A% Y, +—E

nozz (Yo Yo) mno £ ¢

! P !
d(Yij, Y'o) 2 d¥,Y'0)"
1k=1 (60)

=0

n o

i=1 j=1k=1 i=1j

. 1 P 1 P
olur. Bu ise e 21 X =1 Xk=1 d(yijkryo) ve le’ilZ?:lZ%:l d(yijk;Y’o)
toplamlariin sifira yakinsamasi nedeniyle bir ¢eliski verir. Boylece teoremin ispati
tamamlanir.

4. Sonug ve Yorum

Bu makalede bulanik sayilar igin, ii¢ indisli lacunary istatistiksel yakinsamanin dikkat
cekici ozellikleri, ti¢ indisli lacunary giiglii p -Cesaro toplamu ile ti¢ indisli istatistiksel
olarak yakinsaklik arasindaki iliskiler belirtilmistir. Ek olarak, bu makaledeki sonuglar
toplanabilirlik teorisi {izerine yapilmis olan ¢alismalarin devami niteligindedir.

Arastirmacilarin Katki Oram Beyani

Is1l Agik Demirci: Aragtirma, Kavramsallastirma, Dogrulama, Orijinal Taslak Yazimu.

Destek ve Tesekkiir Beyani

Bu ¢aligmanin yazari olarak, ¢alismanin okunabilirliginin iyilestirilmesine katkida bulunan hakemlere
tesekkiir ederim.

Catisma Beyami

Bu ¢alismanin yazar1 olarak herhangi bir catigma beyanimin bulunmadigini bildiririm.

Etik Kurul Onay1 ve/veya Aydinlatilmus Onam Bilgileri

Bu ¢alismanin yazar olarak herhangi bir etik kurul onay1 ve/veya aydinlatilmis onam bilgileri beyanimin
bulunmadigini bildiririm.
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