
 

Süleyman Demirel Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi Fen Dergisi 

Süleyman Demirel University Faculty of Arts and Sciences Journal of Science 

2022, 17(2): 270-287 

DOI: 10.29233/sdufeffd.1096559 

Atıf için / For Citation: I.A. Demirci, “Bulanık sayılar için üç indisli lacunary dizi 

uzayları”, Süleyman Demirel Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi Fen Dergisi, 17(2), 

270-287, 2022. 

Araştırma Makalesi 

 

 

 

Işıl AÇIK DEMİRCİ, idemirci@mehmetakif.edu.tr, ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0439-9544 

 

Bulanık Sayılar için Üç İndisli Lacunary Dizi Uzayları 

 

Işıl AÇIK DEMİRCİ*1 

 
1Mehmet Akif Ersoy Üniversitesi, Matematik Bölümü, 15100, Burdur, Türkiye 

 

* yazışılan yazar e-posta: idemirci@mehmetakif.edu.tr 

 

(Alınış / Received: 31.03.2022, Kabul / Accepted: 28.06.2022, Yayımlanma / Published: 25.11.2022) 

 

Öz: Nanda [29] 1989 yılında bütün yakınsak bulanık sayı dizilerinin tam metrik uzaylar 

olduğunu gösterdi. Ayrıca, Nuray [30] bulanık sayılarda lacunary istatistiksel yakınsak ve 

istatistiksel yakınsak diziler arasındaki ilişkileri verdi. Bununla birlikte, bulanık sayı dizilerinin 

çeşitli yönleri birçok yazar tarafından tartışılmıştır. Bu çalışmada, üç indisli bir bulanık sayı 

dizisinin lacunary istatistiksel yakınsaklığı ve üç indisli lacunary güçlü 𝑝-Cesàro toplanabilmesi 

kavramları incelenmiştir. Üç indisli lacunary istatistiksel Cauchy dizisi, üç indisli lacunary 

güçlü 𝑝-Cesàro toplanabilme ve lacunary istatistiksel olarak bulanık bir sayıya yakınsak olmayı 

tanımlıyoruz. Bu çeşitli kavramlar arasında bir ilişki olduğunu düşünüyoruz ve bu nedenle, 

makalede bu konu ile ilgili bazı temel teoremlere yer veriyoruz. 

 

Anahtar kelimeler: Lacunary istatistiksel yakınsaklık; İstatistiksel yakınsaklık; Bulanık sayı; 

Üç indisli dizi 

 

Triple Lacunary Sequence Spaces for Fuzzy Numbers  
 

Abstract: It was Nanda [29] in 1989 who demonstrate that all convergent fuzzy number 

sequences are complete metric spaces. Nuray [30] gave the relations between lacunary statistical 

convergent and statistical convergent sequences in fuzzy numbers. Various aspects of fuzzy 

number sequences have been discussed by many different authors. In this work, we peruse the 

notions of lacunary statistical convergence of a triple sequence of fuzzy numbers and triple 

lacunary strongly 𝑝-Cesàro summability. We define triple lacunary statistically Cauchy 

sequence, triple lacunary strongly 𝑝-Cesàro summable and lacunary statistically convergent to a 

fuzzy number. We think that there is a relationship between these various concepts. Thus in this 

article, we include some basic theorems on this subject. 

 
Key words: Lacunary statistical convergence; Statistical convergence; Fuzzy number; Triple 

sequence 
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1. Giriş 

 

Bulanık diziler kavramı, 1986’da Matloka [23] tarafından tanımlanmıştır. Matloka 

bulanık sayıların sınırlı, yakınsak dizilerini vermiş ve bazı temel teoremlerini 

ispatlamıştır. Nanda [29] ise bulanık sayı dizileri üzerine çalışmalarını devam ettirmiş 

ve bulanık reel sayıların her yakınsak dizi kümesinin tam metrik uzayı oluşturduğunu 

göstermiştir. 

 

1950’li yıllarda, birbirinden bağımsız olarak Fast (1951) [6] ve Schoenberg (1959) [42] 

reel ve kompleks dizilerde istatistiksel yakınsaklığı tanıtmıştır. 1980’li yıllarda ise, Šalát 

(1980) [34] ve Fridy (1985) [9] kendi çalışmalarında bu kavramı geliştirmişlerdir. Takip 

eden yıllarda istatistiksel yakınsak diziler farklı açılardan çeşitli yazarlar tarafından 

araştırılmıştır [3,11,24-25]. Lacunary istatistiksel yakınsaklık düşüncesi Fridy ve Orhan 

[10] tarafından tanımlanmış ve toplanabilirlik yöntemini istatistiksel yakınsama ile diğer 

toplanabilirlik yöntemleriyle karşılaştırmışlardır. Bu kavramın birçok uygulaması 

[14,26,41,45-46] kaynaklarından bulunabilir. 

 

Daha sonra, Nuray ve Savaş [31] bulanık sayılarda istatistiksel yakınsaklık ve 

istatistiksel Cauchy dizisi kavramlarını tanımlamışlardır. Bu konudaki birçok farklı 

çalışma [2,13,17,20-21,27-28,30,36,39,44] kaynaklarında bulunabilir. Ayrıca bulanık 

sayıların lacunary istatistiksel yakınsak dizileri ve istatistiksel yakınsaklık arasındaki 

kapsama ilişkileri Nuray [30] tarafından kanıtlanmıştır. 
 

Agnew [1] çok indisli dizilerin toplanabilirlik teorisi üzerine araştırmalar yapmıştır. 

Daha sonraki yıllarda, Şahiner vd. [43] üç indisli dizilerde istatistiksel yakınsaklığı 

araştırmaya başladı. Savaş [35] bulanık sayıların çift indisli yakınsak dizilerini sundu ve 

bulanık sayıların her çift indisli yakınsak dizisinin kümesinin tam olduğunu belirtti. Çift 

indisli ve üç indisli diziler hakkında birçok farklı çalışma araştırmacılar tarafından 

yapılmıştır [5,7,12,15-16,18-19,37-38,40]. 

 

Bu makalede ise, bulanık sayılarda üç indisli dizilerde lacunary istatistiksel yakınsaklık 

ve üç indisli dizilerin lacunary güçlü 𝑝-Cesàro toplamı üzerine çalışılmıştır. 

 

2. Materyal ve Metot 

 

Bu bölümde bazı temel tanımları ve kavramları açıklayacağız. Verilecek olan kavramlar 

her aşamada kullanılacaktır. Makalenin okuyucuları daha fazla ayrıntı için [2,4-

5,8,10,15,19,22-23,27,30-34,37,40,43] kaynaklarından faydalanabilirler. 

 

Bulanık bir sayı, aşağıdaki koşulları sağlayan, 𝛶: ℝ𝑛 → [0,1] şeklinde bir fonksiyon 

olan, gerçel eksende bulanık bir kümedir: 

 

(i) 𝛶(𝑥0) = 1, 𝛶 fonksiyonu normaldir, 

(ii) 𝛶 bulanık konvekstir; yani 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ𝑛 ve 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 için 𝛶(𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2) ≥

𝑚𝑖𝑛{𝛶(𝑥1), 𝛶(𝑥2)}, 

(iii) Bir 𝛶 fonksiyonu üst yarı-süreklidir, 

(iv) 𝛶 fonksiyonu {𝑥: 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝛶(𝑥) > 0} ≔ 𝛶0 kümesinin kapanışında kompakttır. 

 

Üstteki özellikler her 0 < 𝛼 ≤ 1 için 
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𝛶𝛼 = {𝛶(𝑥) ≥ 𝛼: 𝑥 ∈ ℝ𝑛} (1) 

 

𝛼-seviye kümesi olmak üzere boştan farklı kompakt konveks ve 𝛶0destek kümesi 

olduğu için 𝛶𝛼 ⊂ ℝ𝑛  dir. Her bulanık sayı kümesi 𝐿(ℝ𝑛) olarak tanımlanır. 

 

𝑑∞ Hausdorff metriği olmak üzere 1 ≤ 𝑞 < ∞  için 

 

𝑑𝑞(𝛶, 𝑌) = [∫ 𝛿∞(𝛶𝛼, 𝑌𝛼)𝑞
1

0

𝑑𝛼]

1

𝑞

 (2) 

 

ve 

 

𝑑∞ = 𝑠𝑢𝑝𝛼∈[0,1]𝛿∞(𝛶𝛼, 𝑌𝛼) (3) 

 

olsun. Makalede 𝑑, 𝑑𝑞 (1 ≤ 𝑞 ≤ ∞) metriği olarak tanımlanacaktır. 𝑑𝑞 tam, ayrılabilir, 

yerel olarak kompakt bir metrik uzaydır. Eğer 𝑞 ≤ 𝑟 ise 𝑑𝑞 ≤ 𝑑𝑟 özelliği ile 

 

𝑑∞(𝛶, 𝑌) = lim
𝑞→∞

𝑑𝑞(𝛶, 𝑌) (4) 

 

elde edilir [4]. 

 

İstatistiksel yakınsama, doğal yoğunluk kavramına bağlıdır. Her pozitif tam sayının 

kümesi ℕ olmak üzere 𝐴 ⊂ ℕ kümesi için 𝛿(𝐴) olarak ifade edilen doğal yoğunluk 

 

𝛿(𝐴) = lim
𝑤→∞

𝑤−1|{𝑖 ≤ 𝑤: 𝑖 ∈ 𝐴}| (5) 

 

ile tanımlanır. |𝐴| şeklindeki gösterim 𝐴 kümesinin kardinalitesini gösterecektir. 

 

Tüm 𝜀 > 0 için {𝑖 ≤ 𝑤: |𝑥𝑖 − 𝑋| ≥ 𝜀} kümesinin asimptotik yoğunluğu sıfır yani 

 

lim
𝑤→∞

𝑤−1|{𝑖 ≤ 𝑤: |𝑥𝑖 − 𝑋| ≥ 𝜀}| = 0 (6) 

 

ise 𝑥 = {𝑥𝑖} dizisi 𝑋 sayısına istatistiksel olarak yakınsak olarak adlandırılır. 

 

𝑖0 = 0

ℎ𝑟 = 𝑖𝑟 − 𝑖𝑟−1 → ∞  (𝑟 → ∞) 
 (7) 
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koşulunu sağlayan artan bir tamsayı dizisi olan 𝜃𝑟 = {𝑖𝑟} dizisine lacunary dizisi denir. 

Burada 𝐼𝑟 = (𝑖𝑟−1, 𝑖𝑟] ve 𝑞𝑟 =
𝑖𝑟

𝑖𝑟−1
 şeklinde ele alınsın. 

 

𝜃𝑟 = {𝑖𝑟} bir lacunary dizi olsun. Her 𝜀 > 0 için lim
𝑟→∞

ℎ𝑟
−1|{𝑖 ≤ 𝐼𝑟: |𝑥𝑖 − 𝑋| ≥ 𝜀}| = 0 

ise {𝑥𝑖} dizisi 𝑋 değerine 𝑆𝜃𝑟
 -yakınsaktır denir. 

 

Eğer 𝜀 > 0 için 

 

lim
𝑤→∞

𝑤−1|{𝑖 ≤ 𝑤: 𝑑(𝛶𝑖 , 𝛶0) ≥ 𝜀}| = 0 (8) 

 

ise bulanık sayıların bir {𝛶𝑖} dizisi 𝛶0 bulanık sayısına istatistiksel olarak yakınsaktır 

denir. Yani, hemen hemen tüm 𝑖 için 𝑑(𝛶𝑖 , 𝛶0) < 𝜀 dir [31]. 

 

𝜃𝑟 = {𝑖𝑟} dizisi bir lacunary dizisi olsun. Eğer her 𝜀 > 0 için lim
𝑟→∞

ℎ𝑟
−1|{𝑖 ≤

𝐼𝑟: 𝑑(𝛶𝑖 , 𝛶0) ≥ 𝜀}|: = 0 ise 𝛶 = {𝛶𝑖} bulanık sayı dizisi bir 𝛶0 bulanık sayısına 𝑆𝜃𝑟
-

yakınsaktır denir. 

 

𝜃𝑟 = {𝑖𝑟} bir lacunary dizi olsun. Eğer her 𝑟 için 𝑖𝑟̃ ∈ 𝐼𝑟 iken 𝛶𝑖𝑟̃
→ 𝛶0 (𝑟 → ∞) olacak 

şekilde {𝛶𝑖𝑟̃
} ∈ 𝛶 bir alt dizisi var ve her 𝜀 > 0 için 

 

lim
𝑟→∞

ℎ𝑟
−1|{𝑖 ≤ 𝐼𝑟: 𝑑(𝛶𝑖 , 𝛶𝑖(𝑟)̃ ) ≥ 𝜀}| = 0 (9) 

 

ise 𝛶 = {𝛶𝑖} bulanık sayı dizisine lacunary istatistiksel Cauchy dizisidir denir. 

𝑝 ∈ ℝ+ olsun. Eğer 

 

𝑃 − lim
𝑚→∞

1

𝑚
∑ 𝑑(𝛶𝑖 , 𝛶0)𝑝

𝑚

𝑖=1

= 0 (10) 

 

sağlanıyorsa 𝛶 = {𝛶𝑖} bulanık sayı dizisi 𝛶0 bulanık sayısına güçlü 𝑝-Cesàro 

toplanabilen olarak adlandırılır. Yani, 

 

|𝜎1|(𝐹) = {𝛶 = {𝛶𝑖}:  bazı 𝛶0 bulanık sayılar için                                          

𝑃 − lim
𝑚→∞

1

𝑚
∑ 𝑑(𝛶𝑖 , 𝛶0)𝑝𝑚

𝑖=1 = 0}. 
(11) 

 

Bu koşul altında, 𝛶 bulanık sayı dizisi, 𝛶0 bulanık sayısına güçlü 𝑝-Cesàro toplanabilir 

adlandırılır. 

𝜃𝑟 bir lacunary dizi olsun. Eğer 
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𝑁𝜃𝑟
(𝐹) = {𝛶 = {𝛶𝑖}:  bazı 𝛶0 bulanık sayıları için,                                          

𝑃 − lim
𝑟→∞

1

ℎ𝑟
∑ 𝑑(𝛶𝑖, 𝛶0)𝑝 = 0𝑖∈𝐼𝑟

}, 
(12) 

 

olacak şekilde bir 𝛶0 bulanık sayısı varsa 𝛶 = {𝛶𝑖} bulanık dizisine lacunary güçlü 𝑝-

Cesàro toplanabilir denir. 

 

𝐴 ⊆ ℕ3 kümesinin doğal yoğunluğu 

 

𝑃 − lim
𝑚,𝑛,𝑜→∞

|𝐴𝑚𝑛𝑜|

𝑚𝑛𝑜
= 𝛿3(𝐴) (13) 

 

ile tanımlanır. Eğer her 𝜀 > 0 sayısı için 

 

𝛿3({(𝑚, 𝑛, 𝑜) ∈ ℕ3: |𝑥𝑖𝑗𝑘 − 𝑋| ≥ 𝜀}) = 0 (14) 

 

ise reel üç indisli {𝑥𝑖𝑗𝑘} dizisi 𝑋 e Pringsheim anlamında istatistiksel yakınsaktır veya 

𝑃-yakınsaktır denir. 

 

Örneğin, 𝐴 = {(𝑖3, 𝑗3, 𝑘3): 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ ℕ} olsun. O halde, 

 

𝛿3(𝐴) = 𝑃 − lim
𝑚,𝑛,𝑜→∞

|𝐴𝑚𝑛𝑜|

𝑚𝑛𝑜
≤ 𝑃 − lim

𝑚,𝑛,𝑜→∞

√𝑚𝑛𝑜
3

𝑚𝑛𝑜
= 0 (15) 

 

dır. Eğer  

 

𝑖0 = 0,   ℎ𝑟 = 𝑖𝑟 − 𝑖𝑟−1 → ∞ (𝑟 → ∞), 𝑗0 = 0,   ℎ𝑠 = 𝑗𝑠 − 𝑗𝑠−1 → ∞ (𝑠 → ∞)

ve 𝑘0 = 0,   ℎ𝑡 = 𝑘𝑡 − 𝑘𝑡−1 → ∞ (𝑡 → ∞)
 (16) 

 

olacak şekilde üç tane artan tamsayı dizisi varsa 𝜃𝑟,𝑠,𝑡 = {(𝑖𝑟 , 𝑗𝑠, 𝑘𝑡)} dizisine üç indisli 

lacunary dizisi denir. 

Burada 𝑖𝑟,𝑠,𝑡 = 𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡, ℎ𝑟,𝑠,𝑡 = ℎ𝑟ℎ𝑠ℎ𝑡 , 𝜃𝑟,𝑠,𝑡 dizisi 𝐼𝑟,𝑠,𝑡 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘): 𝑖𝑟−1 < 𝑖 ≤ 𝑖𝑟 ,

𝑗𝑠−1 < 𝑗 ≤ 𝑗𝑠, 𝑘𝑡−1 < 𝑘 ≤ 𝑘𝑡}, 𝑞𝑟 =
𝑖𝑟

𝑖𝑟−1
, 𝑞𝑠 =

𝑗𝑠

𝑗𝑠−1
, 𝑞𝑡 =

𝑘𝑡

𝑘𝑡−1
 ve 𝑞𝑟,𝑠,𝑡 = 𝑞𝑟𝑞𝑠𝑞𝑡 şekli 

ile belirlenmiş olsun. 

 

Bulanık sayı dizilerinin üç indisli istatistiksel yakınsaması çalışmasına ilk olarak [19] da 

rastlanmıştır. 

Eğer her 𝜀 > 0 ve her 𝑖, 𝑗, 𝑘 > 𝑛0 için  
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𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) < 𝜀 (17) 

 

olacak şekilde 𝑛0 ∈ ℤ+ varsa 𝛶 = {𝛶𝑖𝑗𝑘} üç indisli bulanık sayı dizisine bir 𝛶0 bulanık 

sayısına Pringsheim anlamında yakınsak veya bir 𝛶0 bulanık sayısına 𝑃-yakınsak denir. 

Burada biz bu yakınsaklığı 𝛶 →𝑃 𝛶0 şeklinde göstereceğiz. 

 

Ayrıca, eğer 𝛶𝑖𝑗𝑘 → 𝛶0 (𝑖, 𝑗, 𝑘 → ∞) ise bir {𝛶𝑖𝑗𝑘} üç indisli dizisinin bir sonlu 𝛶0 

sayısına yakınsadığını söyleyebiliriz. 

 

Her 𝑖, 𝑗, 𝑘 için 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) < 𝑀 olacak şekilde 𝑀 > 0 sayısı varsa, bulanık sayıların bir 

𝛶 = {𝛶𝑖𝑗𝑘}
(𝑖,𝑗,𝑘)∈𝐼𝑟,𝑠,𝑡

 üç indisli dizisine sınırlıdır denir. Burada bulanık sayıların her 

sınırlı üç indisli dizisinin kümesini 𝑙∞
3 (𝐹) ile tanımlarız. 

 

Tanım 2.1. [19] Eğer her 𝜀 > 0 için 

 

𝑃 − lim
𝑚,𝑛,𝑜→∞

1

𝑚𝑛𝑜
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘): 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑗 ≤ 𝑛  ve  𝑘 ≤ 𝑜; 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) ≥ 𝜀}| = 0 (18) 

 

ise üç indisli 𝛶 = {𝛶𝑖𝑗𝑘} bulanık sayı dizisi 𝛶0 bulanık sayısına istatistiksel yakınsaktır 

denir. Bu durumda, 𝑠𝑡3 − 𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0 (𝑖, 𝑗, 𝑘 → ∞) dır. Bulanık sayıların tüm üç indisli 

istatistiksel olarak yakınsak dizilerinin kümesini 𝑠𝑡3(𝐹) ile belirtebiliriz. 

 

3. Bulgular 

 

Üç indisli lacunary istatistiksel yakınsaklığı göz önüne alarak bu bölümde bulanık sayı 

dizileri için üç indisli lacunary istatistiksel yakınsamanın aşağıda verilen dikkate değer 

özellikleri ek olarak 𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) ve 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡

(𝐹)-yakınsaklığı arasındaki ilişkiler verilmiştir. 

Ek olarak 𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) ve 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡

(𝐹)-yakınsaklığın sınırlı üç indisli diziler için eşdeğer 

olduğu belirtilmiştir. 

 

Aksi belirtilmedikçe bu makale boyunca 𝜃𝑟,𝑠,𝑡 = {(𝑖𝑟 , 𝑗𝑠, 𝑘𝑡)} üç indisli bir lacunary 

dizisi olarak kullanılacaktır. 

 

Tanım 3.1. Eğer her 𝜀 > 0 ve 𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞ için (𝑖̃𝑟 , 𝑗𝑠̃, 𝑘𝑡̃) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡, 𝛶𝑖𝑟̃𝑗̃𝑠𝑘̃𝑡
→ 𝛶0  ve 

lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
−1 |{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶𝑖𝑟̃𝑗̃𝑠𝑘̃𝑡

) ≥ 𝜀}| = 0 (19) 

 

olacak şekilde {𝛶𝑖̃𝑟𝑗̃𝑠𝑘̃𝑡
} ∈ 𝛶 alt dizisi varsa 𝛶 = {𝛶𝑖𝑗𝑘} üç indisli bulanık sayı dizisine üç 

indisli lacunary istatistiksel Cauchy dizisi denir. 

 

Tanım 3.2. Eğer 
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𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) = {𝛶 = {𝛶𝑖𝑗𝑘} ∶  bazı  𝛶0  bulanık sayıları için,

lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑝
= 0

(𝑖,𝑗,𝑘)∈𝐼𝑟,𝑠,𝑡

} 
(20) 

 

olacak şekilde bir 𝛶0 bulanık sayısı varsa üç indisli 𝛶 = {𝛶𝑖𝑗𝑘} bulanık sayı dizisine üç 

indisli lacunary güçlü p-Cesàro toplanabilir denir. 

 

Üç indisli lacunary istatistiksel yakınsamayı göz önüne alıyoruz. 
 

Tanım 3.3. Eğer her 𝜀 > 0 için 

 

lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) ≥ 𝜀}| = 0 (21) 

 

ise üç indisli 𝛶 bulanık dizisi 𝛶0 bulanık sayısına lacunary istatistiksel olarak yakınsaktır 

denir. 

 

Bu koşul altında, 𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
− lim 𝛶 = 𝛶0(𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) veya 𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡

) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) 

şeklinde yazabiliriz. Buradan bulanık sayıların tüm üç indisli 𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
-yakınsak dizilerinin 

kümesini 𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) ile tanımlayabiliriz. 

 

Teorem 3.1. İki tane üç indisli 𝛶 = {𝛶𝑖𝑗𝑘} ve 𝑌 = {𝑌𝑖𝑗𝑘} bulanık sayıların dizisi olsun. 

 

(i) Eğer 𝐶 ∈ ℝ ve 𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) ise 𝐶𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝐶𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡

) (𝑟, 𝑠, 𝑡 →

∞) olur. 

(ii) Eğer 𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) ve 𝑌𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝑌0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡

) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) ise 

(𝛶𝑖𝑗𝑘 + 𝑌𝑖𝑗𝑘) →𝑃 (𝛶0+𝑌0)(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) dir. 

 

İspat. (i) Eğer 𝐶 = 0 ise ispat açıktır. 𝐶 ≠ 0 ve 𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) olsun. 

Her 𝜀 > 0 için 

 

lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) ≥ 𝜀}| = 0 (22) 

 

sağlanır. 𝐶 ∈ ℝ için, 

 

lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝐶𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝐶𝛶0) ≥ 𝜀}| 

= lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: |𝐶|𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0) ≥ 𝜀}| 

≤ lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) ≥

𝜀

|𝐶|
}| 

= 0 

(23) 

 

elde edilir. Böylece, 𝐶𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝐶𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) olur. 

 

(ii) 

𝐺1 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) ≥
𝜀

2
},  (24) 



 

277 

 

𝐺2 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝑌𝑖𝑗𝑘 , 𝑌0) ≥
𝜀

2
} 

 

olarak alalım. Her (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐺1 ∩ 𝐺2 için 𝐺1 ∩ 𝐺2 ≠ ∅ olduğunda 

 

lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 + 𝑌𝑖𝑗𝑘, 𝛶0 + 𝑌0) ≥ 𝜀}| 

≤ lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0) ≥

𝜀

2
}| 

                   + lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝑌𝑖𝑗𝑘, 𝑌0) ≥

𝜀

2
}| 

= 0 

(25) 

 

elde ederiz. Böylece, (𝛶𝑖𝑗𝑘 + 𝑌𝑖𝑗𝑘) →𝑃 (𝛶0+𝑌0)(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) olur. 

 

Teorem 3.2. 𝛿𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐴) = 1 ve 𝛶𝑖𝑛0𝑗𝑛0𝑘𝑛0

→𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
) (𝑛0 → ∞) olacak şekilde bir 𝐴 =

{(𝑖𝑛0
, 𝑗𝑛0

, 𝑘𝑛0
), 𝑛0 = 1,2, … } ⊆ ℕ3 alt kümesinin var olması için gerek ve yeter koşul 

𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) olmasıdır. 

 

İspat. 𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
)(𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) olsun. Her 𝜀 > 0 için 

 

𝐺1 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) ≥ 𝜀} 

𝐺2 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) < 𝜀} 
(26) 

 

ise 𝛿𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐺1) = 0 ve böylece 𝛿𝜃𝑟,𝑠,𝑡

(𝐺2) = 1 olur. Üstelik 𝐺1 ∩ 𝐺2 = ∅ bulunur. 

𝛿𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐺2) = 1 için 𝐺2 kümesinin sonsuz bir küme olduğu sonucu çıkar. Aksi halde 

𝛿𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐺2) = 0 dır. 𝐴 = {(𝑖𝑛0

, 𝑗𝑛0
, 𝑘𝑛0

), 𝑛0 = 1,2, … } ⊆ ℕ3 olsun. Şimdi yeterliliğini 

ispatlayalım. Bunun için, {𝛶𝑖𝑛0𝑗𝑛0𝑘𝑛0
} →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡

) (𝑛0 → ∞) dir. 

{𝛶𝑖𝑛0𝑗𝑛0𝑘𝑛0
} ↛𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡

) (𝑛0 → ∞) olduğunu kabul edelim. Tanımdan, sonsuz sayıda 

terim için 𝑑 (𝛶𝑖𝑛0𝑗𝑛0𝑘𝑛0
, 𝛶0) ≥ 𝜀1 olacak şekilde 𝜀1 > 0 vardır. 

 

𝐺′2 = {(𝑖𝑛0
, 𝑗𝑛0

, 𝑘𝑛0
) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑 (𝛶𝑖𝑛0

𝑗𝑛0
𝑘𝑛0

, 𝛶0) ≥ 𝜀1} (27) 

 

olsun. Açıkça, 𝐺′2 ⊆ 𝐺2 (𝐺′2 ≠ ∅) olur. Ayrıca, her 𝑖, 𝑗, 𝑘 ve 𝜀1 için 

 

{(𝑖𝑛0
, 𝑗𝑛0

, 𝑘𝑛0
) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑 (𝛶𝑖𝑛0𝑗𝑛0𝑘𝑛0

, 𝛶0) ≥ 𝜀1} 

         ⊆ 𝐺′
1 = {(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) ≥ 𝜀1} 

(28) 

 

dir. Böylece, 𝛿𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐺′2) = 0 yani 𝐺′2 ⊆ 𝐺′1 dir. Dahası, 𝜀 < 𝜀1 için 𝐺′1 ⊆ 𝐺1 elde 

edilir. 𝐺1 ∩ 𝐺2 = ∅ iken bu mümkün değildir. O halde, 

{𝛶𝑖𝑛0𝑗𝑛0𝑘𝑛0
} →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡

) (𝑛0 → ∞) dir. 

 

Tersine, 𝛿𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐴) = 1 ve {𝛶𝑖𝑛0𝑗𝑛0𝑘𝑛0

} →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
) (𝑛0 → ∞) olacak şekilde bir 𝐴 =

{(𝑖𝑛0
, 𝑗𝑛0

, 𝑘𝑛0
), 𝑛0 = 1,2, … } ⊆ ℕ3 alt kümesi var olduğunu kabul edelim. Her 𝜂0 ≥ 𝜂 
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için 

 

𝑑 (𝛶𝑖𝑛0
𝑗𝑛0

𝑘𝑛0
, 𝛶0) < 𝜀 (29) 

 

olacak şekilde bir 𝜂 ∈ ℤ+ mevcuttur. 𝐴̃ = {(𝑖𝜂+1, 𝑗𝜂+1, 𝑘𝜂+1), (𝑖𝜂+2, 𝑗𝜂+2, 𝑘𝜂+2), … } 

olduğundan 

 

ℕ3 − 𝐴̃ ⊇ {(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0) ≥ 𝜀} (30) 

 

elde edilir. Buradan 𝛿𝜃𝑟,𝑠,𝑡
({(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0) ≥ 𝜀1}) ≤ 1 − 1 = 0 ve 

𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) olur. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

Teorem 3.2. 𝛶 = {𝛶𝑖𝑗𝑘} üç indisli bulanık sayıların bir dizisi olsun. O halde, aşağıdaki 

koşullar sağlanır: 

 

(i) 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) ⊂ 𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡

(𝐹), 

(ii) 𝑙∞
3 (𝐹) ∩ 𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡

(𝐹) ⊆ 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹), 

(iii) 𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹)  ∩ 𝑙∞

3 (𝐹) = 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) ∩ 𝑙∞

3 (𝐹). 

 

İspat. (i) 

∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0)
(𝑖,𝑗,𝑘)∈𝐼𝑟,𝑠,𝑡

≥ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0)
(𝑖,𝑗,𝑘)∈𝐼𝑟,𝑠,𝑡

𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘,𝛶0)≥𝜀

 

≥ 𝜀|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) ≥ 𝜀}| 

(31) 

 

ve 

 

lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

(𝑖,𝑗,𝑘)∈𝐼𝑟,𝑠,𝑡

= 0 (32) 

 

elde ederiz. Bu ise 

 

lim
𝑟,𝑠,𝑡→∞

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0) ≥ 𝜀}| = 0 (33) 

 

olduğunu verir. Bu da (i) nin ispatını tamamlar. 

 

(ii) 𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
)(𝐹) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) olduğunu kabul edelim. Ayrıca her 𝑖, 𝑗, 𝑘 için 

𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) < 𝐾 olacak şekilde 𝐾 > 0 olsun. Ayrıca her 𝜀 > 0 için, 

 

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0)

(𝑖,𝑗,𝑘)∈𝐼𝑟,𝑠,𝑡

=
1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0)

(𝑖,𝑗,𝑘)∈𝐼𝑟,𝑠,𝑡

𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘,𝛶0)≥𝜀

 

+
1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

(𝑖,𝑗,𝑘)∈𝐼𝑟,𝑠,𝑡

𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘,𝛶0)<𝜀

 

≤
𝑀

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
|{(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐼𝑟,𝑠,𝑡: 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0) ≥ 𝜀}| + 𝜀 

(34) 
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elde ederiz. Böylece, 𝛶 ∈ 𝑙∞
3 (𝐹) ve 𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0(𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡

)(𝐹) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞), 

𝛶𝑖𝑗𝑘 →𝑃 𝛶0(𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
)(𝐹) (𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞) olduğunu ima eder. Yani (ii) nin ispatı tamamlanır. 

 

(iii) Üstteki (i) ve (ii) den faydalanılarak 𝑆𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹)  ∩ 𝑙∞

3 (𝐹) = 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) ∩ 𝑙∞

3 (𝐹) 

bulunur. 

 

Teorem 3.3. [|𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) ⊂ 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹)] ⇔ [lim 𝑖𝑛𝑓𝑟𝑞𝑟 > 1, lim 𝑖𝑛𝑓𝑠𝑞𝑠 >

1, lim 𝑖𝑛𝑓𝑡𝑞𝑡 > 1] dır. 
 

İspat. lim 𝑖𝑛𝑓𝑟𝑞𝑟 > 1, lim 𝑖𝑛𝑓𝑠𝑞𝑠 > 1 ve lim 𝑖𝑛𝑓𝑡𝑞𝑡 > 1 olduğunu farz edelim. O halde 

yeteri kadar büyük 𝑟, 𝑠, 𝑡 için 𝑞𝑟 ≥ 𝛿1 + 1, 𝑞𝑠 ≥ 𝛿2 + 1 ve 𝑞𝑡 ≥ 𝛿3 + 1 olacak şekilde 

𝛿1 > 0, 𝛿2 > 0 ve 𝛿3 > 0 vardır. Bu da 
ℎ𝑟

𝑖𝑟
>

𝛿1

𝛿1+1
,

ℎ𝑠

𝑗𝑠
>

𝛿2

𝛿2+1
 ve 

ℎ𝑡

𝑘𝑡
>

𝛿3

𝛿3+1
 olduğunu 

gösterir. Eğer 𝛶 = {𝛶𝑖𝑗𝑘} ∈ |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) ise o zaman, 

 

𝑈𝑟,𝑠,𝑡 =
1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0)

𝑃

𝑘∈𝐼𝑡𝑗∈𝐼𝑠𝑖∈𝐼𝑟

 

=
1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
[∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

 

− ∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0)
𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟−1

𝑖=1

− ∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)
𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠−1

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

 

− ∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)
𝑃

𝑘𝑡−1

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

+ ∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)
𝑃

𝑘𝑡−1

𝑘=1

𝑗𝑠−1

𝑗=1

𝑖𝑟−1

𝑖=1

] 

(35) 

𝑈𝑟,𝑠,𝑡 =
𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
(

1

𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

) 

−
𝑖𝑟−1𝑗𝑠𝑘𝑡

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
(

1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠𝑘𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟−1

𝑖=1

) 

−
𝑖𝑟𝑗𝑠−1𝑘𝑡

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
(

1

𝑖𝑟𝑗𝑠−1𝑘𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠−1

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

) 

−
𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡−1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
(

1

𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡−1
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡−1

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

) 

+
𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
(

1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡−1

𝑘=1

𝑗𝑠−1

𝑗=1

𝑖𝑟−1

𝑖=1

) 

(36) 

 

elde edilir. 𝛶 ∈ |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) olduğunda yukarıdaki üç indisli toplamların her biri sıfıra 
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yakınsar. 

1

𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

,           
1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠𝑘𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟−1

𝑖=1

,        

1

𝑖𝑟𝑗𝑠−1𝑘𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠−1

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

,      
1

𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡−1
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡−1

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

,      

ve   
1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0)

𝑃𝑘𝑡−1
𝑘=1

𝑗𝑠−1
𝑗=1

𝑖𝑟−1
𝑖=1  

(37) 

 

ifadelerinin tümü Pringsheim sıfır dizileridir. Böylece, 𝑈𝑟,𝑠,𝑡 bir Pringsheim sıfır 

dizisidir. Buradan 𝛶 ∈ 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) dir. 

 

Tersine, lim 𝑖𝑛𝑓𝑟𝑞𝑟 = 1, lim 𝑖𝑛𝑓𝑠𝑞𝑠 = 1 ve lim 𝑖𝑛𝑓𝑡𝑞𝑡 = 1 olduğunu kabul edelim. 𝑟𝑎 ≥
𝑟𝑎−1 + 2, 𝑠𝑏 ≥ 𝑠𝑏−1 + 2 ve 𝑡𝑐 ≥ 𝑡𝑐−1 + 2 olmak üzere 

  

𝑖𝑟𝑎−1

𝑖𝑟−1
> 𝑎,   

𝑖𝑟𝑎

𝑖𝑟𝑎−1
< 1 +

1

𝑎
,   

𝑖𝑠𝑏−1

𝑗𝑠−1
> 𝑏,   

𝑗𝑠𝑏

𝑗𝑠𝑏−1
< 1 +

1

𝑏
 

ve  
𝑘𝑡𝑐−1

𝑘𝑡−1
> 𝑐,   

𝑘𝑡𝑐

𝑘𝑡𝑐−1
< 1 +

1

𝑐
 

(38) 

 

koşulunu sağlayan {𝑖𝑟𝑎
, 𝑗𝑠𝑏

, 𝑘𝑡𝑐
} dizileri seçilebilir. 𝜒 ve 𝜑 iki farklı bulanık sayı 

belirtsin. 

 

𝛶 = {𝛶𝑖𝑗𝑘} 

= {
𝜒 , bazı 𝑎 = 𝑏 = 𝑐;   𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1,2, …  için (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ (𝐼𝑟𝑎

, 𝐼𝑠𝑏
, 𝐼𝑡𝑐

)

𝜑 , aksi durumda
 

(39) 

 

Bu sebeple her bulanık F sayıları ve 𝑟 ≠ 𝑟𝑎 , 𝑠 ≠ 𝑠𝑏 , 𝑡 ≠ 𝑡𝑐 için, 
 

1

ℎ𝑟𝑎,𝑠𝑏,𝑡𝑐

∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝐹)

𝑘∈𝐼𝑡𝑐𝑗∈𝐼𝑠𝑏
𝑖∈𝐼𝑟𝑎

= 𝑑(𝜒, 𝐹) (40) 

 

ve 

 

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝐹)

𝑘∈𝐼𝑡𝑗∈𝐼𝑠𝑖∈𝐼𝑟

= 𝑑(𝜑, 𝐹), (41) 

 

yani 𝛶 ∉ 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
 dir. Her 𝑚, 𝑛, 𝑜 sayıları yeterince büyük tam sayılar ise, 

 

𝑖𝑟𝑎−1 < 𝑚 ≤ 𝑖𝑟𝑎
 ,  𝑗𝑠𝑏−1 < 𝑛 ≤ 𝑗𝑠𝑏

 ,  𝑘𝑡𝑐−1 < 𝑜 ≤ 𝑘𝑡𝑐
 (42) 

 

için ve 𝑚, 𝑛, 𝑜 → ∞ olmak üzere 

 

1

𝑚𝑛𝑜
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝜑, 𝛶𝑖𝑗𝑘) ≤

𝑜

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑖𝑟𝑎−1𝑗𝑠𝑏−1𝑘𝑡𝑐−1 + ℎ𝑟𝑎,𝑠𝑏,𝑡𝑐

𝑖𝑟𝑎−1𝑗𝑠𝑏−1𝑘𝑡𝑐−1
 (43) 
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< (
3

𝑎𝑏𝑐
) 

 

tek 𝑎, 𝑏, 𝑐 bulabiliriz ve ayrıca 𝑖, 𝑗, 𝑘 → ∞ olduğunda da bulabiliriz. Böylece, 𝛶 ∈

|𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) olur. Bu da bir çelişki olup teoremin ispatı tamamlanır. 
 

Teorem 3.4. 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) ⊂ |𝜎1,1,1|

𝑃
(𝐹) olması için gerek ve yeter koşul lim 𝑠𝑢𝑝𝑟𝑞𝑟 < ∞,

lim 𝑠𝑢𝑝𝑠𝑞𝑠 < ∞, lim 𝑠𝑢𝑝𝑡𝑞𝑡 < ∞  olmasıdır. 

 

İspat. lim 𝑠𝑢𝑝𝑟𝑞𝑟 < ∞, lim 𝑠𝑢𝑝𝑠𝑞𝑠 < ∞, lim 𝑠𝑢𝑝𝑡𝑞𝑡 < ∞ olsun. Tüm 𝑟, 𝑠, 𝑡 için her 

biri 𝐾 sayısından küçük 𝑞𝑟 , 𝑞𝑠 ve 𝑞𝑡 olacak şekilde bir 𝐾 > 0 vardır. 𝛶 ∈ 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) ve 

𝜀 > 0 olsun. Ayrıca, tüm 𝑎 > 𝑟0, 𝑏 > 𝑠0, 𝑐 > 𝑡0 için 

 

𝑈𝑟,𝑠,𝑡 =
1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘∈𝐼𝑡𝑗∈𝐼𝑠𝑖∈𝐼𝑟

< 𝜀 (44) 

 

olacak şekilde 𝑟0 > 0, 𝑠0 > 0, 𝑡0 > 0 vardır. 𝑖𝑟−1 < 𝑚 ≤ 𝑖𝑟, 𝑗𝑠−1 < 𝑛 ≤ 𝑗𝑠, 𝑘𝑡−1 < 𝑜 ≤

𝑘𝑡 olacak şekilde 𝐵 = 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑈𝑟,𝑠,𝑡: 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟0, 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑠0, 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0} ve 𝑚, 𝑛, 𝑜 

olsun. Böylece, 

 

1

𝑚𝑛𝑜
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘  , 𝛶0)

𝑃
≤

𝑜

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

 

≤
1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
∑ ( ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝛶0)

𝑃

(𝑖,𝑗,𝑘)∈(𝐼𝑓,𝐼𝑣,𝐼𝑧)

)

𝑟,𝑠,𝑡

𝑓,𝑣,𝑧=1,1,1

 

=
1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
∑ ℎ𝑓,𝑣,𝑧𝑈𝑓,𝑣,𝑧

𝑟0,𝑠0,𝑡0

𝑓,𝑣,𝑧=1,1,1

 

+
1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
∑ ℎ𝑓,𝑣,𝑧𝑈𝑓,𝑣,𝑧

(𝑟0<𝑓≤𝑟)∪(𝑠0<𝑣≤𝑠)∪ (𝑡0<𝑧≤𝑡)

 

≤
𝐵

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
∑ ℎ𝑓,𝑣,𝑧

𝑟0,𝑠0,𝑡0

𝑓,𝑣,𝑧=1,1,1

 

+
1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
∑ ℎ𝑓,𝑣,𝑧𝑈𝑓,𝑣,𝑧

(𝑟0<𝑓≤𝑟)∪(𝑠0<𝑣≤𝑠)∪ (𝑡0<𝑧≤𝑡)

 

≤ 𝐵
𝑖𝑟0

𝑗𝑠0
𝑘𝑡0

𝑟0𝑠0𝑡0

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
 

+(𝑠𝑢𝑝(𝑟0≤𝑓)∪(𝑠0≤𝑣)∪ (𝑡0≤𝑧)𝑈𝑓,𝑣,𝑧)
1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
 

× ∑ ℎ𝑓,𝑣,𝑧𝑈𝑓,𝑣,𝑧

(𝑟0<𝑓≤𝑟)∪(𝑠0<𝑣≤𝑠)∪ (𝑡0<𝑧≤𝑡)

 

(45) 
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≤ 𝐵
𝑖𝑟0

𝑗𝑠0
𝑘𝑡0

𝑟0𝑠0𝑡0

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
 

+𝜀
1

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
∑ ℎ𝑓,𝑣,𝑧

(𝑟0<𝑓≤𝑟)∪(𝑠0<𝑣≤𝑠)∪ (𝑡0<𝑧≤𝑡)

 

≤ 𝐵
𝑖𝑟0

𝑗𝑠0
𝑘𝑡0

𝑟0𝑠0𝑡0

𝑖𝑟−1𝑗𝑠−1𝑘𝑡−1
+ 𝜀𝐴3 

 

elde ederiz. Burada 𝑚, 𝑛, 𝑜 → ∞  iken 𝑖𝑟 , 𝑗𝑠, 𝑘𝑡 → ∞ dur. O halde, 

 

1

𝑚𝑛𝑜
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑜

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

→ 0 (46) 

 

dır. Böylece 𝛶 ∈ |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) dir. 
 

Şimdi varsayımın tersini kabul edelim: lim 𝑠𝑢𝑝𝑟𝑞𝑟 = ∞, lim 𝑠𝑢𝑝𝑠𝑞𝑠 =

∞, lim 𝑠𝑢𝑝𝑡𝑞𝑡 = ∞ olsun. |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) olmayan bir sınırlı 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹)-yakınsak dizisinin 

varlığını ispatlayacağız. 𝑞𝑟𝑎
> 𝑎 , 𝑞𝑠𝑏

> 𝑏 ve 𝑞𝑡𝑐
> 𝑐 koşullarını sağlayan 𝜃𝑟,𝑠,𝑡 dizisinin 

𝑞𝑟𝑎
 , 𝑞𝑠𝑏

, 𝑞𝑡𝑐
 alt dizilerini oluşturabiliriz. Farklı iki bulanık sayı 𝜒 ve 𝜑 olsun. 𝛶 =

(𝛶𝑖𝑗𝑘) dizisi 

 

𝛶𝑖𝑗𝑘 = 𝜒 ,  𝑖𝑟𝑎−1 < 𝑖 ≤  2𝑖𝑟𝑎−1 , 𝑗𝑠𝑏−1 < 𝑗 ≤  2𝑗𝑠𝑏−1 , 𝑘𝑡𝑐−1 < 𝑘 ≤  2𝑘𝑡𝑐−1 ise

𝛶𝑖𝑗𝑘 = 𝜑 , aksi durumda
 (47) 

 

ile tanımlansın. 

 

𝑈𝑟𝑎,𝑠𝑏,𝑡𝑐
=

1

ℎ𝑟𝑎,𝑠𝑏,𝑡𝑐

∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝜑)

𝑘∈𝐼𝑡𝑐𝑗∈𝐼𝑠𝑏
𝑖∈𝐼𝑟𝑎

< (
1

𝑎 − 1
) (

1

𝑏 − 1
) (

1

𝑐 − 1
) (48) 

 

şeklinde yazalım. Buradan 𝑟 ≠ 𝑟𝑎 , 𝑠 ≠ 𝑠𝑏 , 𝑡 ≠ 𝑡𝑐 ise 

 

lim
𝑎,𝑏,𝑐

𝑈𝑟𝑎,𝑠𝑏,𝑡𝑐
= 0 (49) 

 

elde edilir. Böylece, 𝛶 ∈ 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) dir. Şimdi, yukarıdaki üç indisli {𝛶𝑖𝑗𝑘} dizisi ve bir 𝐹 

bulanık sayısı için, 

 

1

𝑖𝑟𝑎
𝑗𝑠𝑏

𝑘𝑡𝑐

∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘, 𝐹)

𝑘𝑡𝑐

𝑘=1

𝑗𝑠𝑏

𝑗=1

𝑖𝑟𝑎

𝑖=1

≥
1

𝑖𝑟𝑎
𝑗𝑠𝑏

𝑘𝑡𝑐

( ∑ ∑ ∑ 𝑑(𝜒, 𝐹)

2𝑘𝑡𝑐−1

𝑘=2𝑘𝑡𝑐−1

2𝑗𝑠𝑏−1

𝑗=𝑗𝑠𝑏−1

2𝑖𝑟𝑎−1

𝑖=𝑖𝑟𝑎−1

 

+ ∑ ∑ ∑ 𝑑(𝜑, 𝐹)

𝑘𝑡𝑐

𝑘=2𝑘𝑡𝑐−1+1

𝑗𝑠𝑏

𝑗=2𝑗𝑠𝑏−1+1

𝑖𝑟𝑎

𝑖=2𝑖𝑟𝑎−1+1

) 

= 𝑑(𝜒, 𝐹) (
𝑖𝑟𝑎−1

𝑖𝑟𝑎

) (
𝑗𝑠𝑏−1

𝑗𝑠𝑏

) (
𝑘𝑡𝑐−1

𝑘𝑡𝑐

) 

(50) 
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+𝑑(𝜑, 𝐹) (
𝑖𝑟𝑎

− 2𝑖𝑟𝑎−1

𝑖𝑟𝑎

) (
𝑗𝑠𝑏

− 2𝑗𝑠𝑏−1

𝑗𝑠𝑏

) (
𝑘𝑡𝑐

− 2𝑘𝑡𝑐−1

𝑘𝑡𝑐

) 

= 𝑑(𝜒, 𝐹) (
𝑖𝑟𝑎−1

𝑖𝑟𝑎

) (
𝑗𝑠𝑏−1

𝑗𝑠𝑏

) (
𝑘𝑡𝑐−1

𝑘𝑡𝑐

) 

+𝑑(𝜑, 𝐹) (1 −
2

𝑞𝑟𝑎

) (1 −
2

𝑞𝑠𝑏

) (1 −
2

𝑞𝑡𝑐

) 

 

elde edilir. 
1

𝑞𝑟𝑎

<
1

𝑎
 ,

1

𝑞𝑠𝑏

<
1

𝑏
 ,

1

𝑞𝑡𝑐

<
1

𝑐
 olduğunda 

 

1

𝑖𝑟𝑎
𝑗𝑠𝑏

𝑘𝑡𝑐

∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝐹)

𝑘𝑡𝑐

𝑘=1

𝑗𝑠𝑏

𝑗=1

𝑖𝑟𝑎

𝑖=1

≥ 𝑑(𝜒, 𝐹) (
𝑖𝑟𝑎−1

𝑖𝑟𝑎

) (
𝑗𝑠𝑏−1

𝑗𝑠𝑏

) (
𝑘𝑡𝑐−1

𝑘𝑡𝑐

) 

+𝑑(𝜑, 𝐹) (1 −
2

𝑎
) (1 −

2

𝑏
) (1 −

2

𝑐
) → 𝑑(𝜑, 𝐹) 

(51) 

 

buluruz. O halde 

𝑃 − lim
𝑎,𝑏,𝑐→∞

1

𝑖𝑟𝑎
𝑗𝑠𝑏

𝑘𝑡𝑐

∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝐹)

𝑘𝑡𝑐

𝑘=1

𝑗𝑠𝑏

𝑗=1

𝑖𝑟𝑎

𝑖=1

≥ 𝑑(𝜑, 𝐹) (52) 

 

olur. Diğer yandan, 𝑖 = 1, … ,2𝑖𝑟𝑎−1 , 𝑗 = 1, … ,2𝑗𝑠𝑏−1 , 𝑘 = 1, … ,2𝑘𝑡𝑐−1 için 

 

1

2𝑖𝑟𝑎−12𝑗𝑠𝑏−12𝑘𝑡𝑐−1
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝐹)

2𝑘𝑡𝑐−1

𝑘=1

2𝑗𝑠𝑏−1

𝑗=1

2𝑖𝑟𝑎−1

𝑖=1

 

≥
1

2𝑖𝑟𝑎−12𝑗𝑠𝑏−12𝑘𝑡𝑐−1
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝐹)

2𝑘𝑡𝑐−1

𝑘=𝑘𝑡𝑐−1+1

2𝑗𝑠𝑏−1

𝑗=𝑗𝑠𝑏−1+1

2𝑖𝑟𝑎−1

𝑖=𝑖𝑟𝑎−1+1

 

≥
𝑑(𝜑, 𝐹)

6
 

(53) 

 

bulunur. Bu da 𝛶 ∉ |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) dir. İspat tamamlanır. 

 

Teorem 3.5. |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) = 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) olması için gerek ve yeter koşul 1 <

lim 𝑖𝑛𝑓𝑟𝑞𝑟 ≤ lim 𝑠𝑢𝑝𝑟𝑞𝑟 < ∞, 1 < lim 𝑖𝑛𝑓𝑠𝑞𝑠 ≤ lim 𝑠𝑢𝑝𝑠𝑞𝑠 < ∞ ve 1 < lim 𝑖𝑛𝑓𝑡𝑞𝑡 ≤ 

 lim 𝑠𝑢𝑝𝑡𝑞𝑡 < ∞ olmasıdır. 
 

İspat. Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 deki ispat yöntemleri kullanılarak bu teoremin ispatı 

yapılır. 

 

Bulanık sayıların hem |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) hem de 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹)-limitlerinin aynı olup olmadığı 

aşağıdaki teoremde verilmiştir. 

 

Teorem 3.6. Eğer 𝑝 ≤ 1 ve 𝛶 ∈ |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) ∩ 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) ise 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡

(𝐹) − lim 𝛶𝑖𝑗𝑘 =

|𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) − lim 𝛶𝑖𝑗𝑘  dir. 
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İspat. 𝛶0 ≠ 𝛶′0 varsayımıyla 

 

𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) − lim 𝛶𝑖𝑗𝑘 = 𝛶0   ve   |𝜎1,1,1|

𝑃
(𝐹) − lim 𝛶𝑖𝑗𝑘 = 𝛶′0 (54) 

 

verilsin. O zaman 𝑝 ≤ 1 olduğunda 

 

𝑈𝑟,𝑠,𝑡 + 𝑈′
𝑟,𝑠,𝑡 =

1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘∈𝐼𝑡𝑗∈𝐼𝑠𝑖∈𝐼𝑟

+
1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶′

0)
𝑃

𝑘∈𝐼𝑡𝑗∈𝐼𝑠𝑖∈𝐼𝑟

 

≥
1

ℎ𝑟,𝑠,𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶0, 𝛶′

0)𝑃

𝑘∈𝐼𝑡𝑗∈𝐼𝑠𝑖∈𝐼𝑟

 

≥ 𝑑(𝛶0, 𝛶′
0)𝑃 

(55) 

 

yazabiliriz. 𝛶 ∈ 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
 iken 𝑃 − lim

𝑟,𝑠,𝑡→∞
𝑈′𝑟,𝑠,𝑡 = 0 dır. Böylece min(𝑟, 𝑠, 𝑡) > 𝑁 için, 

 

𝑈𝑟,𝑠,𝑡 >
1

2
𝑑(𝛶0, 𝛶′

0)𝑃 (56) 

 

elde edilir. O halde, 

 

1

𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

=
1

𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡
∑ ∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘∈𝐼𝜉𝑗∈𝐼𝜈𝑖∈𝐼𝜇

𝑟,𝑠,𝑡

(𝜇,𝜈,𝜉)=1,1,1

 

≥
1

𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘∈𝐼𝑡𝑗∈𝐼𝑠𝑖∈𝐼𝑟

 

= (1 −
1

𝑞𝑟
) (1 −

1

𝑞𝑠
) (1 −

1

𝑞𝑡
) 𝑈𝑟,𝑠,𝑡 

>
1

2
(1 −

1

𝑞𝑟
) (1 −

1

𝑞𝑠
) (1 −

1

𝑞𝑡
) 𝑑(𝛶0, 𝛶′

0)𝑃 

(57) 

 

olur. Buradan 𝛶 ∈ |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) ve 𝑟, 𝑠, 𝑡 → ∞ iken, 

 

1

𝑖𝑟𝑗𝑠𝑘𝑡
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃

𝑘𝑡

𝑘=1

𝑗𝑠

𝑗=1

𝑖𝑟

𝑖=1

→ 0 (58) 

 

olduğu görülür. Böylece, 𝑞𝑟 , 𝑞𝑠, 𝑞𝑡 → 1 elde etmeliyiz. Bu durumların Teorem 3.3’ün 

ispatında bulunduğu görülür. |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) ⊃ 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡
(𝐹) dir. O halde, 𝑁𝜃𝑟,𝑠,𝑡

(𝐹) −

lim 𝛶𝑖𝑗𝑘 = 𝛶′0 olduğunda |𝜎1,1,1|
𝑃

(𝐹) − lim 𝛶𝑖𝑗𝑘 = 𝛶′0 dır. Öyleyse, 

 

𝑃 − lim
𝑚,𝑛,𝑜→∞

1

𝑚𝑛𝑜
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃
𝑜

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

= 0 (59) 

 

dır. Ancak, 
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1

𝑚𝑛𝑜
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃
𝑜

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

+
1

𝑚𝑛𝑜
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶′

0)
𝑃

𝑜

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

≥ 𝑑(𝛶0, 𝛶′
0)𝑃 

≥ 0 

(60) 

 

olur. Bu ise 
1

𝑚𝑛𝑜
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶0)

𝑃𝑜
𝑘=1

𝑛
𝑗=1

𝑚
𝑖=1  ve 

1

𝑚𝑛𝑜
∑ ∑ ∑ 𝑑(𝛶𝑖𝑗𝑘 , 𝛶′

0)
𝑃𝑜

𝑘=1
𝑛
𝑗=1

𝑚
𝑖=1  

toplamlarının sıfıra yakınsaması nedeniyle bir çelişki verir. Böylece teoremin ispatı 

tamamlanır. 

 

4. Sonuç ve Yorum 

 

Bu makalede bulanık sayılar için, üç indisli lacunary istatistiksel yakınsamanın dikkat 

çekici özellikleri, üç indisli lacunary güçlü p -Cesàro toplamı ile üç indisli istatistiksel 

olarak yakınsaklık arasındaki ilişkiler belirtilmiştir. Ek olarak, bu makaledeki sonuçlar 

toplanabilirlik teorisi üzerine yapılmış olan çalışmaların devamı niteliğindedir. 
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