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Bu calismada, ¢(t) eB V(O,ﬂ') olmak iizere monotonik pozitif (pn)ve (qn) dizileri i¢in (— 72',7[)

arahgmda Lebesgue anlaminda integrallenebilen 27 periyotlu herhangi bir f* fonksiyonunun Fourier serisinin

0 < k <1 olmak iizere diizgiin olarak |N »P>4|, toplanabilmesi ile ilgili bir teorem ispatlandi.

Anahtar Kelimeler : Fourier serisi, Mutlak genellestirilmis Norlund toplanabilme.

ABSOLUTE GENERALIZED NORLUND SUMMABILITY OF THE
FOURIER SERIES

ABSTRACT

In this study, it is accepted that ¢(t ) eRB V(O,i[ ) and we prove a theorem about which |N ,P,q| ~ uniformly

k
summability of Fourier series of a periodic f function having 27 period where (pn) and (qn) are monotonic

positive sequences by means of Lebesgue integrable in (— 7[,72') for 0<k<1.
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1. GIiRiS
1.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Tamm 1.1.1 : f fonksiyonu (— 72',72') araligmda Lebesgue anlamimda integrallenebilen 27 periyotlu bir
fonksiyon olsun.

1 T
a, =— jf(x)cos nxdx
4 -
ve
1 T
b, =— I £(x)sin nxdx
7 -
olmak lizere
a_20 + Z (a, cosnx +b, sin nx)
n=1

trigonometrik serisine f* fonksiyonunun Fourier serisi veya f fonksiyonuna
karsilik getirilen Fourier serisi denir ve

f(x)za—°+§(an cosnx + b, sin nx) (1.1.1)

n=1

seklinde gosterilir. [1].

Tanm 1.1.2 : (pn) ve (qn) herhangi iki dizi olmak iizere 7, = Z P,_,q, olsun. Diger taraftan Zan
v=0

serisinin kismi toplamlar dizisi (Sn) olmak lizere, (Sn) dizisinden (tn) dizisine

1 n
L, ZV—ZPn_quSV (1.12)

n v=0

ile tanimlanan doniigiime genellestirilmig Norlund doniistimii denir ve (N , D q) ile gosterilir.

Eger lim¢, =5 ise, Z a, serisine veya (Sn) dizisine s degerine genellestirilmis Norlund toplanabilirdir denir

n—>0

ve S, — S(N,p,q) ile gosterilir . [2].

Tamm 1.1.3: Yukaridaki tammlara ek olarak & >0 , lim [, =85 ve Arn =r, —r,_, olmak iizere

n—>x0

k-1

0

>

n=0 A]"n

k
<0 (1.13)

t

n n+l

ise, (Sn ) dizisine mutlak genellestirilmis Norlund toplanabilirdir denir yada ‘N ,P.q ‘ 1 toplanabilirdir denir. [2].

Norlund

Sonu¢ 1.1.4 : Tanim 1.13 de g, =1 ve k=1 alinirsa ‘N,p,q‘ktoplanabilmeden |N,pn

toplanabilme metodu elde edilir.
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Teorem 1.1.5 : ¢(t)€BV(0,7Z), (pn) dizisi de n —> o0 iken P, >, R € BV ve S, € BV olacak

sekilde pozitif monoton bir dizi olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun Fourier serisi # = X noktasinda |N D,

toplanabilirdir. [3].
t

Teorem 1.1.6 : ¢1 tlj¢ du olmak iizere ¢1()€BV(0,7Z') ve (pn) dizisi de R, € BV
0

1

P,

( P — pn) dizisi monoton azalan ve z = ( j olacak sekilde pozitif bir dizi olsun. Bu takdirde f

fonksiyonunun Fourier serisi # = X noktasinda |N , P,| toplanabilirdir. [4].

2. FOURIER SERILERININ MUTLAK GENELLESTIRILMiS NORLUND TOPLANABIiLMESI
Teoremin ispatina gegmeden dnce teoremin ispatinda kullandigimiz agsagidaki Lemmayi ifade edelim.

Lemma 2.1.
m ven herhangi pozitif sayilar olmak iizere V¢ € (0,7[] icin m ven ye gore diizgiin olarak

Z": sin vt

v=m v

<K

olacak sekilde K > 0 sayis1 mevcuttur. [5].

Teorem 2.2.
1) f fonksiyonu, Tanim 1.1.1 deki gibi tanimlanmak iizere

#(0)= f(x+t)-;f(x—t) e BY(0,7)

2) (pn) monoton azalan pozitif bir dizi
(qn) monoton artan pozitif bir dizi

4) (r,), n— oo iken r, — 0 olacak sekilde bir dizi

v
5) g =0| -
) 0.0 %]

sartlart saglansim. Bu takdirde (— T, T ) araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilen 27 periyotlu  f

fonksiyonunun (1.1.1) de ifade edilen Fourier serisi 0 < k& <1 igin diizgiin olarak ‘N ,P.q ‘ ' toplanabilirdir.

ispat :

=D Py =D Pl
v=0 v=0

oldugundan teoremin (2) ve (3) hipotezinden yararlanarak

n—l1 n

o Zp q,., Zp G =2 G0y = @0 )P, 20

v=0
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elde edilir ki bu (rn) dizisinin pozitif ve monoton artan bir dizi oldugunu gdsterir. Diger taraftan (1.1.1) de

verilen f fonksiyonunun Fourier serisinin  kismi toplamlar dizisi (Sn (x)) olsun. f fonksiyonunu,

.[ f (t )dl‘ = 0 sartin1 saglayacak sekilde segersek, @, =0 olur. Bu durumda

-

s, (x)= Zn:(ak cos kx + b, sin kx)

k=1

[_[f cosktcoskxdt+ jf smktsm kxdtJ
k=1 7T

M(If (£)cosk(x —r)dr} ”

elde edilir. Toplamin igindeki integrale X —f =u degisken degistirmesi yaparak ve [ fonksiyonunun 27

periyotlu olmasini kullanarak

sn(x): n 1{ .[fx u)cos kudu ] (J.fx u coskuduj
k=1 T k=1 7T

n 1 z
_Z;(_J;f(x—u)coskudu+£f(x—u)coskuduj

k=1

/A

i lUf X+u coskudu+jfx u coskudu]

elde edilir.

¢(t)=f(x+t);f(x_t) ve Dn(t)=%+zn:coskt

olmak tizere

5,(0)= 2 [0, (e

0

yazilabilir. Bdylece 0 <k <1 i¢in ¢, = —Z P,.,4,S, olmak iizere
n v=0
k-1 k-1
| r k | L k
Z - t, =1, <© veyabunadenkolanz = tn—l‘nfl‘ <0
n=0 A]"n n=l1 Arﬂ—l
oldugunu ispatlayacagiz.
(rn ) pozitif ve monoton artan bir dizi oldugundan
k-1 k-1
o0 7 B i 0 7 B A
z = tn - ZLn—l‘ = Z = tn - tn—l‘
e VAV =1\ Ar,

yazilabilir.
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[lk olarak

- ——an V4,5, ——an .S, = Z[h_ Puv qusv

Ty v=0 V1 v=0 v=0

=—I¢ ){ [p'” p"”qu v(f)}df (2.1)

elde edilir. Koseli parantez i¢indeki ifadeye Abel kismi toplama formiilii uygulandiktan sonra toplamlarin sirasini
degistirme metodunu kullanarak

S22y 0. 0- 5 (0,0-0,,003 [’” e Ry )

" v=0 =0\ Ty ot =\ L
n v—I1
Ponjor Pny
:ZCOSVZ‘Z[ - +D an 4, ——an 4,
v=l Jj=0 Tt V Ty j=0 Fac1 j=0

n v—I1
le—j—l pn—j lq
= cos vt - ) +D no_ "
VZ=1: jzo( 7, 7 }j " {l" an —j= 1qj :|

n nl/O n—l

v=0 Jj=0 Vo r,
n—1
p}’l— — pn
=y | e CIJZCOSV+1) (2.2)
Jj=0 rn—l Vn v=j

elde edilir. (2.2) ifadesi (2.1) de yerine yazilirsa

_2” S Pojar P
t,—t,, = ﬂ_[¢(t)|:2(—r Jq Zcos (v+1) }dr

0 Jj=0 n-1 7, v=j

olup esitligin sagindaki integrale kismi integrasyon metodu uygulanarak

{’i(m—p" /janzl‘,cos v+1) :Idt—dZ #e)=u
7,

Jj=0 n-1 n v=j

olmak tizere

2 S Loy P v sinve || 278 Py Paya L\ sin vt
At =210t Lojr _ Puj | 2 Puy Pu ) ol
oz ¢( {JO( T r ]q'/ : % :| . " T -([Z[ 7 Jq.l Z v ¢( )

v=j+1

n—1 pn—j ~ pn—j—l n— l (V+1)
[j‘o ( rn rn—l qj v=j v+ 1 ¢(t)
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C2HE (P P ) Csin(v+1)
_ﬂ‘[l:;( r r jq'i v+l :|d¢(t)

v=j

elde edilir.Lebesgue integralin 6zelliginden yararlanarak

|t " %]r.|:nl[pn] pn—j—lj ZISIII V+1 } ¢(l#
0 v=j

Jj=0 n n—1
ARSI ISR S sin(v+1)
(el Jz— i
2 ””‘1[7,,,- p,,,1| smv+1t|d ;
(”j '([10 rn n—l ‘q]; V+1 ‘ ¢ ]

yazilabilir. Lemma 2.1. den yararlanarak son esitsizlik

i

n—1

-1
pn j pn j -1 pn—j pn—j—l

=0

Jj=0 n n n n-1

g, [|asle)

213

seklinde yazilabilir. ¢(t ) eB V(O,?Z) oldugundan J.|d ¢(tl < M olacak sekilde M > 0 sayisi vardir. O halde
0

pn pn -1
J_ —Jj- q

n nl|< Kz

J
n n—l

dir. Diger taraftan (pn) dizisinin monoton azalan ve (r ) dizisinin de monoton artan oldugu g6z Oniine

n
alinarak

&_pnﬂzpnrn+1_pnrn+pnrn_pn+lrn pn(rHl )+rn(pn_pn+l)20

rn rn+l rn rn+l rn rn+l

r r

elde edilir ki bu (p"] dizisinin monoton azalan oldugunu gosterir. [&J dizisinin monoton azalan

olmasindan dolay1

n—1

Zh_pn,l i(pn,l_pn,j Zipnjl ' "Z-ipn_jqj
Jj=0 rn n—l = n—l n Jj=0 n—l Jj=0 rn

rn—l _ipn_jqj +p0qn :l_r_n+p0qn — pOQn
j=0 I"n r r r r

n—1 n n n n

r
yazilabilir. Buna gore (5) hipotezinde g, = 0(2—';] oldugundan

t,—t,.|= Ol Pt |_of L
7, 2"

olup
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k-1 k-1 1 k
v,_ k r_
= tn _tn71| = O(l =
Ar, Ar, 2"
elde edilir. Teoremin (4) hipotezi ile (I’n) dizisinin monoton artanligini kullanarak 0 < k <1 icin
k-1 A -k
r r
n—1 — n—1 — 0(1)
Arn—l rn—l

) ot -S[5e) (7| -onfEs

n=1 n=1

elde edilir. 27 < o0 oldugundan pozitif terimli seriler i¢in karsilastirma testine gore
n=l1

k-1

i rnfl

k
et [ <oo
n=l1 Arn,I " " ‘

dir. Buise  f fonksiyonunun (1.1.1) deki Fourier serisinin (Sn (x)) kismi toplamlar dizisinin 0 < k <1 icin

|N s p,q|k toplanabilir dolayistyla f fonksiyonunun (1.1.1) deki Fourier serisinin diizgiin olarak |N P-4,

toplanabilir oldugunu gosterir.
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