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ÖZET 
 

Bu çalışmada,   ( )tφ ( )π,0BV∈   olmak üzere  monotonik pozitif ( )np ve ( )nq  dizileri için   ( )ππ ,−  

aralığında  Lebesgue anlamında integrallenebilen  π2  periyotlu herhangi bir  f  fonksiyonunun  Fourier serisinin 

10 << k  olmak üzere düzgün olarak 
k

qpN ,,  toplanabilmesi ile ilgili bir teorem ispatlandı.  
 
Anahtar Kelimeler : Fourier serisi, Mutlak genelleştirilmiş Nörlund toplanabilme. 
 
 
 
 

ABSOLUTE GENERALIZED NÖRLUND SUMMABILITY OF THE 
FOURİER SERIES 

 
ABSTRACT  

 
In this study, it is accepted that ( )tφ ( )π,0BV∈  and  we prove a theorem about which 

k
qpN ,,    uniformly 

summability  of  Fourier series of a periodic f  function having π2  period  where ( )np  and ( )nq  are monotonic 

positive  sequences by means  of Lebesgue integrable in ( )ππ ,−  for  10 << k .  
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1.  GİRİŞ  
 
1.1. Temel Tanımlar  ve Teoremler 

 
Tanım 1.1.1 : f  fonksiyonu  ( )ππ ,−  aralığında  Lebesgue anlamında integrallenebilen  π2  periyotlu  bir 
fonksiyon olsun. 
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trigonometrik serisine f  fonksiyonunun   Fourier   serisi  veya f  fonksiyonuna 
karşılık getirilen  Fourier   serisi  denir  ve 
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xf                                                                          ( 1.1.1 ) 

şeklinde gösterilir. [1]. 
 

Tanım 1.1.2 : ( )np  ve  ( )nq   herhangi  iki dizi olmak  üzere  ∑
=

−=
n

v
vvnn qpr

0
  olsun. Diğer taraftan ∑ na  

serisinin  kısmi toplamlar dizisi  ( )ns  olmak üzere,  ( )ns  dizisinden  ( )nt  dizisine  
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                                                                                                           ( 1.1.2 ) 

ile tanımlanan  dönüşüme  genelleştirilmiş Nörlund  dönüşümü denir ve  ( )qpN ,,  ile gösterilir. 
 
Eğer  stnn

=
∞→

lim  ise, ∑ na  serisine veya ( )ns  dizisine s değerine genelleştirilmiş Nörlund  toplanabilirdir denir 

ve  ( )qpNssn ,,→   ile gösterilir . [2]. 
 
Tanım 1.1.3:  Yukarıdaki tanımlara ek olarak  0>k  , stnn

=
∞→

lim  ve  1−−=∆ nnn rrr  olmak üzere   
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                                                                                            ( 1.1.3 ) 

ise, ( )ns  dizisine  mutlak genelleştirilmiş  Nörlund toplanabilirdir denir  yada  
k

qpN ,, toplanabilirdir denir. [2]. 

 
Sonuç 1.1.4 : Tanım 1.1.3 de 1=nq  ve   1=k  alınırsa 

k
qpN ,, toplanabilmeden  npN ,  Nörlund 

toplanabilme metodu elde edilir. 
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Teorem 1.1.5 : ( ) ( )πφ ,0BVt ∈ , ( )np   dizisi de ∞→n   iken ∞→nP , BVRn ∈  ve BVSn ∈   olacak 

şekilde pozitif  monoton bir dizi olsun. Bu takdirde f  fonksiyonunun  Fourier serisi xt =  noktasında npN ,  

toplanabilirdir. [3]. 

Teorem 1.1.6 : ( ) ( )∫−=
t

duutt
0

1
1 φφ  olmak üzere ( ) ( )πφ ,01 BVt ∈  ve ( )np   dizisi de BVRn ∈  , 

( )nn pp −+1  dizisi monoton azalan  ve ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∑

∞

+= nnk k P
nO

P1

1
olacak şekilde pozitif bir dizi olsun. Bu takdirde f  

fonksiyonunun  Fourier serisi  xt =  noktasında npN ,  toplanabilirdir. [4]. 
 
2.  FOURİER SERİLERİNİN   MUTLAK GENELLEŞTİRİLMİŞ  NÖRLUND  TOPLANABİLMESİ 
 
Teoremin ispatına geçmeden önce teoremin ispatında kullandığımız aşağıdaki Lemmayı ifade edelim. 
 
Lemma  2.1.  
m ve n  herhangi  pozitif sayılar  olmak üzere ( ]π,0∈∀t   için m ve n  ye göre  düzgün olarak  

                     K
v
vtn
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=

sin
  

olacak şekilde 0>K  sayısı mevcuttur. [5]. 
 
Teorem 2.2.    
            1) f  fonksiyonu, Tanım 1.1.1 deki gibi tanımlanmak üzere  

                        ( ) ( ) ( ) ( )πφ ,0
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BVtxftxft ∈
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            2) ( )np ,  monoton azalan   pozitif  bir  dizi 

            3)  ( )nq , monoton  artan    pozitif  bir  dizi  
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şartları sağlansın. Bu takdirde ( )ππ ,−  aralığında  Lebesgue anlamında integrallenebilen  π2  periyotlu  f  

fonksiyonunun  (1.1.1) de ifade edilen  Fourier serisi 10 << k  için düzgün olarak 
k

qpN ,,  toplanabilirdir.  
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elde edilir ki bu  ( )nr  dizisinin  pozitif ve monoton artan bir dizi olduğunu gösterir. Diğer taraftan  (1.1.1) de  

verilen f fonksiyonunun  Fourier  serisinin  kısmi    toplamlar dizisi ( )( )xsn  olsun. f fonksiyonunu, 
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elde edilir. Toplamın içindeki integrale utx =−  değişken değiştirmesi yaparak  ve  f  fonksiyonunun  π2  
periyotlu olmasını kullanarak  
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  elde edilir.  
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( )nr  pozitif ve monoton artan bir dizi olduğundan   
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İlk olarak      
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elde edilir. Köşeli parantez içindeki ifadeye Abel  kısmi toplama formülü  uygulandıktan sonra toplamların sırasını 
değiştirme metodunu kullanarak  
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elde edilir. (2.2) ifadesi  (2.1) de yerine yazılırsa   
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olup eşitliğin sağındaki integrale  kısmi  integrasyon metodu uygulanarak   
 

    ( ) dzdttvq
r

p
r

pn

j

n

jv
j

n

jn

n

jn =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∑ ∑

−

=

−

=

−

−

−−
1

0

1

1

1 1cos ,       ( ) ut =φ   

 
olmak üzere 
 

( ) ( )td
v
vtq

r
p

r
p

v
vtq

r
p

r
p

tt
n

j

n

jv
j

n

jn

n

jn
n

j

n

jv
j

n

jn

n

jn
n φ

π
φ

π

π
π

∫∑ ∑∑ ∑
−

= +=−

−−−
−

= +=

−

−

−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=∆

0

1

0 11

1

0

1

0 11

1 sin2sin2
   

( ) ( ) ( )td
v

tvq
r

p
r

p
v
vq

r
p

r
p n

j

n

jv
j

n

jn

n

jn
n

j

n

jv
j

n

jn

n

jn φ
π

ππφ
π

π

∫ ∑ ∑∑ ∑
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−

=

−

=−

−−−
−

= +=

−

−

−−

0

1

0

1

1

1
1

0 11

1

1
1sin2sin2

 

      ( ){ } ( ) ( )td
v

tvq
r

p
r

pn

j

n

jv
j

n

jn

n

jn φ
π

πφ
π

π

∫ ∑ ∑
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−−=

−

=

−

=−

−−−

0

1

0

1

1

1

1
1sin200.2

 



A. Sönmezoğlu / Erciyes Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Dergisi 23 (1-2) 208 - 214  (2007) 
 

 

213

 

             
( ) ( )td
v

tvq
r

p
r

pn

j

n

jv
j

n

jn

n

jn φ
π

π

∫ ∑ ∑
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−

=

−

=−

−−−

0

1

0

1

1

1

1
1sin2

 

 
elde edilir.Lebesgue  integralin  özelliğinden   yararlanarak 
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yazılabilir. Lemma 2.1. den yararlanarak son eşitsizlik       
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yazılabilir. Buna göre (5) hipotezinde ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= n

n
n

r
Oq

2
 olduğundan  

       =− −1nn tt   ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n

n

n O
r
qp

O
2
11 0                                   

olup                  



Fourier Serilerinin  Mutlak Genelleştirilmiş Nörlund Toplanabilirliği 

 

214

       ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

−

−

−
−

−

−

−
k

n

k

n

nk
nn

k

n

n

r
r

Ott
r

r
2
11

1

1

1
1

1

1

1    

 
elde edilir. Teoremin (4) hipotezi ile  ( )nr   dizisinin monoton  artanlığını  kullanarak 10 << k  için    
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elde edilir. ∞<∑
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nk   olduğundan  pozitif terimli seriler için karşılaştırma testine göre  
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dır. Bu ise     f  fonksiyonunun  (1.1.1) deki Fourier serisinin ( )( )xsn  kısmi toplamlar  dizisinin  10 << k  için  

k
qpN ,, toplanabilir  dolayısıyla f  fonksiyonunun  (1.1.1) deki Fourier serisinin  düzgün olarak  

k
qpN ,,  

toplanabilir olduğunu gösterir. 
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