Erciyes lniversitesi
Fen Bilimleri Dergisi
1, 339-348, (1985)

PERIYODIK FONKSIYONLARIN RIESZ ORTALAMASI YARDIMI ILE YAKLASIM
DERECELERT
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THE DEGREE OF APPROXIMATION OF PERIODIC FUNCTIONS BY RIESZ MEANS

SUMMARY

In +his work, the deqree of approximation of functions belonging 40
the class Lip « (0 <« o« < 1) by Riesz means have becn detrormin-d,
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Let f be a periodic function, with period 2r and integrable in the
sense of Lebesgue. The Fourier series associated with f at the point

@
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x is —_ a * (a Cosnx + b Sinnx}.
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the (P, p )-means of the sequence {s }
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The deqree of approximatien of a pericdic function f belonging tec the
class of Lip « , by (R,p )-means of Fourier series is given by,
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SEMBOLLER
{Hnj : Pn dizisi
Lip « : Lipschitz sinifi
{R,pn)—ortalama51 : Riesz ortalamast
Zan : -Z- a, serisi
n=0
f=0(99) 1 f(n) ve f’(n), n nin yeteri derecede biyiik

degerlieri ic¢in tanmimli ve K pozitif sabit ol-
mak dzere |fl|g K olmast demektir.

=0(1) : f nin sinirl1 oldugunu ifade eder.
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1- GIRIS

Periyodik fonksiyonlarin yaklasim dereceleri, dedisik zamanlarda

bir cok ydnleri ile incelenmistir. Biz bu ¢alismamizda Lip « sinifi-
nag ait, 2 n periyodlu, periyodik bir f fonksiycnunun (R,pn}—ortala—
mast yardimi ile yaklasim derecesini inceledik. Konu iie ilgili bazi
tanimlari, ayrica Lip = simifina ait periycdik bir f fonksiycnunun
(R, pn)-ortalamasl yardimt ile yaklasim derecesini veren bir teore-
min ifade ve ispatini verdik.

2- TANIMLAR

2.1-TANIM: f fonksiyonu 2n periycdlu, periyodik ve Lebesgue anlaminda
integrallenebilen bir fonksiyon clsun.

]

fx) m%w—ao + E (anCOSnx + bnSinnx) (2.1)

n=1

ifadesine, f fonksiyonunun x noktasindaki Fourier serisi denir [1] .

2.2-TANIM: f fonksiyonunun Fourier serisi (2.1) ifadesindeki gibi ve-

rilirse,
2n
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seklinde verilen a,» 4, ve bn degerlerine Fourier serisinin katsa-

n
yilari denir [2] .

2.3-TANIM: {pn} dizisi, Py >0 ve Pn=po+p1+...+pn_.m, (n =) olmak
izere negatif olmayan sabitlerin bir dizisi olsun.

yazalim, t, ye Xan serisinin kismi toplamlar dizisi olan LS.} di-
zisinin Riesz ortalamas! veya kilsaca (R,pn)—ortalama51 denir {11 .

2.4-TANIM: <= >0 icin efer

f(x+h)-F(x) = 0(Ih])

ise, f fonksiyonuna Lip = sinifina ait bir fonksiyondur denir ve
fE€Lip = seklinde gdsterilir (1] .

3.TEOREM: Lip = (0 <« =g 1) sinmifina ait, 2r periyodlu, periyodik
bir f fonksiyonunun Fourier serisinin (R,pn)»ortalamam yardimi ile

yaklasim derecesi

D o
OJ&%_) ;0< =<t ise
n
max ]f(x)—tn{x)|=é
0 £xQ2n
) o{ LI P”]) 1
—— Log —— 2= =1 ise
L P n |

seklinde verilir. Burada (R,pn)—ortalamam reglilerdir ve n >N, icin

P> 0 artandir 1173 .

ISPAT: f fonksiyonunun x noktasindaki Fourier serisi
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f(x) m% a, + E (a Cosnx + b Sinnx) (3.1)

n=1

olsun. Bu serinin kismi toplamlar dizisi {sn(x)} dizisi ise

n

1 ;
sn(x) = —?— ag + E (a,Coskx + by Sinkx) {3.2)
i k=1

yazilabilir. {2.2), (2.3) ve (2.4) esitlikleri dikkate alinirsa

1 n 2
fFu)du + —— E ( ff(u) CoskuCoskxdu
18
k=1 0

2n

+ _/ f {u)SinkuSinkxdu)

o

Zn n
1 4 . ,
Tf {T+ §_ (Coskaosku+51nka1nku)} fu)du
0

k=1

5, (x)

dur, Boylece

= ___f {' Cosk X- u)} {3.3)

elde edilir. Diger taraftan

i 1

Sin{n+ Ju
A + :): Cosku = 2z
2 2Sin

k=1 T u

oldugundan, bu ifadeyi (3.3} esitliginde deferlendirirsek
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s {x)= — f{u) du {(3.4)

esitligine ulasmis oluruz. Ayrica en scn elde ettigimiz (3.4) esitli-
ginde u=x+t dénlsimi yapilirsa,

2n

; Sin(n+ —;—) 1
5,(x)= 5 f{x+t) dt

2
Sin{n+ —;r—)t Sin(n*-—L't
. : fx+t)dt+ 1 - f(x+t)dt}
ZHOSmTt . SlnTt
1 - 1
Sin{n+ —2—)t Sin{n+ —2——)t
= 5 1 Flxst)dts | —— f(x-t)dtB
Sin 5 t Sin —— t
0 0
elde edilir, Buradanda
' 1
Sin(rH' T)t
s (x)= %f{f(mm(x-ﬂ_} : gt (3.5)
n "
Sin T t
0
esitligini bulmbs oluruz. {sn(x)l dizisinin (R,pn}-ortalamasml

tn(x) ile gésterirsek, {2,5) ifadesi gdzbnine alinirsa;

n

tn(x) = DT Z Dksk(x)
n

k=0
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dir. Burada (3.5) ifadesini dikkate alarak

n Sln(k4—2—)t
t (x e f{ Fx+t)+F (x- t)} (ka ——1———)dt {3.6)

esitligini elde ederiz. Kabul edelimki her bir x icin f{x)=1 olsun.

Bu takdirde (3.1) ifadesinde verilenf(x) in Fourier serininin katsa-
yitari an=0, bn=0 ve a0=2 olur. Dolayisiyle n >0 igin 5n=1 dir.
0 halde (3.5) esitligini

n
f Sin(n+ —;—)t
1
ok 5 — 2dt (3.7)

seklinde ifade edebiliriz [2] .

Simdi (3.6) esitliginin sag tarafina

n . 1
; Sin(k + —2—)t
P Fx)A Py —— y dt

o k=0 ST 't

ifadesini ekleyip ¢ikararak, E Py = Pn oldugunu dikkate alir ve

k=0
(3.7) esitliginide gézb‘nﬂnde bulundurursak

Sin(k+ )
n ()= 21tP [f{x+t +H(x-1) Zf(X)B Zpk e Yt (%) (3.8)

k=0 Sin % t

esitligini bulmus oluruz.

B(t)= o { Flethstxetr-2r(0] (3.9)
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diyelim, Boylece (3.8) ve (3.9) ifadeleri dikkate alinirsa

L Sin(k+ —;——)t
L (0-F(x)= —1— f 8(1) (Z b —————) ot (3.10)
n 9] k=0 S!n ——;—' t

ecitligint elde ederiz. Buradan da;

p/P

nP f —|—i- ’szSm(m—f—)tldt

AR RN

N 1 lﬂ(t ’ : l
wp E p, Sin(k+ Jt|dt
n Sin —2—-1; k 2

pn/P k=0

= I1+I2 yazabiliriz.

Simdi 11 ve 12 1fadelerini ayri1 ayri ele alip inceleyelim. {nce I

i
ifadesini ele atalwm. Sin(k + —;— Jt=0(1) oldugundan

Pn/Py

n
: t
o {_”’”’f Jﬂr’“ 1 E Pk‘ dtj
i % g 2 Sin —-t k=0
Dn/P
—o{ J__l_ dt (3.11)
S;n
1
dir. Diger taraftan @(t |t| ve —-1— = 0 —) L3] ol-
g Sin t t
dugundan 7
D /P
Hax I= o M =0 J (3.12)
0 & Xg 2n

elde etmis oluruz.
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Simdi de 12 ifadesini ele alalim, ﬂ(t)=0(|t}“ ) ve

n
. 1 Pn
pSin(kse 7)t=0(——) [4]
k=0
oldugundan, 0 <= <1 igin
L
: 1 t* Pn
Max 12—0 { - T 5 ——t—‘ dt;}
0 & x g2n n
Dn/Pn
1
p
n ~=d
=0 {T_ t dt}
n
pn/Pn

elde edilir. {3.13) esitliginde « =1 alalim. Bu takdirde

n
P
Max lzzo[ P”ft‘1 dt}
n

0g Xg& &n
Pof Py

p p
=0 T (-tog —ﬂ)}
{: Py Pn

(3.13)

(3.14)
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p P
=0 {—-”— Log —“] (3.15)
Pn pn

esitligini elde ederiz. (3.12), (3.14) ve (3.15) ifadelerini gbzdniine

alirsak
.

0 Py ; ;
=] i 0< =<t ise
n

Max lf(x)-tn(x}] =4

0 & xg 2n

sonucunu elde etmis oluruz ki, bu da teoremin ispatini tamamlar.
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