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GAMMA, WEİBULL VE LOG-NORMAL DAGILIMLARININ 
DOGRU SEÇİM OLASıLıKLARıNA GÖRE A YRIŞTIRILMASI 

Hayrinisa DEMİRcİ BİçER' Cemal ATAKAN" 

ÖZET 

Gamma, Weibull ve Log-Normal dağılımları. çarpık verilerin analizi için sık 
kullanılan dağılımlardır. Bu çalışmada, verilen bir veri setinin, Gamma, 
Weibull ya da Log-Normal dağılımlardan hangisi Ile modelleneceği problemi 
üzerinde durulmuştur. Verilen bir veri setinin dağılımının Gam.ma. Weibull 
ya da Log-Normal dağılımından hangisinden geldiğine, verı setinın 
dağılımının sırasıyla ilgili dağılımlara gOre ohqturulan yokluk hipoten 
altında Monte-Carlo simülasyonian ve aslmptalik sonuçlardan hesaplanan 
dağru •• çlm olasılılıları Ile karar verilmiştir. 

Anahtar K.Umder: Dotnı oeç:Im 01udJlı, Gamma dojlılımı, Log-Normal doj!ılım, OloblUrUk OnDI, 

WoIbull daAıJıDIL 

1_ GİRİş 

Gaınma, Weibull ve Log-Nonna! dağı1ımIan, özellikle, mühendislik, sağlık ve fen 
alanlannda çarpık verilerin analizi için sık kullanılan dagılımlardrr ve oldukça yaygın 
bir uygulama alanlarına sahiptirler. 

Literatürde, verilen bir veri setinin iki olasılık dağılımından hangisi ile modelleneceği 
ile ilgili birçok çalışma mevcuttur. Atkinson (1969, 1970), Cox (1961, 1962), Dyer 
(1973) kitleden a1ınan ömeklernin, ele aldıkları iki olasılık da~lıınından hangisi ile 
modelleneceği problemini ele almışlardır. Duınonceaux ve Antle (1973) Log-Nonna! ve 
Weibull dağı1ım1annı ayırt etmek için en çok olabilirlik oranına ilişkin kritik değerler 
elde etmişlerdir. Bain ve Englehardt (1980) simülasyon sonuçlarına göre Weibull ve 
Gamma dagiımlarına ilişkin dogru seçim olasılık1arını elde etmişlerdir. Wiens (1999) 
bir veri setinin da~ımının Log-Nonna! veya Gaınma dağılımı o1ınası dunıın1arını 
incelemiştir. 

Veri setinin, ortak uygulama alanlarına sahip olan bu dagı1ımlardan hangisi ile 
modelleneceği oldukça önemlidir. Bu çalışmada, ömekleınin dağılımının Gaınma, 
Weibull ya da Log-Nonna! dağılıınlaruıın hangisi ile modelleneceği problemi üzerinde 
durulınuştur. Elde edilen dogru seçim olasılığına göre, veri setinin dağılınunın Gamma, 
Weibull ya da Log-Nonna! dagılımlarından hangisine uyduguna karar veri1mektedir. 
Doğru seçim olasılığı, en çok olabilirlik oranının dağılımına göre elde edilebilir. Ancak, 
bu oranın dağılımına ilişkin analitik ifadeler henüz elde edilemediği için, doğru seçim 
olasılı~ olabilirlik oranının logaritmasının asimptotik da~lıınına göre elde edilebilir. 
Kitleden a1ınan ömeklernin ~lıınınm sırasıyla ilgili da~lınılara göre oluşturulan 
yokluk hipotezi altında elde edilen asiınptotik dağılımlarına ve Monte-Carlo 
simülasyonlarında elde edilen sonuçlara göre doğru seçim olası1ık1arı hesap1annuştır. 
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2. EN ÇOK OLAB L RL K ORANLARI

Verilen bir veri setinin da ılımının, Gamma, Weibull ya da Log-Normal 
da ılımlarından, hangisine uydu una karar verebilmek için bu da ılımlar ile ilgili 
hipotezler altında en çok olabilirlik fonksiyonlarının oranına ba lı bir karar kriteri elde 
edilebilir. 

 ve  parametreli Gamma da ılımına sahip X  rasgele de i keninin olasılık
yo unluk fonksiyonu, 

11; , , 0, 0, 0x
GAf x x e x

            (1) 

olmak üzere,  ve  parametrelerinin en çok olabilirlik tahmin edicileri arasındaki
ili ki

ˆ
ˆ
X              (2) 

olarak elde edilir.  

 ve  parametreli Log-Normal da ılıma sahip X  rasgele de i kenin olasılık
yo unluk fonksiyonu, 

2

2
ln ln

21; , , 0,  0,  0
2

x

LNf x e x
x

            (3) 

dır.  ve  parametrelerinin en çok olabilirlik tahmin edicileri, 

1

1

ˆ
n n

i
i
X     ve 22

1

1 ˆˆ ln ln
n

i
i

X
n

             (4) 

                                                  
biçiminde elde edilir. 

 ve  parametreli Weibull da ılımına sahip X  rasgele de i keninin olasılık
yo unluk fonksiyonu, 

1; , , 0,  0,  0x
WEf x x e x             (5) 

olmak üzere,  ve  parametrelerinin en çok olabilirlik tahmin edicileri arasındaki
ili ki

ˆ1
ˆ

1

ˆ
n

i
i

n X              (6) 
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olarak elde edilir. 

En çok olabilirlik oranının logaritması ile kitleden alınan örneklemin da ılımının
Gamma ya da Log-Normal da ıldı ına karar verilebilir. Yokluk ve alternatif hipotezler 
sırasıyla,

0 :  Örneklem Gamma da ılımından alınmı tır.H

1 :  Örneklem Log-Normal da ılımından alınmı tır.H

olmak üzere, ˆ , ˆ , ˆ  ve ˆ  en çok olabilirlik tahmin edicilerine ba lı olarak en çok 
olabilirlik oranının logaritması,

1

ˆˆ , 1ˆ ˆ ˆˆln ln ln ln 1 ln 2ˆˆˆ , 2
GA

LN

L XT n
L

        (7) 

olarak elde edilir. Burada 
1

1

nn

i
i

X X  örneklemin geometrik ortalamasıdır. E er

1 0T  ise veri setinin da ılımının Gamma da ılımından, aksi halde Log-Normal 
da ılımından oldu una karar verilir. 0H ’ın do ru oldu u ko ulu altında (7) e itli i ile 
verilen 1T ‘in da ılımı ’dan ba ımsızdır ve sadece  parametresine ba lıdır. Benzer 
olarak, 1H ’in do ru oldu u ko ulu altında ise, 1T ’in da ılımı sadece ’ya ba lıdır.

Benzer biçimde, veri setinin da ılımının Log-Normal ya da Weibull da ıldı ına karar 
verilebilir. Bu durumda, yokluk ve alternatif hipotezler sırasıyla, 

0 : Örneklem Log-Normal da ılımından alınmı tır.H

1 :  Örneklem Weibull da ılımından alınmı tır.H

olmak üzere, ˆ , ˆ , ˆ  ve ˆ  en çok olabilirlik tahmin edicilerine ba lı olarak en çok 
olabilirlik oranının logaritması,

ˆ

2

ˆˆ , 1 ˆ ˆ ˆˆln ln 2
ˆ ˆ 2,

LN

WE

L
T n

L
            (8) 

olarak elde edilir. E er 2 0T  ise örneklemin Log-Normal da ılımdan, aksi halde 
Weibull da ılımından geldi ine karar verilir. E er veri Log-Normal da ılımından
geliyor ise, (8) e itli i ile verilen 2T ’nin da ılımı , ’dan ba ımsızdır. Benzer 

olarak, e er veri Weibull da ılımından geliyor ise, 2T ’nin da ılımı , ’dan 
ba ımsızdır. 
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Örneklemin da ılımının Gamma ya da Weibull da ıldı ına karar verilebilmesi için, 
yokluk ve alternatif hipotezler sırasıyla, 

0 :  Örneklem Gamma da ılımından alınmı tır.H

1 :  Örneklem Weibull da ılımından alınmı tır.H

olmak üzere, ˆ , ˆ , ˆ  ve ˆ  en çok olabilirlik tahmin edicilerine ba lı olarak en çok 
olabilirlik oranının logaritması

olarak elde edilir. Burada 
1

1 n

i
i

X X
n

 örneklemin aritmetik ortalamasıdır. 

E er 3 0T  ise örneklemin da ılımının Gamma da ılımı, aksi halde Weibull 
da ılımından oldu una karar verilir.  

3. EN ÇOK OLAB L RL K ORANLARININ AS MPTOT K DA ILIMLARI

Bu bölümde ilgili veri setinin iki da ılımdan hangisinden geldi ine karar vermek için 
asimptotik sonuçlara ba lı karar kuralı elde edilmeye çalı ılacaktır. Bu amaçla, 
kar ıla tırmaya ili kin hipotezler

A)  A1. 0 1: ~ ; ,     : ~ ; ,GA LNH X f x vs H X f x

      A2. 0 1: ~ ; ,     : ~ ; ,LN GAH X f x vs H X f x

B)  B1. 0 1: ~ ; ,     : ~ ; ,LN WEH X f x vs H X f x

      B2. 0 1: ~ ; ,     : ~ ; ,WE LNH X f x vs H X f x

C)  C1. 0 1: ~ ; ,     : ~ ; ,GA WEH X f x vs H X f x

      C2. 0 1: ~ ; ,     : ~ ; ,WE GAH X f x vs H X f x

olarak göz önüne alınsın. 0H  yokluk hipotezleri altında en çok olabilirlik oranının
logaritmasının asimptotik da ılımlarının elde edilmesinde kullanılacak olan Lemma ve 
Teorem, A1 durumu göz önüne alınarak, verinin Gamma da ılımına sahip oldu u
varsayımı altında verilmi tir. Di er durumlar için de benzer sonuçlar aynı ekilde elde 
edilir. 

Lemma : 1 2, , , nX X X  rasgele örneklemi Gamma da ıldı ında n  için a a ıdaki
asimptotik sonuçlar elde edilir. Burada a.s. ile hemen hemen her yerde yakınsama ifade 
edilmektedir. 

a.
,

ln ; , max ln ; ,GA GA GA GAE f X E f X

oldu unda ˆˆ  a.s. ve  a.s. dır. 

3

ˆˆ ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆln ln ln ln 1

ˆ ˆ,
GA

WE

L
T n X X X

L
         (9) 
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b.
,

ln ; , max ln ; ,GA LN GA LNE f X E f X

oldu unda ˆˆ  a.s. ve  a.s.  dır. 

c. *
1

,
ln

,
GA

LN

L
T

L
 olarak tanımlansın. 1 1

1
GAT E T

n
 ve 

* *
1 1

1
GAT E T

n
 aynı asimptotik da ılıma sahiptirler.  

TEOREM : E er veri Gamma da ılımına sahip ise, 1T , 1GAE T  ortalama ve 1GAVar T
varyansı ile asimptotik normal da ılır.

spat: Merkezi Limit Teoremi kullanılarak 1 1
1

GAT E T
n

’nin asimptotik normal 

da ıldı ı gösterilebilir. Böylece, Merkezi Limit Teoremi ve Lemma c. den ispat 
tamamlanmı  olur (White, 1982). 

Lemma b’den, , , 1GAE T  ve 1GAVar T  ifadelerini elde etmek için  

2
2

2

2

, ln ; ,

1 1ln 2 ln ln ln ln
2 2

1 1ln 2 ln ln
2 2

GA LN

GA

g E f X

E X X

      (10) 

fonksiyonunu tanımlayalım. ,g ’nın sırasıyla  ve ’ya göre türevlerinin sıfıra
e itlenmesi ile  

1 2
 ve e            (11) 

olarak elde edilir. Burada lnd
d

 ve d
d

 dır [4]. 

1T  ‘nin asimptotik beklenen de eri ve varyansı;

1 ln ; ,1 ln ; ,

1 1    ln 2 ln ln 1
2 2

GA
GA GA GA LN

E T
AE E f X f X

n
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ve
1

2

2

2

ln ; ,1 ln ; ,

1           1 2 2

                                         1 2

1                                         3
4

GA
GA GA GA LN

Var T
AVar Var f X f X

n

2 2 3                                         + + 2
2

dir. Bu durumda, 1T , 1GAE T  oratalama ve 1GAVar T  varyanslı asimptotik normal 
da ıldı ından, do ru seçim olasılı ı; yani A1 de verilen 0H  hipotezinin red edilememe 
olasılı ı

1
1

1

0 GA GA

GAGA

E T n AEP T
n AVarVar T

  (12) 

dir. Burada  standart normal rasgele de i kenin kümülatif da ılım fonksiyonudur.   

4. S MÜLASYON ÇALI MASI

Bu bölümde, farklı örneklem büyüklükleri için Bölüm 3 de elde edilen asimptotik 
sonuçların simülasyon çalı ması ile Monte-Carlo simülasyon çalı malarına ba lı olarak 
do ru seçim olasılıkları hesaplanmı tır.  

A: 0H  hipotezi Gamma oldu u ve alternatif hipotezi Log-Normal oldu u durum ele 
alınmı tır. , 2GAL ’den örneklem büyüklü ü 20,  40,  60,  80n  ve 100  birimlik 
rasgele örneklemler 10000 tekrarlı üretilerek (7) e itli i ile verilen 1T ’in sıfırdan büyük 
olup olmadı ı kontrol edilmi tir. Do ru seçim olasılı ının bir tahmin de erini elde 
etmek için, 1T ’nin sıfırdan büyük oldu u durumların sayısı hesaplanmı tır. Asimptotik 
sonuçlar kullanılarak (12) e itli i ile verilen do ru seçim olasılıkları hesaplanarak, 
sonuçlar Tablo 1’de verilmi tir. 0H  hipotezinin Log-Normal oldu u durum için de 

, 2LNL ’den örneklem büyüklü ü 20,  40,  60,  80n  ve 100  birimlik rasgele 
örneklemler üretilerek, 1 0T  olup olmadı ı kontrol edilmi tir. Sonuçlar Tablo 2‘de 
verilmi tir. Her bir tabloda, ilk eleman Monte-Carlo simülasyonlarının sonucunu ve 
parantez içindeki de erler asimptotik sonuçlardan elde edilen do ru seçim olasılıklarını
göstermektedir.  
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Tablo 1. Veri Gamma da ıldı ında Monte-Carlo simülasyonları ve asimptotik sonuçlara ba lı
do ru seçim olasılıkları

n 20 40 60  80  100 

  MC   AS  MC      AS  MC      AS   MC      AS   MC      AS 

2 0.7245(0.7216) 0.8023(0.7970) 0.8512(0.8456) 0.8797(0.8800) 0.9058(0.9055) 

4 0.6549(0.6675) 0.7394(0.7299) 0.7844(0.7734) 0.8098(0.8068) 0.8354(0.8336) 

6 0.6303(0.6419) 0.7083(0.6965) 0.7419(0.7356) 0.7652(0.7665) 0.7953(0.7919) 

8 0.6399(0.6285) 0.6851(0.6786) 0.7251(0.7150) 0.7478(0.7440) 0.7673(0.7683) 

10 0.6249(0.6154) 0.6718(0.6609) 0.7059(0.6943) 0.7245(0.7213) 0.7442(0.7441) 

Tablo 2. Veri Log-Normal da ıldı ında Monte-Carlo simülasyonları ve asimptotik sonuçlara ba lı
do ru seçim olasılıkları

n 20 40 60  80  100 

    MC      AS     MC      AS     MC      AS     MC      AS     MC      AS 

0.5 0.6645(0.6827) 0.7493(0.7414) 0.7912(0.7848) 0.8197(0.8242) 0.8408(0.9583) 

0.7 0.7149(0.7207) 0.7994(0.7959) 0.8494(0.8444) 0.8947(0.8789) 0.9054(0.9045) 

0.9 0.7603(0.7509) 0.8453(0.8309) 0.8819(0.8796) 0.9152(0.9122) 0.9357(0.9350) 

1.1 0.7699(0.7723) 0.8651(0.8545) 0.9051(0.9020) 0.9417(0.9323) 0.9510(0.9525) 

1.3 0.7849(0.7876) 0.8798(0.8705) 0.9199(0.9166) 0.9495(0.9448) 0.9632(0.9628) 

B: 0H  hipotezi Log-Normal oldu u ve alternatif hipotezi Weibull oldu u durum ele 
alınmı tır. 2, 2LNL ’den örneklem büyüklü ü 20,  40,  60,  80n  ve 100  birimlik 
rasgele örneklemler üretilerek (8) e itli i ile verilen 2 0T  olup olmadı ı kontrol 
edilmi tir. Sonuçlar Tablo 3’de verilmi tir. 0H  hipotezi Weibull ve alternatif hipotez 
Log-Normal oldu u durum ele alınarak 2,2WEL ’den n  birimlik rasgele örneklemler 
üretilerek, 2 0T  olup olmadı ı kontrol edilmi tir. Sonuçlar Tablo 4‘de verilmi tir.

Tablo 3.  Veri Log-Normal da ıldı ında Monte-Carlo simülasyonları ve asimptotik sonuçlara ba lı
do ru seçim olasılıkları
n 20 40 60 80 100 
MC 0.7838 0.8668 0.9162 0.9421 0.9595 
AS 0.7808 0.8632 0.9110 0.9394 0.9588 

Tablo 4. Veri Weibull da ıldı ında Monte-Carlo simülasyonları ve asimptotik sonuçlara ba lı
do ru seçim olasılıkları
n 20 40 60 80 100 
MC 0.7782 0.8660 0.9090 0.9389 0.9581 
AS 0.7766 0.8590 0.9062 0.9360 0.9556 

C: 0H  hipotezi Gamma oldu u ve alternatif hipotezi Weibull oldu u durum ele 
alınmı tır. Örneklem büyüklü ü 20,  40,  60,  80n  ve 100  ve ekil parametresi  

2,  4,  6,  8,  10  ve 12  olarak seçilmi tir. , 2GAL ’den n  birimlik rasgele örneklem 
üretildi ve 3 0T  olup olmadı ı kontrol edilmi tir. Sonuçlar Tablo 5’de verilmi tir. 
Benzer olarak, 0H  hipotezi Weibull ve alternatif hipotez Gamma oldu u durum ele 
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alınarak, örneklem büyüklü ü 20,  40,  60,  80n  ve100   ve 2,  4,  6,  8  ve 10
oldu u durumlar için 3 0T  olup olmadı ı kontrol edildi. Sonuçlar Tablo 6’da 
verilmi tir.

Tablo 5. Veri Gamma da ıldı ında Monte-Carlo simülasyonları ve asimptotik sonuçlara ba lı
do ru seçim olasılıkları

n 20 40 60  80  100 

    MC      AS     MC      AS     MC      AS     MC      AS     MC      AS 

2 0.8914(0.8907) 0.9014(0.9088) 0.9203(0.9103) 0.9367(0.9329) 0.9601(0.9592) 

4 0.8370(0.8384) 0.8420(0.8479) 0.8627(0.8595) 0.8024(0.8797) 0.8923(0.8924) 

6 0.7185(0.7068) 0.7476(0.7465) 0.7568(0.7530) 0.7739(0.7681) 0.7839(0.7833) 

8 0.5794(0.5812) 0.5750(0.5627) 0.5938(0.5912) 0.6163(0.6088) 0.5962(0.5965) 

10 0.5468(0.5340) 0.5369(0.5217) 0.5456(0.5438) 0.5390(0.5343) 0.5320(0.5342) 

12 0.5278(0.5115) 0.5073(0.5078) 0.5171(0.5102) 0.5115(0.5097) 0.5095(0.5096) 

Tablo 6. Veri Weibull da ıldı ında Monte-Carlo simülasyonları ve asimptotik sonuçlara ba lı
do ru seçim olasılıkları

n 20 40 60  80  100 

  MC     AS   MC      AS   MC      AS    MC      AS   MC      AS 

2 0.5495(0.5271) 0.5513(0.5386) 0.5578(0.5470) 0.5588(0.5544) 0.5615(0.5609) 

4 0.5449(0.5224) 0.5501(0.5344) 0.5494(0.5435) 0.5509(0.5492) 0.5541(0.5530) 

6 0.5273(0.5143) 0.5309(0.5218) 0.5369(0.5258) 0.5316(0.5300) 0.5339(0.5321) 

8 0.5228(0.5103) 0.5198(0.5143) 0.5243(0.5176) 0.5204(0.5193) 0.5237(0.5229) 

10 0.5184(0.5073) 0.5201(0.5099) 0.5248(0.5131) 0.5153(0.5148) 0.5165(0.5156) 

5. TARTI MA VE SONUÇ 

Bu çalı mada, verilen bir veri setinin, ortak uygulama alanlarına sahip olan Gamma, 
Weibull ya da Log-Normal da ılımlarından hangisine uydu una karar vermek için ilgili 
da ılımlara göre olu turulan yokluk hipotezi altında Monte-Carlo simülasyonlarından
ve asimptotik sonuçlardan do ru seçim olasılıkları  elde edilmi tir. 

Elde edilen tablolardan, örneklem büyüklü ü arttıkça do ru seçim olasılıklarının arttı ı
ve Monte-Carlo simülasyonu ile elde edilen do ru seçim olasılı ı ile asimptotik 
sonuçlardan elde edilen do ru seçim olasılı ı arasındaki farkın küçüldü ü
görülmektedir. 

Asimptotik sonuçlara göre elde edilen do ru seçim olasılıklarına bakıldı ında büyük 
örneklemlerde oldu u gibi küçük örneklemler için de asimptotik sonuçların Monte-
Carlo kadar iyi sonuçlar verdi i görülmektedir.  
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DISCRIMINATION OF THE GAMMA, WEIBULL AND            
LOG-NORMAL DISTRIBUTIONS ACCORDING TO 

PROBABILITY OF CORRECT SELECTION 

ABSTRACT 

Gamma, Weibull and Log-Normal distributions are often used distributions 
for modelling skewed data. In this study, for a given data set the problem of 
selecting Gamma, Weibull or Log-Normal distributions is focused on for the 
modelling. Distribution of a given set of data, Gamma, Weibull or Log-
Normal distribution has been decided by the probability of correct selection 
that is calculated by constructing Monte-Carlo simulations and asymptotic 
results under the null hypothesis. 

Keywords: Probability of correct selection, Gamma distribution, Log-Normal distribution, 
Likelihood ratio tests, Weibull distribution. 




