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GAMMA, WEIBULL VE LOG-NORMAL DAGILIMLARININ
DOGRU SECIM OLASILIKLARINA GORE AYRISTIRILMASI

Hayrinisa DEMIRCI BICER" Cemal ATAKAN"

OZET

Gamma, Weibull ve Log-Normal dagilimlar, ¢arpik verilerin analizi igin stk
kullamlan dagihmlardir. Bu caligmada, verilen bir veri setinin, Gamma,
Weibull ya da Log-Normal dagilimlardan hangisi ile modellenecegi problemi
iizerinde durulmugtur. Verilen bir veri setinin dagihminn Gamma, Weibull
ya da Log-Normal dagilimindan hangisinden geldifine, veri setinin
dagilimunin seraswyla ilgili dafilmlara gdre olusturulan yokluk hipotezi
altinda Monte-Carlo simiilasyonlart ve asimpiotik sonuglardan hesaplanan
dogru segim olasiliklar: ile karar verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Dogru se¢im olasih@, Gamma dafihm, Log-Normal dafilim, Olsbilirlik oram,
Weibull dafihm.

1. GiRi$

Gamma, Weibull ve Log-Normal dagilimlan, ozellikle, mithendislik, saglik ve fen
alanlarinda garpik verilerin analizi i¢in sik kullamilan dagilimlardir ve oldukga yaygin
bir uygulama alanlarina sahiptirler.

Literatiirde, verilen bir veri setinin iki olasilik dagilimindan hangisi ile modellenecegi
ile ilgili birgok galigma mevcuttur. Atkinson (1969, 1970), Cox (1961, 1962), Dyer
{(1973) kitleden alinan Grneklemin, ele aldiklar iki olasilik dafilimindan hangisi ile
modellenecegi problemini ele almiglardir. Dumonceaux ve Antle (1973) Log-Normal ve
Weibull dagilimlanm ayirt etmek igin en ¢ok olabilirlik oranina iligkin kritik degerler
elde etmiglerdir. Bain ve Englehardt (1980) simiilasyon sonuglarina gére Weibull ve
Gamma daglimlarina iligkin dofru segim olasiliklarim elde etmislerdir. Wiens (1999)
bir veri setinin dagiliminin Log-Normal veya Gamma dagilimi olmasi durumlarim
incelemigtir,

Veri setinin, ortak uygulama alanlarna sahip olan bu dagilimlardan hangisi ile
modellenecegi olduk¢a Onemlidir. Bu galigmada, &rneklemin dagilummn Gamma,
Weibull ya da Log-Normal dagilimlannin hangisi ile modellenecegi problemi iizerinde
durulmugtur. Elde edilen dofru segim olasilifina gore, veri setinin dagilminin Gamma,
Weibull ya da Log-Normal dagilimlarindan hangisine uyduguna karar verilmektedir.
Dogru se¢im olasilig1, en ¢ok olabilirlik oraninin dagilimma gére elde edilebilir. Ancak,
bu oramin dagihmina iligkin analitik ifadeler heniiz elde edilemedigi i¢in, dogru segim
olasilifi olabilirlik oranimin logaritmasinin asimptotik dagilimina gore elde edilebilir.
Kitleden alinan orncklemin dagilimnin sirasiyla ilgili dagilimlara gore olugturulan
yokluk hipotezi altinda elde edilen asimptotik dagilimlarma ve Monte-Carlo
simiilasyonlarinda elde edilen sonuglara gire dogru se¢im olasiliklar: hesaplanmgtir.
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2. EN COK OLABILIRLIK ORANLARI

Verilen bir veri setinin dagiliminin, Gamma, Weibull ya da Log-Normal
dagilimlarindan, hangisine uyduguna karar verebilmek i¢in bu dagilimlar ile ilgili
hipotezler altinda en ¢ok olabilirlik fonksiyonlarinin oranina bagh bir karar kriteri elde

edilebilir.
a ve [ parametreli Gamma dagilimina sahip X rasgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu,
(1)

1
e x>0,a >0,6>0

Joa (xéa,ﬂ)=m

olmak iizere, @ ve B parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri arasindaki

iliski
(2)

B=

SR

olarak elde edilir.
n ve o parametreli Log-Normal dagilima sahip X rasgele degiskenin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

1 7(1nx—ln77)z
20 x>0,0>0, 7>0 3)

S (x0,m)= N

dir. 7 ve o parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri,

“4)

52 =li:(lnX,—lnﬁ)2

1
h= (H Xl)n ve &=~
i=1 i=1

bi¢iminde elde edilir.

¢ ve A parametreli Weibull dagilimina sahip X rasgele degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonu,
Fye (1:6,2) = 04x" e ¥ x>0, 60, 150 ®)
olmak tizere, & ve A parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri arasindaki
iligki
" ) 1/6
A =(n ZX,.”j (6)
i=1
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olarak elde edilir.

En cok olabilirlik oraninin logaritmasi ile kitleden aliman orneklemin dagiliminin
Gamma ya da Log-Normal dagildigina karar verilebilir. Yokluk ve alternatif hipotezler
sirastyla,

H, : Orneklem Gamma dagilimimdan alinmistir.

H, : Orneklem Log-Normal dagilimindan almmustir.

A

olmak iizere, &, 3, & ve 7 en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerine bagl olarak en gok
olabilirlik oraninin logaritmasi,

Loc(:4) - {m(r(&))-m(&)-m{%}+d_%(1+1n(zn))} 0

Li=n| —/——=
1 Ly (0',77)

n 1/n
olarak elde edilir. Burada X =[HX i] orneklemin geometrik ortalamasidir. Eger
i=1

7, >0 ise veri setinin dagiliminin Gamma dagilimindan, aksi halde Log-Normal
dagilimmdan olduguna karar verilir. ,,’mn dogru oldugu kosulu altinda (7) esitligi ile
verilen 7, ‘in dagilimi B ’dan bagimsizdir ve sadece o parametresine baglidir. Benzer

olarak, H,’in dogru oldugu kosulu altinda ise, 7, ’in dagilimi sadece o ’ya baghdir.

Benzer bigimde, veri setinin dagiliminin Log-Normal ya da Weibull dagildigina karar
verilebilir. Bu durumda, yokluk ve alternatif hipotezler sirasiyla,

H, : Orneklem Log-Normal dagilimindan almmustir.

H, : Orneklem Weibull dagilimindan alimustir.

olmak iizere, &, 77, 0 ve A en cok olabilirlik tahmin edicilerine bagli olarak en ¢ok
olabilirlik oraninin logaritmasi,

Luy (6:1) :nB_h{ (1) ﬂﬂ ®)

olarak elde edilir. Eger 7, >0 ise orneklemin Log-Normal dagilimdan, aksi halde
Weibull dagilimindan geldigine karar verilir. Eger veri Log-Normal dagilimindan
geliyor ise, (8) esitligi ile verilen 7, ’nin dagilim (a,n)’dan bagimsizdir. Benzer
olarak, eger veri Weibull dagilimindan geliyor ise, 7,’nin dagilimi (0,/1)’dan

bagimsizdir.
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Orneklemin dagilimmnin Gamma ya da Weibull dagildigina karar verilebilmesi icin,
yokluk ve alternatif hipotezler sirastyla,

H, : Orneklem Gamma dagilimindan alinmugtir.
H, : Orneklem Weibull dagilimindan alinmugtir.

olmak iizere, &, ,[;’ , 0 ve A en cok olabilirlik tahmin edicilerine bagh olarak en ¢ok

olabilirlik oraninin logaritmasi

—n|@In(aX/X)-0m(A%)-m(dr(a))-a+1] ©)

olarak elde edilir. Burada X = lZX . orneklemin aritmetik ortalamasidir.
nig

Eger 7,>0 ise orneklemin dagilimmm Gamma dagilimi, aksi halde Weibull
dagilimindan olduguna karar verilir.

3. EN COK OLABILIRLIK ORANLARININ ASIMPTOTIK DAGILIMLARI

Bu béliimde ilgili veri setinin iki dagilimdan hangisinden geldigine karar vermek icin
asimptotik sonuglara bagli karar kurali elde edilmeye c¢alisilacaktir. Bu amagla,
karsilastirmaya iligskin hipotezler

A) Al. Hy: X ~ fo,(xa,B) vs H: X ~ [, (x;0,7)
A2. HO:X~fLN(xc777) vs H: X~ fo.(xa,p)
B) Bl. Hy: X ~ f,, (x;0,17) vs HI:X~fWE(xc9&)
B2. Hy: X ~ fu: (5:0,4) vs H X ~ f,y(x;0.7)
C) Cl. Hy: X ~ fo,(xa,B) vs H: X ~ f,,.(x;0,4)
C2. HO:X~fWE(x92) vs H: X~ fo.(xa,p)

olarak goz oniine alinsin. H, yokluk hipotezleri altinda en ¢ok olabilirlik oraninin

logaritmasinin asimptotik dagilimlarinin elde edilmesinde kullanilacak olan Lemma ve
Teorem, Al durumu goéz Oniine alinarak, verinin Gamma dagilimina sahip oldugu
varsayimi altinda verilmistir. Diger durumlar i¢in de benzer sonuglar ayni sekilde elde
edilir.

Lemma : X, X,,...,X, rasgele orneklemi Gamma dagildiginda » — oo igin asagidaki

asimptotik sonuclar elde edilir. Burada a.s. ile hemen hemen her yerde yakinsama ifade
edilmektedir.

a. Eg(Inf, (X;a,ﬁ)):rg%xEGA (lnfGA (X;(Y,ﬁ))

oldugunda @ — a a.s. ve B — B a.s. dir.
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b. E;, (1n Siv (X;&,ﬁ)) = 1'1;2}7X E., (lnfuv (X;G,n))

oldugunda 6 — & a.s. ve n — 77 a.s. dir.

c. T'=In {—LGA (Of"‘i)
Ly (O‘, 77)

—[71* -k, (71* )] ayni asimptotik dagilima sahiptirler.

} olarak ~ tammlansin. ﬁ [Tl —E;, (T, )] ve

N

TEOREM : Eger veri Gamma dagilimma sahip ise, 7;, E, (7}) ortalama ve Var, (T;)

varyansi ile asimptotik normal dagilir.

Ispat: Merkezi Limit Teoremi kullanilarak %[Tl -E, (T1)] ‘nin asimptotik normal
n

dagildig1 gosterilebilir. Boylece, Merkezi Limit Teoremi ve Lemma c. den ispat
tamamlanmis olur (White, 1982).

Lemma b’den, &, 77, E,, (T;) ve Var,, (T;) ifadelerini elde etmek i¢in

g(o.n)=E,, (ln(fLN (X; 0,77)))

=E,, {—%ln@ﬁ)—lna—l//((x)—ln){—2(1)_2 (11’1X—1n77)2:|

=2 m(2r)-In(op) -y (@)~ 3= v (@) + (v () +m(m) ] (o)

fonksiyonunu tanimlayalim. g(a,n) ‘nin sirasiyla o ve 77’ya gore tiirevlerinin sifira

esitlenmesi ile

6=(v'(a)" ve ij=pe" (an

olarak elde edilir. Burada y () =diln(l“(a)) ve ' () =dil//(a) dir [4].
a a

71, ‘nin asimptotik beklenen degeri ve varyansi;

Eqi(T)
n

~ AEq, = Eg,[In £, (X;a,1)=In f,, (X;6.7) |

=%1n(27r)+%+lno~'—ln(F(a))+a(W(a)—l)
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A\
Var,,(T,)

. ~ AVar,, =Varg,[In f,,(X;a,1)=In f,, (X:6.7) ]

- E[ala (v (a2 y(ar2))

(@)1 (@)(a+2))-av"(a)

+tata’s’ —y(a)(a- 2)—%

dir. Bu durumda, 7;, E,(7;) oratalama ve Var,,(T;) varyansh asimptotik normal

dagildigindan, dogru sec¢im olasiligl; yani Al de verilen H|, hipotezinin red edilememe

olasilig1
E,,(T) nx AE
P(T>0)~®| —— U |=p| -———%_ (12)
(7>0) [ VarGA(Tl)] [ 1/n><AVarGA}

dir. Burada @ standart normal rasgele degiskenin kiimiilatif dagilim fonksiyonudur.
4. SIMULASYON CALISMASI

Bu bélimde, farkli 6rneklem biyikliikleri i¢in Boliim 3 de elde edilen asimptotik
sonuclarin simiilasyon ¢alismasi ile Monte-Carlo simiilasyon ¢aligsmalarina bagli olarak
dogru secim olasiliklart hesaplanmistir.

A: H, hipotezi Gamma oldugu ve alternatif hipotezi Log-Normal oldugu durum ele
alinmistir. L, (a,2) ’den orneklem biytikligi » =20, 40, 60, 80 ve 100 birimlik

rasgele orneklemler 10000 tekrarli tiretilerek (7) esitligi ile verilen 7} ’in sifirdan biilyiik

olup olmadig1 kontrol edilmistir. Dogru se¢im olasiliginin bir tahmin degerini elde
etmek i¢in, 7 'nin sifirdan biiylik oldugu durumlarin sayis1 hesaplanmistir. Asimptotik

sonuglar kullanilarak (12) esitligi ile verilen dogru se¢im olasiliklar1 hesaplanarak,
sonuglar Tablo 1°de verilmistir. H| hipotezinin Log-Normal oldugu durum i¢in de
L,y(0,2)den orneklem biyiikligii » =20, 40, 60, 80 ve 100 birimlik rasgele
orneklemler tretilerek, 7, <0 olup olmadigi kontrol edilmistir. Sonuglar Tablo 2°de

verilmigtir. Her bir tabloda, ilk eleman Monte-Carlo simiilasyonlarinin sonucunu ve
parantez icindeki degerler asimptotik sonuglardan elde edilen dogru secim olasiliklarin
gostermektedir.
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Tablo 1. Veri Gamma dagildiZinda Monte-Carlo simiilasyonlar1 ve asimptotik sonuclara bagh

dogru secim olasihiklari

aln-

20

40

60

80

100

MC AS

MC AS

MC AS

MC AS

MC AS

0.7245(0.7216)

0.8023(0.7970)

0.8512(0.8456)

0.8797(0.8800)

0.9058(0.9055)

0.6549(0.6675)

0.7394(0.7299)

0.7844(0.7734)

0.8098(0.8068)

0.8354(0.8336)

0.6303(0.6419)

0.7083(0.6965)

0.7419(0.7356)

0.7652(0.7665)

0.7953(0.7919)

2
4
6
8

0.6399(0.6285)

0.6851(0.6786)

0.7251(0.7150)

0.7478(0.7440)

0.7673(0.7683)

10

0.6249(0.6154)

0.6718(0.6609)

0.7059(0.6943)

0.7245(0.7213)

0.7442(0.7441)

Tablo 2. Veri Log-Normal dagildiginda Monte-Carlo simiilasyonlar1 ve asimptotik sonuclara bagh

dogru secim olasiliklar:

od n_ |20 40 60 80 100

MC  AS MC  AS MC  AS MC  AS MC  AS
05 0.6645(0.6827) | 0.7493(0.7414) | 0.7912(0.7848) | 0.8197(0.8242) | 0.8408(0.9583)
0.7 0.7149(0.7207) | 0.7994(0.7959) | 0.8494(0.8444) | 0.8947(0.8789) | 0.9054(0.9045)
0.9 0.7603(0.7509) | 0.8453(0.8309) | 0.8819(0.8796) | 0.9152(0.9122) | 0.9357(0.9350)
1.1 0.7699(0.7723) | 0.8651(0.8545) | 0.9051(0.9020) | 0.9417(0.9323) | 0.9510(0.9525)
13 0.7849(0.7876) | 0.8798(0.8705) | 0.9199(0.9166) | 0.9495(0.9448) | 0.9632(0.9628)

B: H, hipotezi Log-Normal oldugu ve alternatif hipotezi Weibull oldugu durum ele
L N(2,2)’den ormeklem buytklugi » =20, 40, 60, 80 ve 100 birimlik

rasgele orneklemler tretilerek (8) esitligi ile verilen 7, >0 olup olmadigi kontrol

alinmastir.

edilmistir. Sonuglar Tablo 3’de verilmistir. 4, hipotezi Weibull ve alternatif hipotez
Log-Normal oldugu durum ele alinarak L, (2,2)’den n birimlik rasgele rneklemler

iretilerek, 7, <0 olup olmadig: kontrol edilmistir. Sonuglar Tablo 4‘de verilmistir.

Tablo 3. Veri Log-Normal dagildiZinda Monte-Carlo simiilasyonlar1 ve asimptotik sonuclara bagh
dogru secim olasihiklari

n 20 40 60 80 100
MC | 0.7838 | 0.8668 | 0.9162 | 0.9421 | 0.9595
AS | 0.7808 | 0.8632 | 0.9110 | 0.9394 | 0.9588

Tablo 4. Veri Weibull dagildiginda Monte-Carlo simiilasyonlar1 ve asimptotik sonuclara bagh
dogru secim olasiliklari

n 20 40 60 80 100
MC | 0.7782 | 0.8660 | 0.9090 | 0.9389 | 0.9581
AS | 0.7766 | 0.8590 | 0.9062 | 0.9360 | 0.9556

C: H, hipotezi Gamma oldugu ve alternatif hipotezi Weibull oldugu durum ele
almmustir. Orneklem biiyiikligii » =20, 40, 60, 80 ve 100 ve sekil parametresi
a=2,4,6,8, 10 ve 12 olarak se¢ilmistir. L, (a,2) ’den n birimlik rasgele 6rneklem
iretildi ve 7, >0 olup olmadigi kontrol edilmistir. Sonuglar Tablo 5’de verilmistir.

Benzer olarak, H, hipotezi Weibull ve alternatif hipotez Gamma oldugu durum ele
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almarak, orneklem biytkligii » =20, 40, 60, 80 vel00

ve 0=2,4,6,8 ve 10

oldugu durumlar i¢in 7, <0 olup olmadigi kontrol edildi. Sonuglar Tablo 6’da

verilmistir.

Tablo 5. Veri Gamma dagildiZinda Monte-Carlo simiilasyonlar1 ve asimptotik sonuclara bagh
dogru secim olasiliklar:

adn 20 40 60 80 100

MC AS MC AS MC AS MC  AS MC AS
2 0.8914(0.8907) | 0.9014(0.9088) | 0.9203(0.9103) | 0.9367(0.9329) | 0.9601(0.9592)
4 0.8370(0.8384) | 0.8420(0.8479) | 0.8627(0.8595) | 0.8024(0.8797) | 0.8923(0.8924)
6 0.7185(0.7068) | 0.7476(0.7465) | 0.7568(0.7530) | 0.7739(0.7681) | 0.7839(0.7833)
8 0.5794(0.5812) | 0.5750(0.5627) | 0.5938(0.5912) | 0.6163(0.6088) | 0.5962(0.5965)
10 0.5468(0.5340) | 0.5369(0.5217) | 0.5456(0.5438) | 0.5390(0.5343) | 0.5320(0.5342)
12 0.5278(0.5115) | 0.5073(0.5078) | 0.5171(0.5102) | 0.5115(0.5097) | 0.5095(0.5096)

Tablo 6. Veri Weibull dagildiginda Monte-Carlo simiilasyonlar1 ve asimptotik sonuclara bagh
dogru secim olasiliklari

ol no

20

40

60

80

100

MC AS

MC AS

MC AS

MC AS

MC AS

0.5495(0.5271)

0.5513(0.5386)

0.5578(0.5470)

0.5588(0.5544)

0.5615(0.5609)

0.5449(0.5224)

0.5501(0.5344)

0.5494(0.5435)

0.5509(0.5492)

0.5541(0.5530)

0.5273(0.5143)

0.5309(0.5218)

0.5369(0.5258)

0.5316(0.5300)

0.5339(0.5321)

0| | BN

0.5228(0.5103)

0.5198(0.5143)

0.5243(0.5176)

0.5204(0.5193)

0.5237(0.5229)

0.5184(0.5073)

0.5201(0.5099)

0.5248(0.5131)

0.5153(0.5148)

0.5165(0.5156)

5. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢aligmada, verilen bir veri setinin, ortak uygulama alanlarina sahip olan Gamma,
Weibull ya da Log-Normal dagilimlarindan hangisine uyduguna karar vermek i¢in ilgili
dagilimlara gore olusturulan yokluk hipotezi altinda Monte-Carlo simiilasyonlarindan
ve asimptotik sonuglardan dogru se¢im olasiliklar1 elde edilmistir.

Elde edilen tablolardan, érneklem biiytikliigii arttik¢a dogru se¢im olasiliklarinin arttig
ve Monte-Carlo simiilasyonu ile elde edilen dogru secim olasilig1 ile asimptotik
sonuclardan elde edilen dogru secim olasiligi arasindaki farkin kugtldiigi
gorilmektedir.

Asimptotik sonuclara gore elde edilen dogru se¢im olasiliklarma bakildiginda biiyiik
orneklemlerde oldugu gibi kiiclik 6rneklemler i¢in de asimptotik sonuglarin Monte-
Carlo kadar iyi sonuglar verdigi goriillmektedir.
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Hayrinisa DEMIRCI BICER, Cemal ATAKAN

DISCRIMINATION OF THE GAMMA, WEIBULL AND
LOG-NORMAL DISTRIBUTIONS ACCORDING TO
PROBABILITY OF CORRECT SELECTION

ABSTRACT

Gamma, Weibull and Log-Normal distributions are often used distributions
for modelling skewed data. In this study, for a given data set the problem of
selecting Gamma, Weibull or Log-Normal distributions is focused on for the
modelling. Distribution of a given set of data, Gamma, Weibull or Log-
Normal distribution has been decided by the probability of correct selection
that is calculated by constructing Monte-Carlo simulations and asymptotic
results under the null hypothesis.

Keywords: Probability of correct selection, Gamma distribution, Log-Normal distribution,
Likelihood ratio tests, Weibull distribution.
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