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Oz — Bu gahismanin amaci, bas kuantum sayisi tamsay1 olmayan Bessel tipli orbitallerin Hartree-Fock-Roothaan yén-
temi ile atomik sistemlere uygulanabilirligini ve literatiirdeki diger tistel tipli orbitallerden ustiinliiklerini incelemektir.
Birlesik Hartree-Fock-Roothaan yonteminde yeni 6nerilen Bessel tipli orbitaller kullanilarak, iki elektronlu atomik
sistemlerin orbital ve temel durum enerji degerleri hesaplanmistir. Minimal baz cergevesinde olusturulan yeni baz
fonksiyonlar1 ile elde edilen degerler tablolarda karsilastirmali olarak verilmistir. Elde edilen sonuglar, literatiirde
kullanilan benzer iistel tipli baz fonksiyonlarma gore daha iyi degerler vermekte ve sayisal Hartree-Fock degerleri ile
¢ok iyi uyum saglamaktadir.
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Abstract —The aim of this study is to examine the applicability of Bessel type orbitals with non-integer principal
quantum numbers to the atomic systems with the Hartree-Fock-Roothaan method and their superiority over other
exponential orbitals used in the literature. By the use of combined Hartree-Fock-Roothaan method, the orbital and
ground state energy values of two-electron atomic systems have been calculated using the newly proposed Bessel type
orbitals. The results obtained with the new basis functions within the minimal basis sets framework are given compar-
atively in the tables. The results obtained give better values than the similar exponential type basis functions used in
the literature and are in good agreement with numerical Hartree-Fock values.
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1. Giris

Atom ve molekiillerin elektronik yapilar1 ve tayflarinin elde edilmesi, deneysel ve teorik ¢aligmalar ile
yogun sekilde yapilmaktadir. Deneysel verilere yakin sonuclar bulunabilmesi i¢in yeni yontem gelistirmek
giiniimiizde giincelligini koruyan bir alan olmaktadir. Elektronik yap1 hesaplamalarinda en sik kullanilan yon-
tem Hartree-Fock-Roothaan (HFR) (Roothaan 1951, 1960) yontemidir. Bu yontem ile atomik ve molekiiler
orbitaller, literatiirden bilinen iistel tipli baz fonksiyonlarin dogrusal kombinasyonu seklinde ifade edilir. Sis-
temin fiziksel 6zelliklerinin dogru sekilde ve hassas olarak elde edilebilmesi icin HFR y6nteminde baz fonk-
siyonu se¢imi temel 6nem tasir. Segilen baz fonksiyonu hem elektronun davranisini iyi bir sekilde temsil etmeli
hem de hesaplama kolayligi saglamalidir; ¢ekirdege yaklastik¢a (r 20) zirve kosulunu (Kato, 1957) ve ¢ekir-
dekten uzaklastikga (r ) tstel azalmay1 (Agmon, 1982) fiziksel olarak anlamli bir sekilde tanimlamalidir.
Bu durum tek elektronlu sistem olan Hidrojen atomunun ¢oziimiinden elde edilmistir. Bu sebeple elektronik
yap1 hesaplamalarinda, iistel tipli orbitaller (UTO) tek elektronun davranisim fiziksel olarak tanimlamak igin
kullanilir. Literatiirde, siklikla kullanilan baz fonksiyonlari Gaussian Tipli Orbitaller (GTO) (Boys, 1950),
Slater Tipli Orbitaller (STO) (Slater, 1930) ve Bessel Tipli Orbitaller (BTO) (Ema vd., 1999; Steinborn vd.,
1999; Steinborn vd., 2000) basta olmak iizere farkli tipleri bulunmaktadir.

Elektron davranisinin, ¢cok elektronlu sistemler ile yapilan ¢aligmalarda temel 6nemi olmasindan dolayi, segi-
len yontem ile tek elektron davraniginin temsil edilebilmesi hesaplama agisindan da oldukga etkili olmaktadir.
Literattirdeki ¢alismalar sonucu, GTO’nun tek elektron davranisini fiziksel olarak yeterince iyi betimleyeme-
mesi ve STO ile yapilan hesaplamalarin uzun zaman almasi gibi problemler yeni baz fonksiyonlar1 arayigini
dogurmustur. Farkli nedenlerle, literatiirde baz fonksiyonlar1 oldukca genis bir alan olarak ¢alisilmaya devam
edilmektedir.

Alternatif olarak, BTO’nun bir¢ok avantajinin olmasi literatiirde kullaniminin yayginlasmasini saglamustir.
Fourier doniistimiiniin kolaylig1 (Weniger ve Steinborn, 1983) ve hesaplama siiresinde avantaj saglamasi, 6zel-
likle icerdigi ikinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonlarinin K,,(z) tek elektron davranigini iyi bir sekilde tem-
sil etmesi (Filter ve Steinborn, 1978) BTO’larin baz fonksiyonu olarak kullanimini arttirmistr.

Baz fonksiyonlarinin etkinligini daha da arttirmak i¢in literatiirde dnerilmis farkli yaklagimlar bulunmaktadir.
Bunlardan en 6nemli yaklasim olan1 bag kuantum sayisi tizerindeki tam say1 olma kisitlamasinin kaldirilip bas
kuantum sayisinin tam say1 olmayan degerleri (Allouche, 1974; Bishop ve Leclerc, 1972; Copuroglu, 2017;
Mehmetoglu ve Copuroglu, 2011; Mehmetoglu ve Copuroglu, 2012; Parr ve Joy, 1957; Snyder, 1960) alacak
sekilde kullanilmasidir. Boylece ek optimize edilecek bir parametre ile varyasyonel olarak hesaplanacak top-
lam ve orbital enerji gibi 6zelliklerin daha hassas elde edilebilmesi saglanmaktadir.

Bu ¢aligmada iki elektronlu sistem igin tek elektronlu radyal dalga fonksiyonu, bas kuantum sayisi tam say1
olmayan yani kesirli degeri olan BTO kullanilarak (KBTO) olusturulmustur. Yeni radyal dalga fonksiyonu ile
HFR yonteminde atomik matris elemanlarinin sayisal hesaplamalar1 yapilarak He atomunun (Z=2) ve izoe-
lektronik serisine ait katyonlarin temel durum toplam enerji degerleri, perdelenme sabitleri ve bas kuantum
sayilar1 optimize edilerek hesaplanmistir. Koopman teoremi kullanilarak da atomik sistemlerin iyonizasyon
potansiyelleri elde edilmistir.

2. Genel Tammmlar

BTO’lar literatiirde asagida gosterildigi sekilde tanimlanir (Filter ve Steinborn, 1978):

B\ (£3F) = Ny 'Ky 1, (ST)S (0, ). (2.1)

Bu tanimlamada Ng;¢normalizasyon sabiti, indirgenmis (reduced) Bessel fonksiyonu (RBF) ve ;™ (6, @) ger-

cek ya da kiiresel harmoniklerdir. Perdelenme sabiti { > 0 kosulunu saglar. RBF’lerin ifadesi ise g=n+l ve n
bas kuantum sayis1 olmak iizere (Filter ve Steinborn, 1978),

gq-i-1

Kywo (1) = e—;rqi (q-1+i)Y(<T)

& (q-1-1)i12 (22)
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olarak verilir.

Standart BTO ile yapilan hesaplamalarda (Coskun ve Ertiirk, 2022; Ema vd., 1999; Ertiirk ve Oztiirk, 2018;
Ertiirk ve Sahin, 2020) bas kuantum sayis1 n pozitif tam say1 degerleri alir. Bas kuantum sayisindaki bu kisit-
lama kaldirilarak, tam say1 olmayan bas kuantum sayisi olan yeni bir v parametresi kullanilabilir. Boylece, bas

kuantum sayisi tam say1 olmayan KBTO’ya ait radyal dalga fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir (Weniger,
2021),

B\Tl((; r) = szgrl’}v—uz(@) (2.3)

(3) esitligi ile gosterilen KBTO igin v varyasyonsal parametre, N,,;- normalizasyon sabiti ve k,_, 2(Gr) ise

RBF olarak tanimlanir. RBF fonksiyonlar1 K, ({r) ile gosterilen ikinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonu ile
ifade edilebilir:

()= 2] () K aer), 2a)

Bu ¢alismada, K, _1,,({7) i¢in, literatiirde yer alan ve hipergeometrik fonksiyon igeren matematiksel ifadesi
kullanilarak, KBTO’lar i¢in baz fonksiyonlar1 elde edilmistir. Ikinci tiir degistirilmis Bessel fonksiyonu
K, _1/2({r) daha agik olarak Tricomi birlesik (confluent) hipergeometrikU (v, 2v, 2{r) (Tricomi, 1947) fonk-
siyonu ile asagidaki gibi verilir:

K, 1 (£T) =7 (24T)e"U (v, 2v,2¢r). (2.5)

Boylece yeni olusturulan baz fonksiyonu olan KBTO’lar, (4) ve (5) denklemlerinin (3) denkleminde yerlerine
yerlestirilmesiyle elde edilebilir:

BYY($;1) = Nygr'2v2({r)V*1/2e =S U (v, 2v, 20). (2.6)

(6) denklemi ile verilen radyal dalga fonksiyonuna ait N,,;; normalizasyon katsayisi,

N _1"(1/+I+1)X 7 T(312+v+1) -
gt e [ [ (1312) (v +1) T (2v + 1417 2) |

olarak hesaplanir.

3. Hesaplama Yontemi

Bu ¢alismada Birlesik HFR (BHFR) yontemi kullanilmigtir (Guseinov, 2007). BHFR yonteminde atomik
matris elemanlarimin analitik ifadelerinin elde edilebilmesi i¢in bazi yardimei integrallerden yararlanilir.
KBTO’ya ait tek elektron ve iki elektron integrallerinin analitik ifadelerinin elde edilmesi i¢in sirasiyla Koga
ve Kanayama’ nin (1997) ¢alismasindaki 6. ve 7. esitlikler ile ifade edilen yardimci integraller kullanilmistir.

Bu ¢alismadaki tiim BHFR hesaplamalari, Mathematical 1.0 programinda, arastirmacilar tarafindan yazilmis
olan kendi kendine uyumlu alan hesabi yapabilen program ile yapilmistir (Guseinov vd., 2007). Yazilan prog-
ram, bas kuantum say1si tam say1 olacak sekilde standart BTO i¢in elde edilmis parametreler (Ema vd., 1999)
kullanilarak kontrol edilmistir. Notral atomlar igin yapilan kontrollerde, temel durum enerji degerlerinin lite-
ratlirle tamamen uyumlu sonuglar verdigi goriilmiistiir. Kullanilan programda atomik matris elemanlarinin he-
saplanmasi ve sayisal degerlerin hafizaya yazdirilmasi i¢in elektron bulunan atomik orbital sayisi, atom ¢ekir-
degi yuki Z ve atomik orbitallerin parametre (segilen orbital i¢in en uygun perdelenme katsayilari { ve bag
kuantum sayist v) degerleri girilmelidir. Program kullanilarak oncelikle tek elektronlu integraller hesaplanir
ve tek elektronlu Hamiltoniyen ilk olarak kdsegenlestirilerek ilk iterasyon sonucu dogrusal kombinasyon kat-
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sayilar1 elde edilir. Bu katsayilar Fock matrisinin olusturulmasi ve kdsegenlestirilmesi i¢in kullanilarak iteras-
yona devam edilir. Istenilen hassasiyet olan degere kadar iterasyon devam ettirilmelidir. Bu calismada iteras-
yon hassasiyeti virial orani ile belirlenmistir.

KBTO’daki lineer olmayan parametreler ({, v) BHFR toplam enerji degerleri minimize edilerek optimize edil-
mistir. Optimizasyon siirecine, standart BTO i¢in elde edilmis parametreler (Ema vd., 1999) baslangi¢ deger-
leri olarak alinarak baslanmistir. Yerel minimumlardan kaginmak ve elde edilen parametrelerin giivenirliligi-
nin belirlenmesi i¢in Mathematica programinda bulunan Newton, quasi-Newton, conjugate gradient ve prin-
cipal axis yontemleri kullanilarak tam optimizasyon yapilmaya ve global minimum degerleri elde edilmeye
calisilmustir.

Atomik orbitallerin kalitesini belirlemek i¢in virial oranlar1 hesaplanmis, elde edilen virial oranlarinin, kesin
deger olan -2’ den 1x10~7 hassasiyetinden fazla miktarda sapmadig1 gdzlemlenmistir. Bu sonug, optimizasyon
parametrelerinin yeterince dogru oldugunu gostermektedir.

He atomunun (Z=2) ve izoelektronik serisine ait katyonlarin (3<Z<20) iyonizasyon potansiyelleri, Koopman
teoremi kullanilarak elde edilmistir.

4. Sayisal Sonuclar ve Tartisma

Bu ¢alismada BHFR toplam enerji hesaplamalari, minimal baz ¢ergevesinde olusturulan KBTO baz fonk-
siyonlar1 ile He atomunun (Z=2) temel durumu ve izoelektronik serisi (3<Z<20) i¢in tam optimizasyon ile
yapilmustir.

Tablo 1’de, He atomunun izoelektronik serisindeki atomlara ait KBTO ile hesaplanmis toplam enerji degerleri,
optimize edilmis tam say1 olmayan bas kuantum sayis1 v ve perdelenme sabiti ¢ degerleri listelenmistir. Atom
numarasi Z arttik¢a, v ve { degerlerinin arttig1 ve ayrica v degerlerinin standart kullanim degeri olan 1’e yak-
lastig1 goriilmiistiir.

Tablo 1

He atomunun 'S temel durumunun izoelektronik serisine ait KBTO ile hesaplanmis toplam enerji degerleri
ve lineer olmayan v, { parametreleri degerleri (Hartree atomik birimlerinde)

Atom Z —Ep 1% é’
He 2 2.858512695 0.857684175 1.506789960
Li* 3 7.233651344 0.904606359 2.512686253
Bet*? 4 13.60871185 0.928308065 3.508256737
B+ 5 21.98374558 0.942587621 4.505651323
c* 6 32.35876704 0.952127910 5.503937220
N *° 7 44.73378190 0.958951114 6.502723993
06 8 59.10879278 0.964072389 7.501818192
7 9 75.48380109 0.968058290 8.501119240
Ne*8 10 93.85880765 0.971248081 9.500560326
Na™*® 11 114.2338130 0.973858799 10.50010462

Mg*10 12 136.6088173 0.976035012 11.49972700
Al 13 160.9838210 0.977877013 12.49940937
Sj+12 14 187.3588241 0.979455828 13.49913510
p+i3 15 215.7338268 0.980824317 14.49889767
g+l4 16 246.1088292 0.982022107 15.49869265
Cl*5 17 278.4838312 0.983078893 16.49850962
Ar 16 18 312.8588331 0.984018333 17.49834713
K+ 19 349.2338347 0.984859228 18.49820591
Ca™e 20 387.6088362 0.985615672 19.49807289
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Yeni olusturulan KBTO ile elde edilen sonuglar ile genellestirilmis BTO (GBTO) (Ertiirk ve Sahin, 2020), bas
kuantum sayisi kesir degerli Slater ve ¢ift (Double) hiperbolik kosiniis fonksiyonlar1 (KSTO-DHC) (Coskun
ve Ertiirk, 2022) ve sayisal Hartree-Fock (SHF) (Koga vd., 1995) degerleri arasindaki temel durum enerji
farklar1 Tablo 2’de gosterilmistir. KBTO ile elde edilen degerlerin GBTO ile elde edilen degerlerden daha iyi
oldugu ve en yiiksek enerji farkinin He (Z=2) igin bulunan 2.5607 miliHartree oldugu goriilmistiir. KSTO-
DHC ile elde edilen degerlerin ise KBTO ile elde edilen degerlerden daha minumum degerler aldig1, enerji
farklariin ise en fazla He (Z=2) i¢in hesaplanan 3.1670 miliHartree olarak hesaplanmistir. SHF degerlerine
2.2209 miliHartree diizeyinde yaklasildigi ve en biiyiik farkin 3.1673 miliHartree ile (He i¢in Z=2) oldugu
gortilmiistiir. Tablo 2°den atom numarasi arttik¢a baz fonksiyonu olan KBTO’nun performansinin daha iyiles-
tigi gorilmektedir. Bu durum cekirdege daha yakin olan elektron i¢in bas kuantum sayisinin kesir degerli
olarak daha iyi temsil edilmesi sonucunu ¢ikarmaktadir.

Tablo 2

He atomunun 'S temel durumunun izoelektronik serisine ait KBTO ile hesaplanmis toplam enerji degerleri-
nin karsilagtirilmasi: AEgpro_kpro, 4Ekpro-(KsTo-pHc) V€ AEsyr_kpro enerji farklar (Hartree atomik bi-
rimlerinde)

Atom Z AEGBTO_KBTO AEKBTO—( KSTO-DHC) AEKBTO—SHF
He 2 0.0025607 0.0031670 0.0031673
Li* 3 0.0022882 0.0027633 0.0027639
Be*? 4 0.0021629 0.0025868 0.0025876
B*3 5 0.0020911 0.0024878 0.0024889
c* 6 0.0020446 0.0024246 0.0024258
N *° 7 0.0020120 0.0023807 0.0023821
O+t 8 0.0019880 0.0023485 0.0023499
EF+7 9 0.0019695 0.0023238 0.0023253
Ne*® 10  0.0019548 0.0023043 0.0023059
Na*® 11 0.0019428 0.0022885 0.0022901
Mg +10 12 0.0022755 0.0022771
Al*t 13 0.0022645 0.0022662
gj*12 14 0.0022552 0.0022569
p+13 15 0.0022471 0.0022488
g4 16 0.0022401 0.0022418
ol e 17 0.0022339 0.0022357
Arte 18 0.0022284 0.0022302
K7 19 0.0022235 0.0022253
Ca*® 20 0.0022191 0.0022209

Koopman Teoremi kullanilarak hesaplanan iyonizasyon potansiyelleri Tablo 3’te verilmistir. Elde edilen de-
gerler KSTO-DHC (Coskun ve Ertiirk, 2022), ti¢lii optimize edilmis (triple-optimized) Gaussian Baz setleri
(TOGBS) verileri (Canal, Jorge ve De Castro, 2002) ve deneysel sonuglar (Moore, 1970) ile karsilastirilmustir.
Yapilan karsilastirmalarda KBTO ile elde edilen degerlerin deneysel verilere en yakin sonuglari verdigi goriil-
miistiir. Ayrica AEgpro—(ksto-pHc)lyonizasyon potansiyeli farklarmin P*13 katyonundan sonra 0.0095 Hart-
ree degerinde sabit kaldig1 goriilmiistiir.
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Tablo 3

He atomunun 'S temel durumunun izoelektronik serisine ait KBTO ile hesaplanmis iyonizasyon potansiyeli
degerleri -¢, AExpro—(ksto-pHc) AEkpro-Tocrs enetji farklari ve deneysel degerleri —&gpy5 (MJI/mol bi-

rimlerinde)
Iyonizasyon Potansiyeli

Atom z ¢ AEKBTO—( KSTO-DHC) AE gr0-7oc8s ~Eanys
He 2 2.4090 0.0011 0.0011 2.3723
Li* 3 7.3195 0.0119 0.0118 7.2981
Be*? 4 14.8682 0.0108 0.0107 14.8487
B+ 5 25.0422 0.0103 0.0101 25.0257
c* 6 37.8416 0.0099 0.0097 37.8304
N *° 7 53.2664 0.0098 0.0095 53.2664
Oe 8 71.3170 0.0094 0.0090 71.3345
F+7 9 91.9928 0.0093 0.0088 92.0378
Ne*® 10 115.2941 0.0093 0.0086 115.3791
Na*® 11 141.2209 0.0092 0.0084 141.3626
Mg +10 12 169.7732 0.0092 0.0081 169.9914
Al 13 200.9511 0.0091 0.0078 201.2707
Sj+12 14 234.7544 0.0091 0.0076 235.2046
p+3 15 271.1827 0.0095 0.0078 271.7990
g+ 16 310.2370 0.0095 0.0076 311.0590
Ccl*® 17 351.9168 0.0095 0.0074 352.9913
Ar*ie 18 396.2221 0.0095 0.0070 397.6024
K7 19 443.1529 0.0095 0.0068 444.8982
Ca*® 20 492.7092 0.0095 0.0065 494.8873

Sekil 1’de atom numarasi (Z) ile toplam enerji degerleri arasindaki iligki gdsterilmistir. Atom numarasi arttikca
toplam enerji degerinin de diizgiin bir sekilde arttigi, KBTO’nun etkinliginin GBTO’dan daha iyi oldugu go-
riilmiistiir. Atom numarasi arttikca KSTO-DHC ile elde edilen degerlerin ise KBTO’dan daha iyi sonuglar
verdigi ve SHF degerleri ile genel olarak 1 x 10> mertebesinde ayni oldugu goriilmiistiir. Bas kuantum say1-
siin kesir degerli olmasinin, baz fonksiyonunun performansim arttirdigi gozlemlenmistir.
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Sekil 1. Atom numarasi Z’ye gdre AEggro a0, AE
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KBTO—(KSTO-DHC) 'AEKBTO—SHF enerji farklarl

Kesir degerli bas kuantum sayis1 v ile perdelenme sabiti ¢ arasindaki iliski Sekil 2°de gésterilmistir. Atom
numaras1 Z=2’den Z=10’a kadar v degerleri hizl1 bir sekilde artarken, Ne *8(Z=10) katyonundan sonra v de-

gerlerinin diizgiin bir sekilde arttig1 gézlemlenmistir.

—+— He izoelektronik

090

25 50 75

Sekil 2. Kesir degerli bag kuantum sayis1 v degerlerinin, perdelenme sabiti { © nin fonksiyonu olarak degisimi

Sekil 3’te gosterilen Z ile v arasindaki iliski incelendiginde Sekil 2’dekine benzer bir grafik elde edildigi ve
Ne*8 (2=10) katyonuna kadar v degerlerindeki artisin hizl1 oldugu, sonraki katyonlarda bu artisin daha diizgiin
oldugu goriilmektedir. Genel olarak kesir degerli bas kuantum sayisi, atom numarasi arttik¢a standart kullanim

degeri olan 1’e yaklasmaktadir.
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Sekil 3. Kesir degerli bag kuantum sayis1 V degerlerinin atom numarasi Z’ nin fonksiyonu olarak degigimi

5. Sonug¢

Bu ¢aligmada, bas kuantum sayisi tam say1 olan standart BTO tizerindeki kisitlama kaldirilip minimal baz
cercevesinde KBTO olusturulmustur. He (Z=2) atomunun temel durumunun izoelektronik serisine ait katyon-
larin (Z=20’ye kadar) toplam enerji degerleri tam optimizasyon yapilarak KBTO ile hesaplanmistir. Hesapla-
malar sayisal olarak yapilmig olup yeni olusturulan baz fonksiyonunun etkinligi literatiirdeki benzer baz fonk-
siyonlar1 olan GBTO, KSTO-DHC ve SHF degerleri ile karsilastirilmistir. Atomik yap1 hesaplamalarinda kul-
lanilan baz fonksiyonlarinin etkinligi arttirmak i¢in, bag kuantum sayisi iizerindeki kisitlamanin kaldirilarak
kullanilmas1 yaygin bir yaklagimdir. Elde edilen sonuglar gostermistir ki KBTO ile elde edilen sonuglar
GBTO’dan daha diisiik enerji degerleri vermis ve SHF degerlerine yaklasilmasini saglamistir; ancak STO nun
bas kuantum sayis1 tam say1 olmayacak sekilde ikili hiperbolik kosiniis KSTO-DHC ile kullanilmasi
KBTO’dan daha iyi sonuglar vermis ve SHF degerlerine daha fazla yaklasilmistir. Buradaki dezavantaj, sayisal
hesaplama ile tam optimizasyon yapilmasinin fazla zaman almasi ve literatiirde daha diisiik enerji degerleri
veren baz fonksiyonlar1 bulunmasidir. KBTO ile hesaplanan iyonizasyon potansiyeli degerlerinin, KSTO-
DHC ve TOGBS degerlerine gore deneysel verilere daha yakin sonuglar verdigi goriilmiistiir.
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