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0Oz
Bu caligmada Urysohn tiir integral denklem ile verilen control systemin yoriingeler kiimesinin 6zellikleri
incelenmektedir. Kontrol fonksiyonlarin integral kisit1 sagladig1 varsayilmaktadir. Yoriingeler kiimesinin control
kaynagin siirini belirleyen parametreye gore Lipschitz siirekli oldugu kanitlanmistir. Yoriingeler kiimesinin ¢apt
icin bir iist degerlendirme verilmistir. Sistemin yoriingesinin, kalan control kaynagina gore robastligi
tartisilmaktadir.
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Robasthik

On the Properties of the Set of Trajectories of the Control System
Described by Urysohn Type Integral Equation

ABSTRACT
In this study, the properties of the set of trajectories of the control system described by Urysohn type integral
equation are studied. It is assumed that the control functions satisfy integral constraint. It is proved that the set of
trajectories is Lipschitz continuous with respect to the parameter which characterizes the bound of control resource.
An upper estimation for the diameter of the set of trajectories is given. Robustness of the system’s trajectory with
respect to the remaining control resource is discussed.
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|. GIRIS

Integral denklemler teori ve uygulamalarda ortaya gikan bir gok siireglerin matematiksel modellerinde
kullanilan uygun yapilardan biridir. XX asrin 6nemli bilim adamlarindan W.Heisenberg iinli “Fizik ve
Felsefe” kitabinda integral denklemlerin dneminden asagidaki bigimde bahsetmektedir: “Maddenin
hareketinin son denklemi biiyiik olasilikla nicelenmis dogrusal olmayan dalga denklemidir... Bu dalga
denklemi muhtemelen oldukca karmasik integral denklemler sistemine esdeger olacaktir...” (bkz., [1,
s.68]). Ayrica integral denklemler teorisi ¢agdas fonksiyonel analizin kokenlerinden biri olarak kabul
edilmektedir (bkz., [2, boliim 1, s.2]). Diferansiyel denklemler i¢in baglangi¢ ve sinir deger problemleri
icin ¢bziim kavranmu uygun integral denklemin ¢dziimii kavramma indirgenmektedir. integral
denklemlerle tasvir edilen baz siirecler, kontrol etki denilen bazi dis etkilere maruz kalmaktadir. Kontrol
kaynaklarin tiirine gore, kontrol sistemler asagidaki bicimde simiflandirilmaktadir: a) kontrol
fonksiyonlar1 geometrik kisith olan kontrol sistemler; b) kontrol fonksiyonlar1 integral kisitli olan
kontrol sistemler; c) kontrol fonksiyonlar1 karmagik sinirli olan kontrol sistemler. Geometrik kisith
kontrol fonksiyonlar verilen kiimede degerler alan fonksiyonlar ve kullandiginda tiikenmeyen kontrol
etkilerdir (bkz., [3] - [5]). Integral kisitlamalar kullanildiginda tiikenen, Srnegin enerji, yakit, finans gibi
kontrol etkilerde ortaya ¢ikmaktadir (bkz., [6] - [12). Kontrol fonksiyonlar1 karmasik kisitli olan kontrol
sistemler, ayn1 zamanda geometrik ve integral kisith kontrol fonksiyonlari iceren kontrol sistemlerdir.
Kontrol fonksiyonlar1 geometrik kisitli olan kontrol sistemler, diferansiyel ve integral icermeler teorisi
kapsaminda da incelenmektedir (bkz., [13] - [15]).

Urysohn tiir integral denklem ile verilen kontrol sistemlerin farkli &zellikleri [16]-[21] ‘de
incelenmektedir. [18]-[20] ¢alismalarinda yoriingeler kiimesinin yaklagimi, [21], [22] ‘de kompakthig
tartisilmaktadir. Ele alinan ¢alismada davranisi Urysohn tiir integral denklem ile verilen ve kontrol
fonksiyonlari integral kisith olan kontrol sistemler arastirilmaktadir. Denklemin kontrol vektore gore
afin, kontrol fonksiyonlarmn ise E € R* kompakt kiime olmak iizere L,(E; R™), p > 1 uzaymn kapal
yuvarindan se¢ildigi varsayilmaktadir. Sistemin yoriingesi, sistem denklemini her yerde saglayan siirekli
fonksiyon olarak tanimlanmaktadir. Yoriingeler kiimesinin kaynak sinirma bagimliligi ve yoriingeler
kiimesinin ¢ap1 incelenmektedir.

Makalenin icerigi asagidaki gibidir. 2.Boliimde daha sonraki arastirmalarda kullanilacak ve sistem
denkleminin saglamasi gereken temel kosullar verilmistir. 3.Boliimde sistemin ydriingeler kiimesinin
bir kiime degerli doniisiim olarak, sistemin kontrol kaynaginin siniri olan r parametresine gore Lipschitz
siirekli oldugu kanitlanmistir (Teorem 3.1). 4.Boliimde yoriingeler kiimesinin ¢api i¢in bir {ist
degerlendirme verilmistir (Teorem 4.1). 5.B6liimde sistemin ydriingesinin kalan kontrol kaynaga gore
robast oldugu kanitlanmis (Teorem 5.1) ve her yoriingenin kontrol kaynagi tam tiiketmek iizere elde
edilen yoriinge ile yaklastirila bilirligi gosterilmistir (Teorem 5.2).

Il. SISTEMIN DAVRANISI

Davranist Urysohn tiir
x(w) = g(a),x(w)) + Af [ Fl(a), s,x(s)) + Fy(w, s, x(s))v(s)]ds, w EQ, (1)
E

integral denklemi ile verilen kontrol sistem ele alalim. Burada x(w) € R™ durum vektorii, u(s) € R™
kontrol vektorii, 2 > 0 verilen say1 E © R¥ , Q c R¥ kompakt kiimeler, E € Q. (1) sistemi kontrol
vektoriine gore afin, durum vektoriine gore ise dogrusal olmayandir. Bundan dolay1 (1) sistemi afin
sistem olarak adlanir.

p > 1 ve r = 0 verilen sayilar olsun.
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Gp,r = {‘U() € Lp(E; R™): ”v()”p = T'}

kiimesine miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kiimesi ve her v(:) € Gy, fonksiyonuna ise miimkiin kontrol
fonksiyonu denir. Burada L, (E; R™) Lebesgue 6lgiilebilir ve |[v(-)||,, < oo olacak bigimdeki v(:):E —

1
R™ fonksiyonlar uzayidir, ||v(-)||p=(fE||v(s)||p dS)E olarak tanimlidir, |||| Euclid normu
gostermektedir.

Agiktir ki, G, miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kiimesi L, (E; R™) uzaym merkezi orijinde, yaricapt 7
olan kapali yuvaridir.

(1) sisteminde verilen fonksiyonlarin ve A sayisinin asagidaki kosullar sagladigr varsayilmaktadir:

2A. gC, ):QXR" > R™ F(, -, :QXEXR" > R"ve F,(, , ):QXEXR" > R™™
fonksiyonlari siireklidir;

2.B. keyfi (w,x;) € AXR", (w,x,) € QX R"igin
lg(w,x1) — g(w, %)l < Kollxxy — x|l
ve keyfi (w,s,x;) € AXE XR", (w,s,x;) €EQAXE XR™ igin
IFy(w,s,%1) = Fi(@, 8, %)l < Kqllxy = 22l [[Fz(@,5,%1) — Fa(@, s, %) || < Kz |y — x|

olacak bi¢imde k, € [0,1) , k; = 0 ve k, = 0 sayilar1 vardir;

p—1

2.C. 1 (Kl/.t(E ) + ko1 [u(E )]T) < 1 — kg olacak bi¢imde p > 1 and r, > 0 sayilar1 vardir. Burada

u(E) sayis1 E kiimesinin Lebesgue dl¢timiinii gostermektedir.

-1
PQip1) = Ko + A (rclu(E) " Kzr[mE)]pT) @)

olsun. 2.C kosulundan P(4;p,7.) < 1 oldugu elde edilir. O halde her r € [0, 7, + 7,] icin P(4; p, 1) <
1 olacak bi¢imde 7, > 0 vardir.

-1
P.(ALp) =Ko+ 4 [Klu(E) +ix,(rn+1.) [y(E)]pT] ©)

olarak gosterelim. Ag¢iktir ki, P,(4; p) < 1. Bundan sonrar € [0, 1, + 7,] oldugunu varsayacagiz.

Simdi (1) sisteminin verilen miimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen yoriingesini tanimlayalim.
v(:) € Gy, Olsun. Her w € Q igin (1) denklemini saglayan siirekli x(-): 2 — R™ fonksiyonuna (1)
sisteminin v(:) € G, miimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen yoriingesi denir. (1) sisteminin
tim v(-) € G,, miimkiin kontrol fonksiyonlar1 tarafindan firetilen y&riingeler kiimesini T, ,. olarak
gosterelim ve verilen w € () i¢in

Ty r(w) = {x(a)) ER™x(") € Tp’r} 4)
olsun. T, , kiimesine (1) sisteminin y&riingeler kiimesi denir. Agiktir ki, T,, < C(Q;R™). Burada

C(Q;R™), normu [|x()|l¢ = max{[|x(w)]||: w € Q} olarak tamml siirekli x(-): Q@ — R™ fonksiyonlar
uzayidir.
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co = max{||f(w, 0)|: w € O},
¢; = max{||F;(w,s,0)]: (w,s) € QA X E},

¢z = max{[|Fz(w,s,0)||: (w,5) € A X E},

P p) = o + 2 caB) + o+ T 7 ),

_ _TI&xp
Y« = m (%)

olsun. (5) ‘te verilen P,(4;p), (3) ile tanimlidir.

V € R™ ve U c R™ kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi h,(V,U) ile, W c C(Q;R™) ve E C
C(&; R™) kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi ise ho (W, E) ile gosterelim (bkz., [13], [14]).

Daha sonraki incelemelerde kullanacagimiz bazi yardimci 6nermeler verelim.

Onerme 2.1. Her v,(*) € G, , miimkiin kontrol fonksiyonu (1) sisteminin tek yoriingesini iiretir.
Onerme 2.2. Her x(*) € TprVver € [0,7, + 7.] igin [[x()l¢ < v, esitsizligi saglantyor.
Onerme 2.3. w — Ty r(w), w € Q, kiime degerli doniisiimii Hausdorff metrigine gore siireklidir.
Teorem 2.1. (1) sisteminin T,, ,. yoriingeler kiimesi C(Q; R™) uzayinin kompakt alt kiimesidir.

Onerme 2.1, Onerme 2.2, Onerme 2.3 ve Teorem 2.1 ‘in kamit1 uygun olarak [21] ‘de verilen Teorem 1,
Teorem 2, Sonug 1 ve Teorem 5 ‘in kanitlarina benzerdir.

III. YORUNGELER KUMESININ r ‘ve BAGLANTISI

MZ = maX{”FZ(w' S, X)”: ((1), S, x) EQXE X Bn(y*)} ) (6)
p-1
_ AMy[u(E)] P ()
* 1-P(&p)

olarak gosterelim. Burada B, (y,) = {x € R™: ||x|| < v.}, ¥. > 0 sayis1 (5) esitligi ile tanimlanmustir.
Teorem 3.1. Keyfir, € [0,7, +7,] ver, € [0,7, + 7,] igin

he(Tpr, » Tpr,) < Milry — 13

esitsizligi saglaniyor.

Kanit. Genelligi bozmaksizin 1y < 1, oldugunu varsayalim. O halde

Typr, € Topr, (8)
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olur. Simdi herhangi x, () € T}, yoriingesi secelim ve bu yoriingeyi v,(-) € G, miimkiin kontrol
fonksiyonunun {irettigini varsayalim.

vo(s) = :—:v*(s), s€E, ©)

olmak iizere yeni vy (+): E — R™ kontrol fonksiyonu tammlayalim. v, (") € Gy, icermesi kullamlarak
kolayca vo(*) € Gy, oldugu kanitlanabilir.  xo(") € Tp,,, (1) sisteminin v, () € G,,, kontrol
fonksiyonu tarafindan iiretilen yoriingesi olsun. (3), (6), (7), (9), Onerme 2.2, 2.B kosulu ve Holder
esitsizliginden, keyfi w € Q i¢in

I.@) = 2o @)1 < Kollx. (@) =xo (@Il + 2 [ Gy + Ky 10, 1D 1. (5) = w5
E
+2 [|F2(@,5,%0()) || - lv.(s) = vo(s)ll ds

< kollx. () —x0 Wl + 2 f(rey + 12 llva($)ID) ds - max{]|x.(s) — xo(s)ll: s € E}

T
+A M, f v, (s) — —1v*(s) ds
E T

< kol () = %Ol + 2 (saieB) +rama WG ) - 1) = %Ol

|ry — 13|
+M; fE Iv.(s)ll ds
|1y — 73] p-1
SP.Ap) - lx(C) —xoOllc + AM, r[u(E)] P
p—1
=P.(4p) - Ix.() —xollc + AMR[u(E)] P - |1y — 1]

oldugu elde edilir ve buradan

p—1
AM,[u(E)] P

ARl RE)] (10)
1-P A p)

llx2.() = x0Olle <

=1l =M, - |ry — 1y

olarak bulunur. Boylece keyfi secilmis x, (-) € T, ,, yoriingesi igin (10) esitsizligini saglayacak bi¢imde
xo(*) € Ty, 0ldugunu gordiik. Bu ise

Tpr, © Tpr, + M1y — 15| - Be(1) (11)
olmasi demektir. Burada B (1) = {x(-) € C(Q; R™): |[|x(:)||¢ < 1} olarak tanimlidur.
Son olarak, (8) ve (11) ‘den teoremin kaniti elde edilir.

Teorem 3.1 ‘den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1. Herr; € [0,7, + 7,] ve r, € [0, 1, + 7,] ig¢in

hy, (Tp,r1 (), Tyr, (w)) < M.|ry — 12

esitsizligi keyfi w € Q i¢in dogrudur. Burada T, -(w) < R™ kiimesi (4) ile tanimlidur.
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IV. YORUNGELER KUMESININ CAPI

(Z, dZ(-,-)) metrik uzay, Q < Z olsun. Q kiimesinin ¢ap1 diam (Q) olarak gosterilir ve

diam (Q) = sup{d;(y,2):y € Q,z € Q}
olarak tanimlanir.

Teorem 4.1.
p—1

2AM,r[u(E)] P
1-PA;p,1)

diam( ) <

esitsizligi dogrudur. Burada P(4; p,r) ifadesi (2) ile tanimlhidur.

Kamt. Uygun olarak u(*) € G, ve v(:) € G, miimkiin kontrol fonksiyonlar: tarafindan iiretilen keyfi
x(-) €T, vey() €T,, yoringeleri alalim O halde (1), (2), (6), 2.B kosulu, Onerme 2.2 ve Holder
esitsizliginden keyfi «w € £ i¢in

llx(w) — y()|| < Kollx(w) —y(w)I| +4 j(fq + 12 [[u(S)ID [[x(s) — y(s)ll ds
E
+1 f | F2(w, 5, y())|| - lu(s) — v(s)ll ds
E

< kollx() = yOlle + A [ Gy + 12 l[u(s)) ds - max{||x(s) — y(s)ll:s € E}
+A M, f lu(s) — v(s)|| ds
E

-1

S

p-1
P

< wollx() =y Olle + /’l<K1M(E) + o7 [p(E) ) NxC) = yOlle + 2AM,r [u(E)]

'3 e
._. < ‘

~[)

= P(ip,T) - 12() = yOlle + 20Myr [W(E)] P

oldugu elde edilir. Son esitsizlikten ise

p=1
2AM,r[u(E)] P (12)

IO =yOlle S 25575

esitsizligi elde edilir. x(-) € T, ve y(-) € T, keyfi se¢ilmis ydriingeler oldugundan, (12) esitsizligi
teoremin kanitini bitirir.

V. YORUNGELERIN ROBASTLIGI

Bu béliimde yoriingenin kalan kontrol kaynagina gore robastligi incelenecektir.

Teorem 5.1. & > 0 verilen say1, x(*) € T, - (1) sisteminin |[u(-)|l, = r. <7 olacak bicimdeki u(*) €
Gp,r kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen yoriingesi, E, c E herhangi Lebesgue 6l¢iilebilir kiime,
u,(*): E - R™ fonksiyonu [|u, ()|, = r olmak iizere
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u(s) eger s€ E\E,

v(s) eger s€E,, (13)

u,(s) = {

bi¢iminde tamiml1 ve x,(-) € T,,- (1) sisteminin u,(*) € G,, kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen
yoriingesi olsun. Eger

2ArM,

_pb_
P (14)

u(E) < [

ise, 0 halde |[x(*) — x,()|lc < € olur. Burada P(4; p,r) (2) ile tanimlidir.

Kanit. (1), (2), (6), (13), Onerme 2.2, 2.B kosulu, u(*) € Gpr» U.() € Gy, icermelerinden ve Holder
esitsizliginden keyfi w € ) i¢in

Ix(w) — x. (D)l < Kollx(w)—x. (W) + 2 I(Kl + ez llus)ID llx(s)—x.(s)l ds
+A [ [|F2(w, 5, 2.())|| - Nluls) —u.(s)ll ds

< ollx()=x.Olle + /'lf (K1 + K2 |lu()I) ds - max {[|x(s) = x.(s)ll:s € E}
E

+AM, f lu(s) — wa ()]l ds
E,

p-1 p-1
< kollx()—xOllc + /1<K1M(E) +ir[u(E)] P ) A =x.Olle +247My [p(E)] P

esitsizliginin dogrulugu ve buradan ise

p-1
IxC) — 2. Olle < P40, DIx()—x.Ollc +247M; [w(E)] P

oldugu elde edilir. Son esitsizlik, (14) ve 2.C kosulundan

2A 1M, p—1
p

() = x.Olle < 7= uEI] P <e

P(4;p,1)
oldugu bulunur.

Teorem 5.1 den, kalan kontrol kaynagin tiimiinii Lebesgue ol¢limii yeterince kiiciik olan bolgede
tiikketirken, yoriingenin az degismesi gozlenmektedir.

Gor = (V) € Ly(E;R™: v Ol = 7)

ve T,, kiimesi (1) sisteminin tim u(-) € G,, kontrol fonksiyonlar: tarafindan iiretilen yoriingeler
kiimesi olsun.

Teorem5.2. T,, = Cl(T;’T) esitligi dogrudur. Burada cl verilen kiimenin kapanigini1 gostermektedir.

Kamt. |lu,()|l, = rn <r olmak iizere x,(:) € T,, (1) sisteminin u,(-) € G, kontrol fonksiyonu
tarafindan iiretilen yoriingesi olsun. Keyfi o > 0 sayis1 ve
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1-PGip1) ]% (15)

<
u) = [ 24 M,

olacak bi¢imde keyfi V, c E kiimesi alahm. Burada P(4; p,r) ifadesi (2) ile, M, ise (6) ile tanimlidir.
[lu.(s)||Pds = rlp oldugunu varsayalim.

fE\V*
u,(s) eger s€E\V,,

v, (s) = [rp —rP
1)

1
p
-go eger s €V,

olmak tizere yeni v,(*): E = R™ fonksiyonu tanimlayalim. Burada ||g,|| = 1 olmak iizere g, € R™
keyfi secilmis 6gedir. Agiktir ki, [[v. (D[, =7, yani v.(*) € Gy, y.() (1) sisteminin v,(-) kontrol
fonksiyonu tarafindan iiretilen yoriingesi olsun. O halde y, (-) € T, . (15) ‘i dikkate alirsak, Teorem 5.1
‘den ||x,(-) — y.()ll¢ < o oldugu bulunur. ¢ > 0 keyfi se¢ildiginden, x,(*) € cl(T;,r) oldugu elde
edilir. Bu ise T, . € cl(T,;ir) olmasi demektir. Onerme 2.2. geregi, Ty, yoriingeler kiimesi C(Q; R™)
uzaymda kompakt kiimedir. Son olarak, teoremin kanit1 T, . € T, - igermesinden elde edilir.

Teorem 5.2 ‘ye gore, her x,(-) € Ty, ydriingesi, kontrol kaynagin tamamini tiiketen kontrol fonksiyonu
tarafindan iiretilen yoriinge ile yaklastirila bilir.

Teorem 5.2 ‘den agagidaki sonucun dogrulugu elde edilir.

Sonug 5.1. Keyfi w € Q igin

Tor(@) = cl (T (@)

esitligi dogrudur. Burada T, ,-(w) kiimesi (4) ile,
Tyr(w) = {x(w) ER™x() € TI’,"'T}

olarak tanimlidir.

V1. SONUC

Yoriingeler kiimesinin r ‘ye gore Lipschitz siirekli bagimliligi, sistem davraniginin matematiksel
modelinde enerji tiirii kontrol etkilerin {ist sinirin belirlenmesinde ortaya ¢ikacak kiiciik hatalarin,
sistemin yoriingeler kiimesini az etkileyecegini dngdrmeye imkan sagliyor. Yoriingeler kiimesinin
¢apinin istten degerlendirmesi, sistemin durum evriminin genel degerlendirilmesi i¢in faydali bir arag
olarak kullanilabilir. Ydriingelerin kalan kontrol kaynaga gore robastligi, enerji tiir kontrol etkinin
Lebesgue 6l¢iimii yeteri kiigiik olan bolgelerde biiyiik porsiyonlar halinde tiiketilmesinin efektif kontrol
etkisi olamayacagini gostermektedir.
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