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Ozet

Ardisik n'den k-¢ikiglt sistemlerin giivenilirlik analizinde sistemi olusturan bilegenler genellikle tamir edilemez
olarak kabul edilmektedir. Fakat bu yaklagim birgok miihendislik uygulamasinda gergegi yansitmamaktadir. Bu
makalede, sistemi olusturan her bir bilesen icin ¢aligma siiresinin ve tamir siiresinin iistel olarak dagildigi
varsayimi altinda, tamir edilebilir dogrusal ardisik n’den 2-¢ikighi: F sisteminin incelenmesi amaglanmistir.
Genellestirilmis gecis olasiligi tanimini kullanilarak, sistemin durum gegis olasiligi elde edilmistir. Sistemi
olusturan bilesenlerin sayisint gésteren n verildiginde sistemin ilk ortalama arizalanma siiresi belirlenmistir.
Ayrica ilk ortalama arizalanma siiresinin maksimum olabilirlik tahmincileri verilmistir.

Anahtar Kelimeler. Ardisik n’den 2-¢ikisli: F Sistemi, Genellestirilmis Gegis Olasiligi, Ortalama Arizalanma Siiresi,
Maksimum Olabilirlik Tahmincisi.

Repairable Consecutive 2-out-of-n: F System
Abstract

In the reliability analysis of consecutive k-out-of-n; F system, components constituting the system are generally
regarded as non-repairable. However, this approach does not reflect the reality in many engineering applications.
In this paper, our purpose is to study a linear consecutive-2-out-of-n: F repairable system under the condition that
the working time and the repair time of each component are both exponentially distributed. By using the definition
of generalized transition probability, the state transition probabilities of the system are derived. When n is given,
the system mean time to first failure is obtained. Also, maximum likelihood estimators of the system mean time
to first failure are presented.

Keywords. Consecutive 2-out-of-n: F System, Generalized Transition Probability, Mean Time to First Failure, Maximum
Likelihood Estimator.

1.Giris
Bu tlir sistemler, sistemi olusturan

Endiistride, birlikte c¢alisacak sekilde  bilesenlerin kendi aralarindaki mantiksal veya

tasarlanmig paralel ve seri bagl bilesenlerin bir
araya gelmesinden olusan sistemler, teknolojinin
gelismesiyle daha karmasik bir hale gelmistir. Bu
gibi sistemlerde, sistemin baglanti
mekanizmalarini tanimlayabilmek i¢in teorik
olarak paralel ve seri sistemlerin genel hali olan
ardisik n’den k ¢ikish sistemler tasarlanmustir.
Ardisik n’den k ¢ikisgh sistemlerini kullanmanin
iki ana avantaj1 vardir:
1) Genellikle seri sistemlerden daha yiiksek
giivenilirlige sahiptir.
2) Genellikle paralel sistemlerden daha uygun
maliyete sahiptir.

fiziksel baglantilarina goére dogrusal veya dairesel
olarak karakterize edilirler. Ayrica bu tiir
sistemler, kullanict igin O6nemli olan amag
dogrultusunda, sistemin ¢aligma prensibi iizerine
olusturuldugunda  “G”  sistemi,  sistemin
calismama prensibi lizerine olusturuldugunda ise
“F” sistemi olmak tizere iki sekilde ifade edilirler.
Ardisik n’den k ¢ikiglh sistem modelleri ilk olarak
1980 yilinda Kontoleon tarafindan ortaya
konmustur [1]. Bu tiir sistemler telsiz baglantisi
istasyonlarinin ve petrol boru hatt1 sistemlerinin
tasarlanmasinda [2], proton ve ndtron iyonlari
gibi yogun taneciklere biiyiik kinetik enerji
saglayan cihazlardaki vakum sistemlerinin
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tasarlanmasinda [3] ve wuzay aract rdle
istasyonlarinin tasariminda kullanilmaktadir [4].

Ardisik n’den k-cikishh F sistemi n tane
bilesenden olusan ve ancak n tane bilesenden
ardigik olarak en azktanesi arizalandigi zaman
arizalanan bir sistem olarak tanimlanir.
Ardisik n’den k-cikigh F sistemi ile ilgili diger
0zel bir sistem tiirii ise ardigik n’den k-cikish G
sistemidir. Ardisik n’den k-¢ikigh G sistemi ise n
tane bilesenden olusan ve ancak ardisik olarak en
azk tanesi calisir durumda oldugu zaman g¢alisan
bir sistem olarak tanimlanir. Ardisik n’den k-
cikish  sistemlerin  ¢aligma  prensibi  ve
giivenilirligi detayli olarak Chiang ve Niu [2]
tarafindan incelenerek literatiire kazandirilmigtir.
Literatiirde, lineer ve dairesel olmak {izere,
bahsetmis oldugumuz sistemlerin giivenilirligi
hakkinda ¢ok sayida ¢alisma mevcuttur [5-9].

Yukarida bahsetmis oldugumuz yaymlarin
hepsinde sistemi olusturan bilesenler tamir
edilemez olarak kabul edilmistir. Fakat
miihendislik uygulamalarinda sistemi olusturan
bilesenlerin tamir edilebilir olmasi gercegi
kacinilmazdir. Bu problemi ortadan kaldirmak
icin ilk olarak Zhang ve Wang [10] dogrusal
ardisik n’den 2-¢ikisli tamir edilebilir F sistemini
calismistir. Daha sonra bu kapsamda literatiirde
siirli sayida ¢alisma yapilmigtir [11-13].

Bu ¢aligmada miihendislik uygulamalarinda
siklikla kullanilan tamir edilebilir bilesenlerden
olusan dogrusal ardisik n’den 2-¢ikish F sistemi
asagidaki varsayimlar altinda incelenmistir:

1) Tamir edilebilir ardistk n’den 2-¢ikishh F
sistemi, dogrusal olarak siralanmig n tane
bilesenden olusmaktadir ve ancak en az
ardisik iki bileseni arizalanirsa
arizalanmaktadir.

Sistemdeki biitiin bilesenler yeni ve t =0
aninda ¢aligmaktadir.

X; ve Y; tesadiifi degiskenleri sirasiyla i-inci
(i = 1,2,...,n) bilesenin ¢aligma siiresini ve
tamirde gegirdigi siireyi gostersin. Ayrica X;
ve Y; tesadiifi degiskenleri bagimsiz olup
sirastyla 1/4 ve 1/u parametreli {stel
dagilima sahiptirler.

Sadece bir tamirci bulunmaktadir, boylece
aynt anda birden fazla bilesen tamir
edilemez.

2)

3)

4)
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5) Tamir disiplini “tamire ilk gelen bilesen ilk
olarak tamirden ¢ikar” olarak belirlenmistir.

6) Tamir edilen her bir bilesenin tamirden sonra
yenisi kadar iyi oldugu kabul edilmistir.

7) Sistem arizali duruma gegtiginde c¢alisan
biitiin bilesenler durdurulur.

8) ki ya da daha fazla bilesenin ayn1 anda

arizalanmas1 olasiligi sifir olarak kabul

edilmistir.
2. Materyal ve Yontem

Bu boéliimde ilk olarak genellestirilmis gecis
olasiliginin tanimini verecegiz. Daha sonra bir
onceki boliimde vermis oldugumuz varsayimlari
kullanarak [0,t] zaman araliginda sistemin
durumunu gosteren {N(t):t = 0}‘nokta
stireci”modelini olusturacagiz. En son olarak ise
gecis  olasiliginin
kullanarak q;; gegis oranlar1 ve Q gegis oranlari

genellestirilmis tanimini

matrisini olusturacagiz.
Tanim 2.1.

Kabul edelim ki {N(t):t =0}, Q o6rnek
uzayma sahip siirekli zamanl homojen Markov
siireci olsun. p;, ifadesi sistemin t zamaninda i
durumunda oldugu kosul altinda, i durumunu
saglayan m-inci olayin gerceklesme olasiligini

gostersin. Bu durumu asagidaki gibi ifade
edebiliriz:

Pi(m)

_ slirec i durumunun .

=P (m — inci olayinda baslar N = l)'

Burada i = 1,2,...,M; ve M;’de verilen i € ()
tesadiifi
Di(m);j(At) ifadesi de i durumunu saglayan m-inci
olaym At zaman sonra j durumunda olacak
olmasi olasihigimi gostersin. Benzer sekilde bu
durumu asagidaki gibi ifade edebiliriz:

Di(m); (At)

=P(N(t+At)=j

durumu  igin olaylarin  sayisidir.

slire¢ i durumunun )
m — inci olayinda baslar/’
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O zaman, At zamaninda i durumundan j
durumuna  genellestirilmis  gegis  olasiligi
asagidaki sekilde tanimlanir:
pij(At) = P(N(t + At) = j|N(t) = i)
M;
= z Di(m) Pi(m)j (AL).
m=1
Burada
M;
Z Piem) =1
m=1
dir.
2.1. Model Analizi
Birinci  bolimde  vermis  oldugumuz
varsayimlart  kullanarak sistemin durumunu

gosteren N (t) ifadesini sistemi olusturan bilesen
sayisinin dort oldugu durum i¢in asagidaki sekilde
elde ederiz.
N(t)
¢ 0,tzamaninda biitiin bilesenler ¢alisir
ise sistem calisir.
—1,t zamaninda bir bilesenler arizalanir
ise sistem calisir.
—2,t zamaninda iki bilesenler arizalanir
ise sistem calisir.
2,t zamaninda iki bilesenler arizalanir
ise sistem arizalanir.
3,t zamaninda iki bilesenler arizalanir
ise sistem arizalanir.

O zaman {N(t):t = 0} siirekli zamanli homojen

Markov siireci olur. Bu siirecin 6rnek uzay1
Q={0,-1,-2,2,3}

seklinde tamimlanir. Model analizinden, sistemin

calisan durumlarmin kiimesinin ¢ = {0,—1, -2}

ve sistemin arizali oldugu durumlarm kiimesinin

ise A = {2, 3} oldugunu rahatlikla gorebiliriz.

2.2. Gegis Oranlari ve Gecis Oranlar1 Matrisi

Genellestirilmis gecis olasiligi tanimini ve
stirekli zamanli homojen Markov siireci olan N (t)
ifadesini kullanarak n =4 i¢in durum gegis
olasiliklarini asagidaki sekilde elde edebiliriz.
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Poo(At) = 1 — 4AAt + OAt,

po—1(At) = 41At + OAt,

Po-2(At) = po2(At) = po3(At) = OAt,
P_10(At) = uAt + OAg,

p_1-1(At) =1 — (31 + w)At + 0At,

3
p_1_2(At) = EMt + 0At,

3
p_12(AL) = EMt + OAt,

p-13(At) = OAt,

P-20(At) = p_5,(At) = OA¢,
p_,_1(At) = uAt + OAt,

P_o_o(At) =1 — (24 + WAt + OAt,
p_23(At) = ZAAt + OAt,

P20(At) = pa_5(At) = po3(At) = OAt,
P21 (At) = uAt + OAt,

D2 (At) = 1 — uAt + OAt,

D30(At) = p3_1(At) = p3,(At) = OAt,
p3_2(At) = ,uAt + OAt,

p33(At) = 1 — uAt + OAt,

Yukarida elde etmis oldugumuz durum gecis
olasiliklarini ve

_opAy) .
qij—Al%gnO AL , L,j EQvel#],
1—-p;(At)

i v

durum gecis oranlarini kullanarak gecis oranlari
matrisini

Q = (ai)
—4A 42 0 0 0
3 3

—| o M -QA+p) 0 21

0 U 0 —-u 0

0 0 7 0 —u
_[Q11 Q12
=lon o] S

seklinde elde edebiliriz.

3. Sistemin Ortalama Arizalanma Siiresi

Bu
indislerinde biri olan ilk ortalama arizalanma

bolimde  sistemin  giivenilirlik
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siiresini elde etmeye calisacagiz. j € Q igin
asagidaki olasilig1 tanimlayalim,
p;() = P{N(t) = j}.
Ayrica, Pqo(t) ifadesini Po(t) = (po(t), p—1(2),
p—2(),p2(£),p3(t)) seklinde tammlayalim.
Kolmogorov-Feller ileri denklemine gore,
Fokker-Planck denklemini [14] asagidaki sekilde
elde edebiliriz.
pj(t) = Z Pk (O)qkj, J € Q.

keQ
(1) denklemiyle verilen gegis oranlari matrisini

kullanarak Fokker-Planck denklemini matris
formunda

[ Po(t) = Po(t)Q @
Pq(0)baslangic kosullari

yazabiliriz.  Burada P(t) = (po(t), pL1(t),

pL2(0), p3(8), p3(t)) ve Po(0) = (1,0,0,0,0) dir.

Sistemin giivenilirligini elde edebilmek igin

[ (po (), pL1 (D), pL2 (D)) =
(Po(®), p_1 (1), P2 (1)) Q

(3)
P(0) = (po(0),p-1(0),p—2(0)) =
(1,0,0) baslangi¢ kosullari
diferansiyel denklem sistemini ¢&zmemiz

gerekmektedir. (3) denklemi daha agik olarak
po(t) = —4Ap,(t) + up_1(¢)
pL1(t) = 42po(t) — B4+ wp_1 () + pp_2 (1)
3
pLo () = Eﬂ-p—l(t) — 22+ wp_,(0)
seklinde yazabiliriz. Yukaridaki denklemlerin her
iki P:(0) = (1,0,0)
kosullar1 altinda Laplace doniigiimleri alinirsa
—1+spo(s) = —4Apo(s) + upZ,(s)
spZi(s) = 4Apo(s) — B + p)pZy(s)
+ upZa(s)
3
spZa(s) = Eflpil(s) — 22+ WpZy(s)
elde edilir. Yukaridaki Laplace doniisiimii alinan
denklemin ¢6ziimii yapilirsa

taraflarinin baslangic

31
piy(s) = mp—1(5)
. s+31+u 3u .
Po(s) = ( 42 8s+ 161+ 8u> P=1()
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(s+31+w(s+41)
41

3u(s +421) -
_8s+16;t+8u_”>
elde edilir. Sonug olarak sistemin giivenilirligini
gosteren R (t)’ nin Laplace doniisiimii

Ri(5) = ) pj() = P5(s) + p4() + 17 ()
jec

ve sistemin ortalama arizalanma siiresi

0AS = lsi_r>réR}§(s)

28815 + 381%u + 14420 u + 11Au% + 2u® + 4823 + 18232

122%2(82% + 6Au + u?)

seklinde elde edilir.

Acikca A ve u parametrelerinin secili degerlerini

ve (4) esitligini kullanirsak sistemin ilk ortalama

pZi(s) = <

C))

arizalanma siiresini Tablo 1° deki gibi elde ederiz.

Table 1. Tamir edilebilir ardisik 4°den 2-¢ikish F
sisteminin A ve u parametrelerine baglh olarak ilk
ortalama arizalanma siiresi

A u 0AS
05| 0.1 | 2.44293
05| 0.3 | 2.37475
0.7 | 0.1 | 2.74956
0.7 | 0.3 | 2.65039
09| 0.1 | 3.18756
09| 0.3 | 3.07457
4, Arizalanma Siiresinin Maksimum

Olabilirlik Tahmincisi

Eger (4) denkleminde A ve u parametreleri
biliniyor ise sistemin ortalama arizalanma siiresi
cok rahatlikla hesaplanabilir. Fakat 1 ve pu
parametreleri bilinmedigi zaman bu parametreleri
tahmin etmemiz gerekmektedir. Maksimum
olabilirlik tahmincisi hi¢ siiphe yok ki esnekligi
ve genellestirilebilir olmasindan dolay1 tahmin
icin en popiiler yontemdir.

4.1. Maksimum Olabilirlik Tahmincisi

Kabul edelim ki (X,Y) tesadiifi vektorleri
bilinmeyen bir skaler veya vektor degerli 8 € ©
parametresine ve f(x,y|6) olasilik yogunluk
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fonksiyonuna sahip olsun. Amacimz, (X;,Y;),
(X3, Y5),..., (X, Y,) gozlemlerine bagli olarak
(4) esitligi ile verilen ortalama arizalanma siiresini
tahmin etmektir. Eger X ve Y

fX,Y10) = fx(x|6)fy (v]6)

formundaki olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
bagimsiz tesadiifi degiskenler ise X ve Y icin
gbzlem sayist ayni olmak zorunda degildir. Genel
olarak X ve Y tesadiifi degiskenleri bagimli ise
veri (X,Y) formundadir. Burada

X =X, Xz, s Xn), Y=Y, ... Y)

ve ny = n, dir. Verinin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu

ryle)=] [r(x.5le)

seklinde olsun. Eger X ve Y tesadiifi degiskenleri

(5)

bagimsiz ise o zaman (5) asagidaki gibi yazilir.

reyle) =] [re] [A0il)  ©
i=1 j=1

Tamm 4.1.

(K , Z) formundaki veri gézlemlenmis olsun.
L(6]x,Y) = f(X,Y|6)
fonksiyona olabilirlik fonksiyonu denir.

seklinde tanimlanan

Tamm 4.2.

(K, X) ornegine bagl 6 parametresinin § =
6(X,Y) maksimum olabilirlik tahmin edicisi
parametrik degerdir ve L(6|X,Y) olabilirlik

fonksiyonu @’nin  bir fonksiyonu olarak
maksimumuna atanir.
Teorem 4.1. (Maksimum olabilirlik

tahmincisinin degismezlik ozelligi)

Eger A, 8’nin maksimum tahmin edicisi ise,
0 zaman herhangi bir ¢(8) fonksiyonu igin
@ (8)’nin maksimum olabilirlik tahmincisi (p(é)
dir [15].
4.2. Maksimum Olabilirlik Tahmincisinin
Olusturulmasi

X ve Y olasilik yogunluk fonksiyonlar giris
kisminda belirtildigi gibi sirasiyla

fr(x|D) = xe™ ve fy(ylu) = ye H¥
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olan iistel tesadiifi degiskenler olsunlar.
Eger X1,Xp, ..., Xn, Ve Y,Y5, ... Y,
degiskenleri sirasiyla fy(x|1) ve fy(y|p) olasilik
yogunluk fonksiyonlarindan elde edilen 6rnekler

tesadiifi

ise (6) esitliginden
f(X, YA, ‘u) = /1”1/,{"23_1"19?—#71237
elde edilir. Burada

nq n,
X = (nl)_lzxi ve y = (nz)_lz)’j
i=1 =

seklindedir.

Logaritmik fonksiyon kesin artan oldugundan,
L(6]X,Y) olabilirlik fonksiyonunu maksimum
yapmak, olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi
olan InL(6
esdegerdir. Buradan A ve u parametrelerinin A ve
i maksimum olabilirlik tahmin edicileri
Inf(X.Y|2, 1)
=nIndA4+n,Inu—Angx — uny,y (7
esitligini maksimum yapan A ve y degerleridir. (7)
esitliginin A ve p parametrelerine gore ayri ayri
tiirevlerini alip sifira esitledigimiz vakit

X, X)’yi maksimum yapmak ile

n — n —
= —n,x =0 ve Ez—nzyzO

1
elde ederiz. Buradan,

.1 o1

=3 Ve i3 €))
elde ederiz. Son olarak maksimum olabilirlik
tahmincisinin  degismezlik o6zelligini ve (8)

esitligini (4) de kullanirsak tahmin edilmis
ortalama arizalanma siiresini elde ederiz.

5. Sonug¢

Yapmis oldugumuz bu calismada, dogrusal
ardigik n’den 2-¢ikigli: F sistemi bilesenlerinin
edilebilir  oldugu
incelenmistir. Miihendislik uygulamalarinda bu
tiir sistemle sik karsilasilmaktadir.

tamir varsayimi  altinda

Ornegin; petrol tasimacilifi, iiretimden
isleme asamasina kadar tedarik zincirinde 6nemli
bir yer teskil etmektedir. Petrol nakil sisteminde,
teslimatin diizglin bir sekilde tamamlandigini
garanti etmek i¢in pompa istasyonlar1 tarafindan
petrole basing uygulanmali ve 1sitilmalidir. Eger
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bir pompa istasyonu arizalanirsa, komsu
istasyonlar yiikii tasiyabileceklerinden dolay1
petrol akist kesilmeyecektir. Ancak birbirini takip
eden iki pompa istasyonu arizalandiginda petrol
akis1 durdurulur ve sistem ariza durumuna geger.
Boylece pompa istasyonlarmi  sistemdeki
bilesenler olarak diisiiniirsek, petrol boru hatti
pompa sistemini dogrusal ardisik n’den 2-¢ikish
F sistemi olarak ele alabiliriz.

Calismamizda sistemi olusturan bilesenlerin
esit arizalanma olasiliklarina sahip olduklar
varsayllmisti. Fakat ileriki asamalarda tamir
edilebilir dogrusal ardistk n’den 2-¢ikish F
sistemi, bilesenlerinin esit
olasiliklarina sahip olmadigi durum altin da
incelenebilir. Hatta bu durum dogrusal ardisik
n’den k-gikisl F sistemine de genellestirilebilir.

arizalanma
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