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Oklid Uzayinda Bir U¢genin Kenarortaylarinin Kesim Noktasimin Kiiresel
Imajlar ve Cizgiler Uzayinda Karsitlar

M. Zihni TEMELY
Dicle Universitesi, Mimarlik Fakiiltesi, Diyarbakir

Ozet

Bu ¢alismada, Oklid uzayinda bir iicgenin kenarortaylarmin kesim noktasinin kiiresel imajlari vektorel hesapla
ispat edilerek c¢izgiler uzaymnda karsitlari olan sonuglar ortaya konmus ve bu sonuglar bir uzay altigeninde
verilmistir.

Anahtar kelimeler: Oklid uzay1, Dual kiire, Cizgiler uzayz.

The Spherical Images and to Line Space Corresponding of Center of
Gravity of Triangle in the Euclidean Space

Abstract
In this paper, the spherical images of the notions of center of gravity of triangle in the Euclidean space were proved
by vector calculus. Then passing to line space corresponding notions of a space hexagon were given.

Keywords: Euclidean space, Dual spherical, Line space.

1. Giris

Uzay geometrisi igin esas temel elamanlar noktalar veya diizlemlerdir. Ancak, J. Pliicker (1801-1868)
uzay elamani olarak ilk defa dogrular ve kiireleri kullanmigtir. F. Klein (1866-1868) yillarinda
Pliicker’in ‘‘Dogru ¢izgilerin uzay elaman1 goziiyle bakilmasina dayanan uzayin yeni geometrisi’’ adli
eserini yayinladi. Bundan 6nce ¢izgiler geometrisi, geometrik optikle ilgili olarak W.R Hamilton (1805-
1860) ve diferansiyel geometri agisindan da E. Kummer (1810-1893) tarafindan gelistirilmistir. Cizgiler
geometrisinin ylizeyler teorisi ile ¢ok siki bir iliskisi oldugu daha sonralari anlagiligtir. Bu ¢aligmada E.
Study ve W. Blaschke’nin g¢aligmalarinin 15181 altinda, diizlem geometride iicgende kenarortaylar
teoreminin dual birim kiiresi iizerindeki kanitlart verilip, bunlarin ¢izgiler uzayinda karsitlart
arastirilacaktir.

2. Materyal ve Metot

Cok boyutlu bir uzayda ¢ok parametreli bir lineer alt uzay ailesinin incelenmesi, genel olarak cesitli
modeller olusturularak yapilmistir. Alt uzaylar, bu model igerisinde birer nokta olarak kabul edilerek
uzayin yeni yapisi insa edilmistir. Cizgiler geometri alaninda bunun en iyi 6rnegi E. Study tarafindan
ortaya atilan modeldir. Burada ana fikir geometrinin temel elemanlarindan olan nokta ile dogrunun yer
degistirilmesiyle yani dualiteye dayanmaktadir.
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3. Birim Dual Kiire Yiizeyi Uzerindeki Bir Ucgenin Kenarortaylar
Teorem: Birim dual kiire yiizeyi iizerine gizilen bir liggenin ii¢ kenarortay1 bir noktada kesisir.

Kamt: Kenarlara biiyiik dual daire yaylari, koselere ise noktalar karsilik gelir.

— = —= — —

[B, C, Va], [C, A, V&], [A, B, Vc] nokta 6lgiilerinin ayn1 diizlemlerde bulunmalari kosulu

(BAC)V, =0
(CAA)V, =0 (1)
(AAB)V, =0

dir. Birim kiirenin merkezi 0 olmak iizere,

BOV, =COV, — BV, =CV; >V.(B-C)=0

COV, = A0V, -»CV, =AY, »V,.(C-A)=0 )
AOV, = BOV. — AV, = BV, »>V..(A-B)=0

bagmtilart vardir.V,,Vg,VZ dual skalerleri\TAZ :1,\/:2 =1,\Tg =1lolacak sekilde segilerek ve (1), (2)
denklemleri kullanilarak

V, =Vi[ BAC)A(B-C) |

V| CARAC-A) | (3)

Ve
V, =Ve| (AAB)A(A-B)]
esitlikleri bulunur.

BC=M, AC=M,,AB=M_ (4)

alarak, (3) ve (4) ifadelerinden,
V, =Vi@-M,).(B+C)

=V;(1-M;).(A+C) ()

Vg
Vo =Vi(1-M).(A+B)

bulunmus olur. Burada,
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Vi-M,) =V,
VBl(l_MB):VB (6)
VE(A-Mg) =V,

alinarak
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kenarortaylarin yer vektorleri bulunmus olur.

[A, V4], [B, V&], [C, Vc] nokta giftlerinden gegen biiyilk dual dairelerin diizlemlerine kiirenin

merkezinden ¢ikilan birim dual vektorler, Na, Ng, Ncdualskalerleri N—i =1 N—é =1 Wé =1lile belli
olmak tlizere

m = NAMAA.)
Ng = Ng (V;AB) ()
N—c =Nc MAC)

seklindedir. (8)’de (7) esitliklerini kullanarak ve N =V,V;V.N,N;N.(1-M ,)1-M;)Q1-M,)
olmak iizere (WA, WB, WC) karma ¢arpimi olusturulursa

(N,,Ng, N—C) =N((B+C)AA, (A+C)AB, (A+B)AC) bulunur. Determinant 6zelliklerinden bu

son baginti

(N Ng, No) =0 ©

esitligini verir. (9) ifadesi, birim dual kiire iizerine ¢izilen bir tiggenin kenar ortalarimin bir noktada
kesismesi kosuludur.

Simdi bu teoremin |R3(;izgiler uzaymda karsitin1 arastiralim. Birim dual kiiresi tizerindeki her bir
noktanin ¢izgiler uzayinda bir dogruya karsilik gelecegini géz oniine alarak,

B, C, Vanin diizlemine dik olarak ¢ikilan birim vektor

(M
(1

<| <

N

C, A, Vgnin diizlemine dik olarak ¢ikilan birim vektor
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A, B, Vcnin diizlemine dik olarak ¢ikilan birim vektor (nry
(v)
V)

(V1)

A, Va, G nin diizlemine dik olarak ¢ikilan birim vektor

B, Vs, G nin diizlemine dik olarak ¢ikilan birim vektor

<SS S

(o2}

C, V¢, G nin diizlemine dik olarak ¢ikilan birim vektor
olsun. Buna gore asagidaki bagintilar yazilir,
(1 den, &)V, LBa,)V, LCa)V, LV,
(Iden,b)V, LCh,) V, LADb,)V, LV,
(myten, ¢,)V; LAG)V, LBc)V, LV,
IV)ten,d,)V, LAd,)V, LV, d,)V, LG
(V)ten, &)V, LBe,) V; LV, &)V, LG
(vVidan, f)V, LC f,)V, LV, f)V, LG
Bdylece, a1, a2, by, bz, €1, €2 bagintilarindan
(B) ve (C) dogrularinin ortak dikmesi (V1)
(C) ve (A) dogrularinin ortak dikmesi (V2) (v
(A) ve (B) dogrularinin ortak dikmesi (V3)
bulunur. A1A2A3A4AsAs dik uzay altigeni olusur. (1) denklemlerinde ve as, bs, €3 bagintilarindan
(Va), (B) ve (C) ile esit a1 yaparak (V2) e orta noktada dik
(VB), (C) ve (B) ile esit ag1 yaparak (V) e orta noktada dik (VI
(Vo), (A) ve (B) ile esit ag1 yaparak (V3) e orta noktada dik
elde edilir.(VI111) den (Va), (Vg), (Vc) dogrulari olusur.

di, do, €1, €z, f1, 2 bagintilarindan

(A) ve (Va) nin ortak dikmesi (Va)
(B) ve (Vg) nin ortak dikmesi (Vs) (1X)
(C) ve (Vc) nin ortak dikmesi (V)
bulunur.( IX) dan A7AsAsA10A11A12 uzay altigeninin karsilikli kenarlarinin ortak dikmeleri elde edilir.
ds, €3, fs bagmtilarindan da (V4), (Vs), (Vs) dogrularinin ortak dikmesi (G) X)

bulunur. Sirasiyla VII, VIII, IX, X 6zellikleri kullanilarak asagidaki sonug elde edilir:

Sonug : IR® cizgiler uzaymda bir dik uzay altigeninin (A1A2A3A4AsA) aralikl {i¢ kenarmin ((V1),
(V2), (V3)) orta noktalarindan (A13, Aia, Ais) bu kenarlara bitisik noktalarda ((B) ile (C) ,(C) ile (A),
(A) ile (B)) esit agilar yapacak sekilde ¢ikilan dikmelerin ((Va), (Vg), (V¢)), karsilarindaki kenarlarla
((A), (B), (C)) ortak dikmelerinin ((Va4), (Vs), (Ve)),bir ortak dikmesi (G) vardir.

Simdi ABC kiiresel liggeninin agirlik merkezi (G) yi hesaplayalim.

[G, A, V4] ve [G,B,Vz] nokta iigliilerinin ayn1 diizlemlerde bulunmalari nedeniyle,
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G.(AAV)) =0

— (10)
G.(BAV;) =0

bagintilar1 vardir. G1 dual skaleri @ =1lile belli olmak iizere (10) bagintilarindan

G =G| (AAV,)ABAY,) | 1)

bulunur. (7) denklemlerini de gz éniine alarak ve G =GV, V;(1—M,)(1-M;)(A, B,C) dual
skalerini kullanarak (11) ifadesi

G=G(A+B+C) (12)

seklinde G nin konumu belirlenmis olur.
4. Sonuc ve Oneriler

Bu ¢alismada, farkli iki geometrik yapi igerisindeki kavramlar karsilastirilarak her iki geometride de
gecerli olan teorilerin kendi yapilari igerisindeki ifadelerin, diger geometrik uzaydaki karsiligi
tamimlanarak daha kapsamli sonuglara ulasilmistir. Bu ¢alismada yapilan Oklid uzayindaki bir iiggenin
kenarortay teoreminin birim dual kiire iizerinde gecerli oldugunu kanitlayip ters projeksiyonla gizgiler
uzaymin daha karmasik orijinal teoremi elde edilmistir.
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