DUAL KUATERNiYONLAR
VE PROJEKTIF YAPILAR

Basri CELIK'
H. Esin YILDIZ?

Ozet
Bu caligmada, genel kuaterniyon cebirleri tamitilmig ve bu cebirler
- yardimiyla koordinatlanan projektif yapilar tizerinde durulmusgtur.

Dual Quaternions and
Projective Structures

Abstract
In this study we summarize to quaternion algebras and we give projective
structures which are coordinatized with this algebras.

1.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢ahismaya temel tegkil edecek olan bazi kavramlar [3] ve [5]
nolu kaynaklardan yararlanilarak tamtilacaktir.
Tammml.l. G bos olmayan bir kiime ve * & iizerinde bir ikili islem olsun.
Eger;
i) ¥ x,¥,z €Giginx* (y*z)} = (x *y) *z dir (birlesme 6zelligj).
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ii) Yx€EG, dJe EG I x*xe=exx=x dir ( etkisiz eleman
ozelligi).

iii) Vx€EG Ju EGIx*u=ux*x = edir (ters eleman 6zelligi).
sartlar saglamyorsa {G,*) ikilisine grup denir. Bir (G,*) grubunda

iv) Vx,YVEGiginx *y =_}r¥x

sarti saglaniyorsa {G,*) grubuna degismeli grup ya da abel grubu denir.
{G,*) grubu kisaca G ile gosterilir.

Tamm1.2. (H,4) bir abel grubu ve {-} H iizerinde tanimli bir i¢ islem olsun.
Eger¥ x,y,z € H i¢in
o (xe¥)ez=x(y-2)
ii) {x+v)-z=x-z+y-zvez-{xty)=z-x+z- ¥y
sartlar1 gercekleniyorsa H={H, +.-) iigliisiine bir salka denir.
Bir {K,+,) cebirsel sisteminde {+)toplama islemine gore etkisiz
eleman varsa 0, {-)islemine gore etkisiz eleman varsa 1 ile gosterilecektir.

Carpma islemine gore etkisiz elemana dzdeglik ya da birim eleman denilecektir.

Tamm1.3. Eger {F.+.) bir halka ve F nin sifirdan farkli her elemanmnmn
carpmaya gore tersi varsa (F, +,-) tgliisime bokimli halka veya aykir: cisim
denir. {-) islemi degismeli olan asosyatif (yani birlesme 6zelligini saglayan) bir

boliimli halkaya cisim adi verilir.
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Tamm1.4. (F,+.-} bir cisim ve (V,®)} bir abel grubu ve (:FX V2V dig
islemi verilsin. Eger ;

V1) ¥Va € F,Vu,v € V icin a®(u®v) = (aBuw)®(a@v),

V2) Vo, €F,Yu €V i¢in (@ + B)Bu = (aQu)®(BOW),

V3) Va,f EF Yu eV (a-B)0u = a@®(fOu),

V4) Yu € Vigin 1@u = u dur. (1 € F dzdeslik elemant),
sartlar saglamyorsa, ¥V = ((V, @), (F.+,-), E)) sistemine vektdr uzayr denir.

Tamm1.5.V = ((V, @), (F.+,). @] vektdr uzay olsun.

&: V X V= Vg islemi igin

i) (c@uw)Br = u@(c@r) = cO(u@v)

i) (g +u)@v= (1, @v)B(w,@v) ve
u@(r; + v;) = (u@v )O(uBv,)

sartlar1 saglamyorsa V = (([’V, @®),(F,+,-), GJ] ;& ) sistemine cebir denir.

Not: V = (((V, ®), (F, +,),0) ,® ) cebirinde,

1) ® islemi degismeli ise V ye degismeli cebir ad1 verilir.
ii) ® islemi birlesmeli ise V ye birlesmeli cebir ad1 verilir.
ii1) & islemi 6zdeslik elemanina sahipse V ye dzdeslikli ya da birimli cebir

adi verilir.
iv) Bir kangiklik s6z konusu olmayacaksa +, @ islemleri yerine sadece +

ve -, & islemleri yerine de yan yana yazma kullanilacaktir.
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1-1 arten

Tanim1.6. {G,*) bir grup ve f: G ——— G fonksiyon olsun. Eger;
fi=1 ve Yx,¥ €Gigin flx*y)=f({y)*flx)
sartlar saglaniyorsa f'ye G nin bir involiisyonlu antiotomorfizmi denir. Burada i

ile 6zdeslik dontigiimii gosterilmistir.

Tamm 1.7. Elemanlarina noktalar denilen bir N kiimesi, elemanlarina dogrular
denilen bir D kiimesi ayrik kiimeler olsun ve adina iizerinde olma bagintisi
denilen EC N X D bagntis1 gozoniine alinsin. Herhangi bir N noktas1 ve d
dogrusu igin (N, d) nin € de olmas1 N € d ile gosterilsin ve bu “N noktasi d
dogrusu iizerindedir.” veya “d dogrusu N noktasmndan geger.” biciminde
okunsun. Bu durumda, P = (N, D,€) sistemi icin eger asagidaki sartlar
saglaniyorsa P ye projektif diizlem denir:

P1) Herhangi iki noktadan bir tek dogru gecer.
P2) Herhangi iki dogrunun en az bir ortak noktas: vardir.
(Yani her iki dogrunun da iizerinde olan en az bir nokta vardir.)
P3) Herhangi ii¢ii dogrudag olmayan (ayni dogru iizerinde olmayan) dort
nokta vardir.

(Herhangi ii¢ii dogrudag olmayan dort noktaya dorzgen denir.)
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2. GENEL KUATERNIYON CEBIRLERi
Bu boliimde genel kuaterniyon cebirlerinin nasil insa edildigini ve
reel kuaterniyonlarin bu cebirlerin hangi 6zel durumuna karsibk geldigini

verecegiz. Bu boliimde verecegimiz bilgiler genel olarak [4] den alinmustir.

2.1. Birimli Olmayan Bir Cebirden Birimli Cebir Elde Etme
Yontemi.

Bu kisimda birimli olmayan bir cebirden birimli bir cebir elde
edilebilecegi gosterilecektir. Bu nedenle bu galigma boyunca kullanacagimiz

cebirlerin aksi belirtilmedik¢e birimli cebir oldugu kabul edilecektir.

Teorem 2.1. U, F cismi tizerinde birimli olmayan bir cebir olsun. Bu takdirde
V={(a,u) : 0eF ,uecU }=Fx U

kiimesi lizerinde tanimlanan

(o, u) + (02,0 ) = (0540 , Uy +uy)

A( o, ur) = (R , Aay)

ve

(o, ) (02 ,0) = (00, , 0u; + oy, + Uy )

islemleri ile birlikte V birimli bir cebir olur. 6, U nun sifir elemani ve 1, F nin
birim eleman1 olmak iizere 1=(1,0) elemam V nin birim elemamdir. (Bundan
sonra eger bir kansiklik olmayacaksa kullanilan cebirsel yapilarmn sifir elemant

0, birim elemant ise 1 ile gosterilecektir.).
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Ispat: Vektor uzay: sartlarmin saglandig1 basit islemlerle goriilebilmektedir.
Biz burada sadece ¢arpma igleminin 2-lineer oldugunu gésterecegiz:

V'}*’ EFve x = (ai,ui),}’ = (azluz)lz = (RS'UB) S VIQIII,

i) (ro)y = (yay, yu,){a,u,)
= ((Yai) oty ot (yuy ) + {Tai)uz + uz('}’ui))
= y{oy ey, apuy + ayu; +upuy)
=y(x¥)
ve
x(yy) = (g, uy)(yoy, yu,)
= (e (yag), (e )uy + oy (yuy) + (yuylu,)
=y{oyay, ayuy +oyu, +uyu,)
=y(xy)
oldugundan {¥x}y = x(y¥) = ¥(x¥) sonucu elde edilir.

ii) (x+y)Z=((G'-1;‘-11) + (ﬂz:uz))(ﬂ-a:ua) = {0y +az,uy +uy){azuy)

= ((n:l + o )ay , ag{u, uy) + (o + a)ug + ug(u, + uz))

= {0y t gy, aguy +ogu, + oyuy + ayuy +uguy +ugu,)

= (o 05, otquy + ayug tuguy )+ (oo, oqu, +aug +ugu, )
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= [(‘ﬁr 111] {ﬂa,rua)] + [(uz: '—12;) (E‘g: ‘-13.)‘]
=xz+ yz
x{y +z) = (ay, ‘-11}((“25:112) + (o3, “‘3)‘]

= (g, uy ) (o, + g, uy + uy)
= (o (atp +ag) (g + agiuy + oy (uy +ug) + (u; +ugiuy)

= (oot + ooy, opuy +oguy + agu; + agug + uguy +uguy)
= [(ety, uy o uz )+ [(ety 0y ) {0, ug)]
=xy t+xz
oldugundan
{x+y)z=xz+vyz
ve
x(y+z)=xy+x=

sonucu elde edilir.

2.2. n-Boyutlu Bir Cebirden 2n-Boyutlu Bir Cebir Elde Etme Yéntemi.

Bu kisimda, literatirde Cayley-Dickson yontemi adiyla bilinen n-

boyutlu bir cebirden 2n-boyutlu bir cebir elde etme yéntemini tamtacagiz. Once

gerekli bir tanim ve bazi sonuglari verecegiz.

V, F cismi iizerinde birimli bir cebir olsun. V tizerinde ¥ %, ¥ € ¥ i¢in

Xy = ¥x, x = x Ozelliklerini saglayan X —+ X lineer doniigiimiine V nin bir

involiisyonu (involiisyonlu antiotomorfizmi) denir.
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Involiisyon tanimindan dolay1 ¥x € V icin

E]|
=

]|

xI1=1x = x=1x ve Ix = x1=>
oldugundan

Ix=x=x1
sonucu bulunur ki bu 1 = 1 oldugunu gosterir. Bu durumda, involiisyon lineer
oldugundan VXE Figin &=0x 1 =0¢ 1 =0x 1 =X oldugu bulunur. Yani
involiisyonun F lizerine kisitlanmust 6zdeslik doniigiimiidir . F cisim
oldugundan degismelidir ve o, f € Figin

xf=Xf=xf=8x=8& =F <ol

Teorem 2.2. B, F cismi iizerinde n-boyutlu, birim elemani 1 olan bir cebir ve
x—X, B iizerinde tanimli bir involusyon olsun.

U=BxB={ x=(x1,X5) : X1, X» € B }
kiimesi tizerinde toplama ve skalarla ¢arpma iglemleri bilesen bilesene, ¢arpma
iglemi pe F, p# 0 olmak iizere;
(X1, %2) (V1, Y2) = (X1 Y+ 7257 , X1 yo+ Y1 X0)
bigiminde tanimlansin. Bu takdirde U, iizerinde tanimlanan iglemlerle birlikte

bir cebirdir.

Ispat: Toplama ve ¢arpma islemleri bilesen bilesene tammlandigindan U nun
vektor uzay:r oldugunu gostermek kolaydir. U da tamimli ¢arpma isleminin 2-
lineer oldugu gosterildiginde U nun F iizerinde bir cebir oldugu gosterilmis

olur. Simdi bunu gosterelim:
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VXEF x=(x,X) , y=(V1,¥2) , u=(u;,15) € U i¢in
(xx)y = (‘x '[xvxz)‘)@idf’z) = (o€ x4, 2, ) (¥4, Vo)

= ((0‘: xy )3 TRy, W, KXy ¥y (e xz])
= (o< (xyyy) + B Yy X X7, X Xy ¥ X ¥y x;)
=< {2,y + L ¥ X5, %1 ¥y + ¥1X5)
= (xy)

ve

x(ocy) = (xy,x) (0 yy, € 37)

SREACS AR FRCS Y P CS R X CSAHESY
= (x¥)

olup x{0¢ 3} =ex {xy) oldugu goriiliir. O halde {oc x}y = x{ox 3} =ox {xy)

olur. Ayrica ; _

(x + 3)u = (2, + vy, 2z + ¥ ) (g, u,)

= ('[3'-’1 + vy +pug Gy 950,00 F yug Huy (g + Yz])

olur. Involiisyonun lineer oldugu ve B nin cebir oldugu kullanilarak;

(x+ y)u = (xquy + yyu, + pluxg +u ¥, (g + Fu, tugx; + Uy ¥5)
= ({Xlui + puegxy) + (g + p ), (u, +uyxg) + (ru, + “1}’2‘])

= {xyuy +puyx; xu, + ”15"52.,] + '[}’1”1 + pu, ¥, i, t '“'1}’2,)
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=xu + yu
oldugu ve benzer nedenlerle,
2(y + ) = (x4,%,) (g Fuy, ¥, +uy)
= (g () + (s tu )7, X (0 Hup ) + Oy +uydx,)

= (xi}"i + xguy + gy, X; + puyxy Xy Hequ, + oy xg +ugxg)

= (xyy; + Wy, X3 , X0y, + %) + (11u1 + pu Xy, Xy, iy x,)
=xy +zxu

esitliginin gegerli oldugu bulunur. Bu da U nun bir cebir oldugunu gésterir.[]

2.3. Cayley-Dickson Yénteminin ilk Iki Adim

Bu kisimda, bir 6nceki kisimda verilen n-boyutlu cebirden 2n-boyutlu
cebir elde etme yontemi olan Cayley-Dickson yontemini n= 1 den baglayarak
pespese uygulayacagiz ve boylece once ilk adimda kompleks cebirler adi
verilen cebirleri, sonra ikinci adunda kuaterniyon cebirleri ad1 verilen cebirleri

inga etmis olacagiz.

2.3.1.Kompleks Cebirler
Teorem 2.2 de (yani Cayley-Dickson yonteminde) B = F alindiginda
€= F? = {(xy,%,): x;,x, € F}
olur. x = {x,%;) €C igin X = (X, —x,) = (x,,—x,) bigiminde tanimli

doniigiimiin bir involiisyon oldugu kolayca gosterilebilir. C iizerinde toplama
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ve  skalarla carpma  iglemleri  bilesen  bilesene  tamimluolup,
x={x,%.0, ¥ = (¥,¥%) €Cigin gty # 0, gy €F olmak iizere Cayley-
Dickson yontemindeki ¢arpma isleminin karsiliginin C tizerinde
xy = (2,2 ) (¥ ¥2) = (xyyy + 1y 3255, X1 7 +y105) = (oyy + By 30%0,% Y
x,y; €F,i=12 biciminde oldugu goriilir. Burada F bir cisim olup
cisimde degisme ozelligi gegerli oldugundan Xy =
(2,9, + By %5 x4V, + X5, ) yazilabilic. Boyle bulunan C cebirlerine
kompleks cebirler denir.

Simdi C de degisme ve birlesme 6zelliklerinin saglanip saglanmadigimi

aragtiralim. Islemleri kolaylastirmak maksadlyla, ¢arpma iglemi i¢in

> c2:=proc(x::{list,set}, y::{list,set});
[x[11*y[1]+mu1]*x[2]*y[2], x[1]*y[2]+y[1]*x[2]];
~ end proc;

c2 =proc(x:{set, list}, y::{set, list})

(x[1]*p[1] + mu[ 1] *x[2]*p[2], x[1]*y[2] + p[1]*x[2]]
end proc -

> ¢2([al,a2],[b1,b2]);

[a] bl +p a2 b2,al b2 + bl az]

bigiminde hazirladigimiz bir Maple prosediiriinii kullanacagiz. Bu prosediir
anlagilacagi tizere C nin elemanlari i¢in ¢arpma islemini yapmaktadir. ( Maple

ile siral1 n-liler kogeli parantez ile yazilmak zorundadir.)

> x:=[x1,x2];y:=[y1,y2];z:=[z1,22];

x :=[xl,x2]
y=lyl,y2]
z:=[zl,z2]
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> e2(x,y);
[x] yl + H, x2y2,x1 y2 + yl xZ]

> €2(y,X);
[xl vl + HIJQ,VZJCI y2 +yi XZ]

> CZ(Xs)’)-CZ(YsX);
[0,0]
oldugundan C nin degismeli oldugu elde edilir. Benzer bigimde,

> €2(x,c2(y,2));
[x] (y] zl +p y2 22) W x2 (pl 22 +z1y2),x1 (pl 22

+z1 y2) + (y] zl + p,ly222)x2]

> ¢2(c2(x,y),2);
[(xz v+, xzyz) zl +p (xl p2 + yl x2) 22, (x] vl

+ 1, x2y2) z2 + zI (xI y2 + yl x2)]

> simplify(c2(x,c2(y,2))-c2(c2(x,Y),2));
[0,0]

sonucu C de birlesme 6zelliginin gegerli oldugunu gostermektedir.
C nin bir baz1 olarak e1=(1,0) ve e2=(0,1) alabilecegi agikardir. Bu
durumda C deki ¢arpma iglemi i¢in islem tablosu yapmak gerekirse,

> # C ICIN ISLEM TABLOSU.........
> e1:=[1,0]; e2:=]0,1];

el =[1,0]

e2 =[0,1]

> c2(el,el);

[1,0]

> ¢2(el,e2);

[0, 1]
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> ¢2(e2,el);
[0,11
> c2(e2,e2);
{1, 0]
Lt
el 22
1 el 2
e2 c2 nl.el
oldugu gorilir.

Burada F = Rwve ul = —1 € R segerck iyi bilinen reel kompleks
sayilar cebri elde edilir. Bunun igin sadece X = {x, %, ) gosterimi yerine el=1,

e2=i almarak x = xy + ix; gosterimini kullanmak yeterlidir.

2.3.2. Kuaterniyonlar cebirleri.
Teorem 2.2 de (yani Cayley-Dickson yonteminde) B = € alindiginda
u = (x4,x,), v = (x3,%,),
g=CcxC={{uv):uv eC}= {((xl,xz_],{xa,x4)): Xy, Xg, Xq, Xy € F}
olur ve w = {1, v) € @ icin
w={uv)=("—v)= (@: (—x3, —x4}):
= ('[f;: —x2), {—x3, —14)} ’
= ('[xir —x3), (—%3, _xé))
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oldugu elde edilir. Kolaylik olmasi bakimindan
((xl,xz],(xa,x‘,)) yerine (x,,x,,%5,%,) gosterimi  kullamlr.  Yani

Q = {(xy, x5,%5,x4): %, € F,i =1,2,3,4} ve

x = {24, %5,%3, x,) €Q igin X= (xy, —%5,—x4, —x4) olur. Q@ da
toplama ve skalarla ¢arpma iglemleri bilesen bilesene tanimlidir. Carpma iglemi

ise,

x = ((xy,205), (x5, 24)) ve y = (70,32, O, 30)) igin

iy € F ve u, # 0olmak iizere

Xy = ((xyxz) O yvz) + (35 ¥4 (3, %8), (20, 2) (73.74) + (172 ) (x5 X‘J)
= ((epx)Or0 ¥2) + #2(¥a, ) (3, —x4) , (g, —25) (3, 7a) + (1, 3720 (33, %4))

= ((xi}'l + 1y ¥aX,, Xy, + ¥1%5) + o (¥3%3 — P XgVg —Fa Xy T X3V )
(x1Vq — W1YaX7, Xy Vo — YaXa) + (313 + xy ¥, F1x, + x:ﬂ’z))

= ((xﬂﬁ + Byxy ¥ F R Y3 — HeBaXeYy s XYy T XY UpXgYs — I'L1|-‘fzx4}’4]‘:
{x1¥73 — WyXy Yo+ X334 + ey ¥ .00 — X333 X35, + x4-y1))

= (%Y1 F+ WXy ¥o F HgXa¥q — WalaXs¥y X1 ¥z + X295 F+ HaX3¥3 — BaMpX eV
Xi¥g — WiXp Vgt X3y + 1Xe ¥z, X Ve — X33 T 235, + X4¥1)

bi¢imindedir.

Kompleks cebirlerden Cayley-Dickson yonetmi ile elde edilen bu @
cebirlerine kuaterniyon cebirleri ad1 verilir.

2.3.1. kisimda yaptigimiz Maple programlarinin benzerlerini kuaterniyon

cebirleri i¢in de yapip, bu cebirlerde degisme ve birlesme 6zelliklerinin saglanip

27




BASRI CELIK
H. ESIN YILDIZ

saglanmadigin1 inceleyecegiz ve standart baz yarduniyla kuaterniyon cebirleri

i¢in ¢arpim tablosu yapacagiz.

> restart:
> # KUATERNIYON CEBIRLERI iCiIN CARPMA iSLEMI...........
> cd:=proc(x::{list,set}, y:: {list,set});
[x[1]*y[1[+mu[1]*x[2]*y[2]+mu[2]*x[3] *y[3]-
mu[1]*mul2]*x[4]*y[4] x[1]*y[2]+x[2] *y[1]-
mu2]*x[4]*y[3[+mul2]*x[3]*y[4], x[1]*y[3]-
mu[1]*x[2]*y [4]+x[3]*y[1[+mu[1]*x[4]*y[2],x[1]*y[4]-
x[2]*y[31+x[3]*y[2]+x[4]*y[1]1];
end proc;
c4 =proc(x:{set, list}, y:{set, list})
[e[1]*p[1] + mu[1]*x[2]*y[2] + mu[2] *x[3]*y[3] — mu[1]
*mul2]*x[4]*y[4], x[1]*y[2] + x[2]*y[1] — mu[2]*x[4]*y
[3] + mu[2]*x[3]*y[4], x[1]*¥[3] — mu[1]*x[2]*y[4] + x[:
P*y[1] + muf1]*x[4]*y[2], x[1]*y[4] — x[2]*¥[3] + x[3]*)
(2] + x[4]*y[1]]
end proc

> # ¢4 ISLEMI DEGISMELI MIDIR, BIRLESMELI MiDiR?....
> a:=[al,a2,a3,ad]; b:=[b1,b2,b3,b4]; c:=[c1,¢2,c3,c4];
a:=[al,a2,a3,a4)

b:=[bl,b2,b3,b4]

c:=cl,c2,c3,c4]

> kl:=c4(a,b);

ki :=[a] bl +p a2 b2 4+, a3 b3 —n W, aé bd,al b2 + a2 bl

— MW, a4 b3 + W, a3 b4,al b3 —u1a2b4+a3 bl
+ W, a4 b2,al b4 — a2 b3 + a3 b2 + a4 bJ]

> k2:=c4(b,a);
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k2 ::[az bl + 1 a2 b2 + W, a3 b3 — W, ad bd,a2 bl +al b2
— U, a3 b4 +u2a4b3,a3 bl — U, a4 b2 + al b3
+ W, a2 b4, a4 bl — a3 b2 + a2 b3 + al b4 ]

> k1-k2;
[0,2u2a3 b4 = 2, a4 b3,21 a4 b2 — 2 a2 b4,2a3 b2

—2a2 b3]

> simplify(k1-k2);
[0,2].12413 b4 — 21, a4 b3,21 a4 b2 — 2 a2 b4,2a3 b2

—2a2 b3]

k1-k2 sonucu [0,0,0,0] olmadigindan, ab#ba dir. Yani ¢arpma islemi degigmeli
degildir. Asagida bir sayisal 6rnek veriyoruz.

> ornl:=[1,1,1,0]; orn2:=[1,0,1,1};
ornl =[1,1,1,0]

orn2 :=[1,0,1,1]
> c4(ornl,orn2);
(14 1y 1+ 12 = 1y, 0]
> c4(orn2,ornl);
[14my =1y 2+ 1,2

> c4(ornl,orn2)-c4(orn2,ornl);
[O’ 2 uzz _2 u1> _2]

># ¢4 ISLEMI BIRLESMELI MIDiR?...............
> denkl:=expand(c4(a,c4(b,c)));
> denk2:=expand(c4(c4(a,b),c));
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denk?2 :=[a] bl cl + al My b2 c2 + al My b3 c3 — al My b4 c4
+u, a2 bl 02+u1 a2 b2 cl —].Ll.a2 p,zb4 c3
+u1a2u2b3c4+u2a3b] (:3-].L2a3].1.1b204
+u2a3b3(:1+u2a3ulb4c2—ulu2a4b1 c4
+ U, ad b2 cj’—u1 u2a4b3 02—u1u2a4b4cl,a1 bl c2
+al b2cl —al p,bdc3+alp,b3cd+a2blcl
+a2u1b262+a2u2b303—a2u1u2b4c4—u2a4b1 c3
—|—u2a4u1b2c4—u2a4b301 —u2a4u1b4c2
+u2a3b] c4—u2a3b203+u2a3b302+u2a3b4cl,
al bl ¢3 — al u1b204+a1b3cl +alu1b402
—u1a2b104+u]a2b203—u1a2b3c2—u1a2b4cl
+ a3 bl ¢l +a3u1b202+a3u2b303—a3u1u2b4c4
—|—|.L1a4b1 02+u1a4b201—u1a4u2b4c3
+u1a4u2b3c4,a1 bl c4d —al b2 c3 +al b3 c2 + al b4 cl
—a2b1c3+a2u1b2c4—a2b3c1—a2u1b402
+ a3 bl c2+a3b2c]—a3u2b403—|—a3u2b3c4
+ a4 bl cl +a4u1b2<:2+a4u2b303—a4u1u2b4c4]

> denkl-denk?2;
[0,0,0,0]

denk1-denk2=0 oldugundan c4 iglemi birlegsme 6zelligini saglar.

> # c4 TCIN ISLEM TABLOSU.........
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q2

g4 :=[0,0,0, 1
> cd(ql,ql);
[1,0,0,0]

> cd{gl.q2);
[0,1,0,0]

> c4(ql,q3);
[0,0,1,0]

> cd(ql,q4);
[0,0,0,1]

> cd(q2,q1);
[0,1,0,0]

> C4(q27q2);
[10.0,0]

> c4(q2,q3);
[0,0,0, -1]
> c4(q2,q4);
[o, 0, ~H,, 0]
> cd(q3,q1);
[0,0,1,0]

> c4(q3,92);
[0,0,0,1]

> c4(q3,93);
[1,.0.0,0]

> c4(q3,94);
[O, Ky, O, 0]

> c4(q4,ql);

]
]
]

DUAL KUATERNIYONLAR VE PROJEKTIF YAPILAR

> q1=]1,0,0,00; q2:=10,1,0,6; q3:=10,0,1,0); q4:=11,0,0.11;
=[1,0,0,0]

[
[0,1,0,0
[0’ OJ 17 O
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[0,0,0,1]

> c4(q4,92);
[0, 0,1y, 0]

> cd(q4,q3);
[o, W, 0, o]

> c4(q4,q4);
[—ul K, 0,0, 0]

oldugundan kuaterniyon cebirleri i¢in baz elemanlarinin g¢arpim tablosu
agagidaki gibidir:

ql q2 q3 q4
ql ql 42 a3 q4
q2 q2 ul.ql -q4 -nl.g3
q3 q3 q4 n2.ql n2.q1
q4 q4 nl.q3 -u2.q2 -ul.p2.91

Burada F=Rvepul=pu2=—1 €R secerck iyi bilinen reel
kuaterniyonlar cebri elde edilir. Bunun igin sadece
X = {2y, %5,%3, X,) gosterimi yerine ql=l, q2=i , q3=j, qd4=k almarak
x = xq + 2,0 + x5f + x,k gosterimini kullanmak yeterlidir.

Asagida, bir sonraki bolimde gerekli olacagindan sifirdan farkli bir
kuaterniyonun tersinin var oldufunu gosteren ve tersi i¢in formiil veren Maple

prosediiriinii veriyoruz. .

> # SIFIRDAN FARKLI BIR a=[al,a2,a3,a4] KUATERNIYONUNUN
(CARPMA ISLEMINE GORE)TERSI.....
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> c4t:=proc(x:: {list,set});
[x[1)/(mu[2]*mu[1]*x[{4]*2+x[1]*2-x[2]*2*mu[1]-mu[2]*x[3]"2),-
x[2]/(mu[2]*mu[1]*x[4] *2+x[1]*2-x[2] *2*mu[1]-mu[2]*x[3]*2),-
x[3]/(mu[2]*mu[1]*x[4] *2+x[1]*2-x]|2] *2*mu[1]-mu[2]*x[3]*2),-
1/(mu[2]*mu[1]*x[4]*2+x[1]*2-x[2]*2*mu[1]-mu[2]*x[3]*2)*x[4]];
end proc;
>
c4t =proc(x:{set, list})
[x[1)/ (mu[2]*mu[1T*x]4]°2 + x[1]72 — x[2]"2*mu[ 1
] — mu[2]*x[3]"2), — x[2]/ (mu[2]*mu[1]*x[4]"2 + x[1]
A2 — x[2]72*¥mu[1] — mu[2]*x[3]"2), — x[3]/{(mu[2]*mu[]
PEx[4]72 + x[1]1°2 — x[2]"2*mu[ 1] — mu[2]*x[3]"2), — x[¢
1/ (mu[2]*mu[1]*x[4]"2 + x[1]72 — x[2]"2*mu[ 1] — mu[2]
*x[3]72) ]
end proc

Omegin (1,1,1,1) kuaterniyonunun tersi,

> c4t([1,1,1,1]);
I . 1
O R Lo TR o il il
B 1 B 1
T o Bl el P (O 1O Bl il

olur. Diger taraftan,

> c4(a,cdt(a));
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‘a]2
2 2 2 2
Hy Wy a4 +al” — a2 p.l—uzaj’

b, a2’

2 2 2
M, by a4 +al”—a2 ul—u2a32

Hy a3’

Hy Ky ad? + al? — a2? By~ H, a3?

2
n, ., ad
My Ky ad? + a1 — a2? My —u, a3*’

+

> simplify(%);
[ 17 O’ 05 0]

ve
> c4(cdt(a),a);
al®
My 1y ad® + al® — a2? My~ M, a3?

Ky a2’

o 2 2 2 2
Hou ad” +al” —a2 By — Wy a3

Hy a3’

M, ad’ +al® — a2’y —p, a3’

2
by B, ot
My Ky ad® + al® — a2? SRl 158 a3®’

+

> simplify(%);
[1,0,0,0]

oldugundan,
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> a:=[al,a2,a3,ad];
lal,a2,a3, a4]

elemanmin tersinin,

> c4t(a);
al
R N N B
[pzulaél +al”— a2 Hy— W, al
B a?
v A2 72 92, 22
PLZ }L] LT it = Fl] Flz (&
a3

2 2 2 2
oWy ad™ tal” —a2”pu —p, a3
a4
2, 2 2 2
Hy M ad” + al a? By — Ry as

oldugu sonucu bulunur. a=0=(0,0,0,0) kuaterniyonunun tersi olmadig

agikérdir.

3.LOKAL HALKALAR VE BU HALKALARLA
KOORDINATLANAN PROJEKTIF YAPILAR.
Bu bolimde o6nce lokal halkalar tamtilacak ve dual kuaterniyonlar

kiimesinin tlizerinde tanimlanan iglemlerle birlikte bir lokal halka oldugu
gosterilecek, daha sonra ise bu tiir halkalarla koordinatlanan geometrik

yapilardan biri inga edilecektir.

3.1. Bir Lokal Halka Ornegi: Dual Kuaterniyonlar.
Bu kisimda lokal halka kavrami tanmitilacak ve daha sonra dual
kuaterniyonlarin olugturdugu kiimenin iizerinde tammlayacagimiz islemlerle

birlikte bir lokal halka oldugu gosterilecektir.
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Tamm 3.1. (H, +, .) 6zdeslikli bir halkasinin ¢arpma isglemine gore tersi
olmayan elemanlarinin kiimesi I ile gosterilsin. Eger I, H nin bir ideali ise H ya
lokal halka denir.

Teorem 3.2. Q{c)=Q0+Qs={x+ye:xy € Q} Kkiimesi, iizererinde

tanimlanan

a+ + + = + + +

a+ + = + o+

toplarria ve carpma iglemleri ile birlikte bir birimli lokal halkadir. (Bu halkaya
dual kuaterniyonlar halkas: denir.).

Ispat.  (@(e}+,) mn halka oldugunu  gostermek  kolaydur.
1=1+4+0s€@{c)}) elemamnin birim eleman oldugu basit iglemlerle
gosterilebilir. Iki dual saymin esitligi

xtye=utrvreSx=uAy=v

bigiminde tanimlandigindan

(bec+de) =1 (bcle=1

olmas1 miimkiin degildir. Bu nedenle, {bz) tiiriinden elemanlarin tersi yoktur.
a+0,a€Q icna '€ Q oldugu2.3.2. kisimda verilmistir. Bu durumda,
(a+be}at—atbale)=1—bale+ bate=1

esitligi ve benzer bicimde

(et —a ba tea+bs) =1
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esitligi gegerli oldugundan a#0iken(a+be) '=at-atba ls
olur. Bu nedenle @{£) da tersi olmayan elemanlarin kiimesi Q¢ dir. Q£ un bir
alt halka oldugu agikar olup

(a +be)(ge) = (ag)eve (g=)(a + be) = (qa)s

oldugundan Q¢ bir idealdir. O halde @Q{) bir lokal halkadir.0

3.2. Projektif Klingenberg Diizlemleri.
Bu kisimda lokal halkalarla koordinatlanabilen projektif yapilar olan
Projektif-Klingenberg diizlemleri tamitilacaktir ve @Q{&) lokal halkas1 ile

koordinatlanan Projektif-Klingenberg diizlemleri {izerinde ¢alisilacaktir.

Tamim 3.3. Elemanlarma noktalar denilen bir N kiimesi, elemanlarina dogrular
denilen bir D kiimesi ayrik kiimeler olsun ve adina tizerinde olma bagintisi
denilen EC N X D bagintis1 gozoniine almsin, ~, N ve D kiimeleri tizerinde bir
denklik bagintis1 olsun ve komsuluk bagintisi olarak isimlendirilsin. Bu
durumda, § = {N,D, €, ~) sistemi icin eger asagidaki sartlar saglaniyorsa S
ye Projektif-Klingenberg diizlemi (PK-diizlem) denir:

PK1) Ayni komsulukta olmayan herhangi iki noktadan bir tek dogru geger.

PK2) Aymi komgulukta olmayan herhangi iki dogrunun bir tek arakesit
noktas1 vardir.

PK3) §* = (N*, D%, €) bir projektif diizlem olmak iizere, iizerinde olmay1
koruyan bir ¥:5—5*

orten homomorfizmi
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Her ABEN, c,deD igin ¥({A) =¥(B)=2A~B ve
¥(c) = ¥({d)=e~d

sartim saglayacak bigimde vardir.

Tamm 3.4. Eger A~B ve B € d olacak bicimde bir B € N noktas1 varsa A
noktasma d dogrusunun yakmundadir denir ve A~d ile gosterilir. PK-

diizlemlerinde herhangi ii¢ii ayn1 dogrunun yakininda olmayan dort noktaya

dortgen denir.

3.2.1. Projektif-Klingenberg diizleminin koordinatlanmasi.
S bir PK-diizlem ve (O,E,U,V) S de bir dortgen olsun ve OE dogrusu d ile,
UV dogrusu d,, ile gosterilsin. W:=d N UV olmak iizere;

H= € | € zw
I= e @O
olsun ve ozel olarak 0:=O, 1:=E olarak almsin. Bu durumda S nin noktalar:
asagdaki gibi koordinatlanir:
3.2.1.1. Noktalarin Koordinatlanmasi.

d nin {izerindeki d., a yakin olmayan noktalar1 x € H olmak iizere
(x,x,1) ile koordinatlansm. w.z,g,m €I olmak iizere diizlemin bir N

noktas1 asagidaki gibi, noktanin durumuna goére {iic farklt durumda

koordinatlanir:
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1.Durum: N+ d o ise

NV =
ve
NUN =

biciminde olup N ye o/

N= o
koordinatlan verilir.

Ozel olarak Sekil 1
E=(1,1,1) ve O=(0,0,1) dir.

/ ‘\

[ N

2.Durum: N~d oo ve N+ V ise

ON N =

(NV N N
olup N igin
N =

koordinatlan verilir. oo
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3.Durum: N~V ise
ON M =

NUN =

olup N i¢in
N=

(w,1,1)

koordinatlar1

verilir.

Sekil 3
3.2.1.2. Dogrularin Koordinatlanmasi.

Diizlemin herhangi bir ¢ dogrusu da noktalarda oldugu gibi ti¢ farkli duruma
ayrilarak koordinatlanir.
1.Durum: c+ Vise
cM =
cM =
olup ¢ i¢in

C =

koordinatlar

verilir.
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2. Durum: c~V ve ¢+ d oo ise
cM =

cM =

olup ¢ igin

c=

koordinatlan

DUAL KUATERNIYONLAR VE PROJEKTIF YAPILAR

verilir.

3.Durum: c~d oo ise
cM =
cnN =
olup c igin

Cc =

Sekil 5

koordinatlar:

verilir.

Sekil 6

Asagida ispat1 [2] de bulunabilecek bir teoremi ispatsiz olarak veriyoruz:
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Teorem 3.5. H bir lokal halka ve I tersi olmayan elemanlarmin olusturdugu
ideal olsun. Noktalar kiimesi |

N={{xy.1):x,y e H} U {(1,y,z:yeH ze} U {{w,1,z):w,z €I}
ve dogrular kiimesi

D={m1klmke Hlu{[LnplpeHnel} U {{gnll:qn €1}

olarak tanimlansm. Uzerinde olma bagmtisi € ;

(x,7,1) € InLk]=y=xm+ k
{(x,7» D€ npl=>x=yn+p
(x,y.1) € [qg.n1]

(1,y,2) € [m 1Lkl =y=m+zk
'[1;}’, Z) € [QJHJ 1] =z=g+tyn
(1!}F12} & [1;71-,?]

{(w,1,z)€ [gn,1] =z=wg+n

(w,1,z) € [I,mpl=w=n+zp

(w,1,z) & [m,1,k]

bi¢iminde ve komgulukta olma bagintis1 ™ ;

(x, 25,2}V, ¥o. ¥a) = %, —¥; €1,i=1,23

lay, a5, a3]~[by, by, byl=>a,— b, €1,i=1,23

olarak tamimlansin. Bu durumda § = (N, D, €,~) bir projektif-Klingenberg

diizlemidir. O

42



DUAL KUATERNIYONLAR VE PROJEKTIF YAPILAR

Bir H lokal halkasi yardimiyla koordinatlanan projektif klingenberg
diizlemi PK (H) ile gosterilecektir.

Sonug 3.6. PK (H) diizleminde dogrular iizerindeki noktalarin kiimesi olarak,

[m1,k] ={(x,y,1):x,y=xm+k e HIU{(1,y,z):y=m+zk €EH,z€ I}
[1,n,p] ={(x,y7.1):x=yn+p,y € H} U{{(w,1,z):w=n+zp,z € I}

[g.m1] ={{1,y,z):yEH,z=q+yne I}V {(w,1,z):w,z=wg+n €I}
bicimindedir.

3.3. Dual Kuaterniyonlar Halkasi ile Koordinatlanan PK Diizlemleri
Bu kisimda Q&) lokal halkas: ile koordinatlanan Projektif-Klingenberg
diizlemleri, yani PK(Q (S)) izerinde calisthp bu diizleminin dogru ve

noktalari ile lizerinde olma ve komsulukta olma bagintilarini incelenecektir.

33.1. PK(Q(£)) da dogrular.
Bu kisimda PK(Q(E)) diizleminin dogrulan iizerindeki noktalarin

sagladigi 6zellikler arastirtlacaktir.
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3.3.1.1. [m,1, k] tipinden dogrular.

m, k € Q(&) olup bu tip dogrular iizerinde x, ¥ € @{=),z € Q= olmak
tizere sadece (x,% 1) ve (13,2} tipinden noktalar bulunmaktadir. Bu
nedenle x = xy +x,8, ¥ =¥y + ¥ & ve £ = Z,& formundadr.

i) (x:FmijE[myl,k]©y=xm+k
Sy tye = (g +x8) (my +mye) H ky + ke
Sy tyme=xm+ (eymy +xomyet ky + ke
Syt ye = (xgmy k) + (ogmy +xomy ke
Sy =xmytky, ¥ = amytxmtk,
olur, Yani ;
(s + 258 (xymy + k) + (xym, +x,my i), 1) € [my +mys L ky + kye)
sonucu bulunur.
ii) {(Lyv.zeEmLkloy=m+:zk
Sy e =my Fmys +(ze)(ky + ky2)
Sy tye=mytmye +(zk)s
Sy tye =my+ (mytzky)e
¥, =My, Ve = my 2k
olur. Yani ;
{(1,m, + (mytzk, e z,8) € [my+mys 1k, + k2]
dur ve dolayisiyla
[m, + mye 1.k + kyz]
={({x, + x5 (xym, + k) FH(xym, Fxoomy + kg )g 1) xy,x, €
v {{1,m, + (mytzk, )5 2,8): 2, € Q)

oldugu sonucu bulunur.
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3.3.1.2. [1,n,p] tipinden dogrular.

n=mn,c €Qs p=p, +p, € Q) olup bu tip dogrular iizerinde
x,y € Q(g) ve W,z e Qg olmak iizere sadece (X, 1) ve wl,z tipinden
noktalar bulunmaktadir. Bu nedenle x = x4y +x,6 , ¥ =y, +),& ve
w= _ ,Z = z,&formundadir.

i xyl e &S =+
S o+ =+ 4+ o+
S o+ =+ o+
< + =+ o+
& = X, = _+
olur. Yani p+ =+ o+ e +  +  du
i) wlz € &S = +
& =+ +
< =+ < = +
< =+
olur. Yani n,+ e+ _ +  dur
3.3.1.3. g,n,1 Tipinden Dogrular
q,n €Qg oldugundan g= = _ olup bu tip dogrular lizerinde

yeQ(g) ve w,ze Qg olmak iizere sadece 1,y,z ve w,l,z tipinden

noktalar  bulunmaktadir. Bu nedenle y= + _ = =

formundadar.

45




BASRI CELIK

H. ESIN YILDIZ
) Lyz e & =+
| S =+ o+

< =+ _
S =+
S =+

olur. Yani Ly, +  + e dir.

i) wlz e oS =+
< = o+
< - = —
< _= -

olur. Yani w,& £ € > dir.O

3.3.2. PK(Q(<)) da Noktalar:

PK(Q(s)) nun noktalarmdan gegen dogrular i¢in 3.3.1 de yapilan

~ incelemenin benzeri tamamaen dual ifadeler kullanilarak yapilabilir.

3.3.3. PK(Q(<)) da aym komsulukta olma (komsudashk).

Bu kisimda PK(Q(E)) diizleminin noktalar1 ve dogrular1 icin
komgudaghk sartlar1 arastirilacaktir. Noktalarm ve dogrularin birbiriyle ayn
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komsgulukta olmasi bilesen bilesene farklarin. idealde olmasi olarak
tanimlandigindan, sadece dogrular i¢in inceleme yapmak vyeterli olacaktir.
Noktalar i¢in inceleme dogrular i¢in yapilan incelemede koseli parantezlerin

yuvarlak parantezlerle degistirilmesi ile yapilir.

3.3.3.1. [m, 1, k] tipinden dogrularm komsudashg.
mLk ve mlk olur. Ciinki, 7 € Qe
oldugundan 1- ¢ Qg dur. Bu nedenle m,1,k tipinden dogrular sadece

kendi tipinden dogrulara komsu olabilir. Bu durumda m, &, %, v € Q{£) olup,

mLk ~ ul,y © — €QsA k— €Qs

<+ -+ € Q¢ A
k+ - + € Qe

< -+ = € Q¢ A
k- + - €Qs

S - = Ak- =

& = A=

sonucu bulunur. O halde genel bir formiil olarak
m+ + o~ m+ I, +

oldugu elde edilir.
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3.3.3.2. [l,ﬂ, p] tipinden dogrularin komsudaghg.
[1,7,p] dogrusuiginn = n,s € Qe vep = py + p, = € Q(£) olup,
[1,mp] »[m1k] ve [Lnp]l*[qr1] olr  Cinki
g = q;5 € Qe oldugundan n—1,1— g ¢ Q£ dur. Bu nedenle [1,7,p]
tipinden dogrular sadece kendi tipinden dogrulara komsu olabilir . [1,n,v]
dogrusu igin ¥ = U, € (€, v = v, + v, € olup,

[1npl~[Luwvleon—ue Qe Ap—vE Qe

S, —uy)s€Qe A {(py—v)+(p,—v,)e€ Qe
| SOp—v =0
Py =
sonucu bulunur. O halde genel bir formiil olarak
[1,n,8,p, + pyel~ [Luzspy + v;8]
oldugu elde edilir.

3.3.3.3. [q,n, 1] tipinden dogrularin komsudashg.
[4,7,1] dogrusuicin g = gy5,n = n,2 € Qe olup,
[g,m,1] * [m, 1,k] ve [g.m1]+ [1,7.p] dir. Ciinkii
n— 1,4 —1¢& Qe dur. Bu nedenle [g,7, 1] tipinden dogrular sadece kendi
tipinden dogrulara komsu olabilir . [w,v,1] dogrusu i¢in
U = Uy8, v = g € Qe olup,
[gq,m 1]~ [wv,1]<g—u€ Qe An—vE Qe

g, —u)s€Qea{n, —v,)e € Qs
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Sonucunun daima gegerli oldugu asikdrdir. O halde her
U = U, v = ¥, € Qeicin
lq.8 8, 1]~ [u,8v, 8, 1]

oldugu sonucu elde edilir.
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