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R3® Oklid uzayinda, bir x = x(u) = x(uy,uy) yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlarimn tiim
katsayilarindan olusan kiime K = {gij(x),Lij(x),Vi,j = 1,2} olsun. R3iin tiim ozel Oklid hareketler
grubu SM(3) olmak iizere, baz yiizeyler icin K'daki invaryantlarin hesaplanarak, K'nin, R3'teki bir
regiiler yiizeyin SM(3)-invaryantlarmin bir minimal tam sistemi oldugu ispatlandi.

Anahtar kelimeler: Bonnet sistem, [nvaryant, Yiizey

About the Bonnet System of Invariants of a Surface in the Euclidean
Space

Abstract

Let K = {gij(x),Lij(x),Vi,j = 1,2} be the set of all coefficients of the first and second fundamental
forms of a surface x = x(u) = x(uy,u,) in a Euclidean space R3. Using computations of invariants
from K for some surfaces, it is proved that K is a minimal complete system of SM(3) -invariants of a
regular surface in R3, where SM(3) is the group of all special Euclidean motions of R3.
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1.Giris

U=(01)x(0,1) olmak iizere, x:U — R3 Ozel ortogonal grup SO(3) olmak iizere,

R3'te bir parametrik yiizey (kisaca, yiizey)
olsun  (bkz. Gray,1998). x =x(u) =
x(uq, uy) bir yiizey olmak tizere, X'in birinci
ve ikinci temel formlar sirasiyla I(x) =
g11duy® + 2g,dusdu, + gypdu,® Ve 11(x) =
Liiduy? + 2Ly ydu du, + Lyydus,” ile
gosterelim. Yu€eU i¢in
A= det”gij(x(u))||i‘j=1’2 # 0 ise X yiizeyine
regiiler denir. R3'{in tiim regiiler yiizeylerinin
kiimesini H ile gosterellm ve T =
{(i,/)):1<i<j<2}alalim.
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Ozel Oklid hareket grubunu,
SM(3) = {F:R® > R3|Fx =gx+b,g €
S0(3),b € R3} ile gosterelim.

Bonnet teoremine gore, Vu € U ve V(i,j) €T
icin g;;(x(u)) = g;;(y(w)) ve Lij(x(u)) =
L;j(y(w)) olan x ve y regiiler yiizeyler ise, bu
durumda Vu € U i¢in y(u) = Fx(u) olan
F € SM(3) doniisiimii vardir. (Kaya, 2015;
Kose, 2011).

Bu ¢alismada, asagidaki problem incelendi:
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X,y € H olmak iizere, Vu € U i¢in y(u) =
Fx(u) seklinde F € SM(3) doniisiimiiniin
mevcut  oldugunu gdsteren ve Vu €
U, V() eTicin gi;(x(w) = gij(y(w)) ve
Lij(x(w)) = L;j(y(u)) esitliklerini saglayan
T, c T altkiimesi var m1?

Yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlarmin
tim katsayilarindan olusan K kiimesi, bir

ylizeyin invaryantlarinin Bonnet sistemi
olarak adlandirilir. Yukarida Dbahsedilen
problemdeki sartlar1 saglayan K'nin bir

altkiimesi de bir regiiler ylizeyin invaryant-
larinin bir tam sistemi olarak adlandirilir.
Ancak yiizeyin birinci temel formunun tim
katsayilarmmin sisteminin bir tam sistem
degildir.

Bu ¢alisma asagidaki gibi diizenlendi.

2. Bolimde, diger boliimlerde kullanmak
iizere, bir kiime lizerinde grup hareketi igin
invaryantlarin  bir tam sisteminin tanimi,
invaryantlarin bir minimal tam sisteminin
tanimui ve ilgili onermeler verildi.

3. Bolumde, tamlik i¢in bir regiiler yiizeyin
ikinci temel formunun katsayilari incelendi.

4. Boliimde, bazi regiiler ylizeyler i¢in K’daki
invaryantlar kullanilarak, K’nin bir regiiler
yiizeyin SM(3)-invaryantlarinin bir minimal
tam sistemi oldugu Teorem 4.1’de ispatlandi.

5. Bolimde,
cevaplandi.

caligmanin  temel sorusu

2. invaryantlarin minimal tam sistemi

A#@Q ve B +# (Qolan iki altkiime olsun.
h: A — B doniistimlerinin kiimesini M(A,B) ve
fi € M(A,B),i =1,2,..,m olan doéniisim-
lerin kiimesini P = {fj, ..., fin} ile gosterelim.
Bu durumda, f € M(A4,B) doniisimiind,
Vvt € Aigin f(t) = (fi(t), ..., fn(t)) seklinde
ve kiimeyi de M(A,B; P) = {h €
M(4,B)|h(t) = ¢(f(©)),Vt € A, ¢: f(4) >
B} olarak tanimlayalim. G bir grup ve A
kiimesi iizerinde G'min bir hareketi a olsun.
Asagidaki temel tanimlar (Khadjiev, 2010)’da
verilmistir.
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Tamm 2. 1. t;,t, € A olmak fizere, t, =
a(q)t; olacak sekilde bir ¢ € G mevcutsa t;
ve t,'ye G-denk denir ve t;~t, ile gosterilir.

Tanim 2. 2. t;,t, €A olmak iizere,
t;~t, denkliginden h(t;) = h(t,) ise
h:A - B doniisimiine G-invaryant denir.
Tim G-invaryant doniisiimlerin  kiimesini
M(A, B)¢ ile gosterelim.

Tammm 2. 3. ( Sibirskii, 1976) f; €
M(AB),i=12,...,m ve ab€A olmak
uzere, f;(a) = fi(b),i =1,2,..,m igin a~b
ise {f;,i = 1,2,..,m} sistemine a hareketine
karsilik gelen G-invaryantlarinin bir tam
sistemi denir.

Onerme 2. 4. h € M(A,B)¢, A kiimesinde
G'nin bir hareketi « ve P, A'da G-invaryant
fonksiyonlarmm bir tam sistemi olsun. Bu
takdirde, h € M(4, B; P)'dir.

Ispat: Onermenin ispat1 (Sibirskii, 1976) 'da
verilmistir.

Tammm 2. 5. ( Sibirskii, 1976) A’da G-
invaryant fonksiyonlarin bir tam sistemi P
olsun. P\{f;},vi = 1,2,..,m bir tam sistem
degilse P’ye bir minimal tam sistem denir.

Onerme 2. 6. i=12,..,m icin f;€
M (A, B)¢ olmak lizere, G-invaryant
fonksiyonlarin bir tam sistemi P olsun. Bu
takdirde, P bir minimal tam sistemdir ancak
ve ancak Vi=12,...m i¢in f; &
M (4, B; P\{f} dir.

Ispat: Onermenin ispat1 (Khadjiev, 2010) 'da
verilmistir.

3. Bir yiizeyin ikinci temel formunun
katsayilari

R®iin  bir ortonormal taban1 {e; =
(1,0,0),e; = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} ve
R3’teki vektorlerin bir sistemi {a; =

(a11,021,a31), Az = (aq2,az;, azz)} olsun.

Burada a; ‘y1 a; = (ali, asi, a3i)Tsﬁtun
vektorler ve e; ‘yi € = (eq, e, e3)T olarak
diistinelim.
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az1 Q3 ai; Q2 a1 Qg2 . .
M, =d t” ||M =d t” ||M =d t” || terminantlar olmak lizer
1 |y, as > |, as 3 tlla,, ay dete antlar o lizere,
A = (=DM k=12 (1) Onerme 3. 3. R¥teki lineer bagimsiz

kofaktdriinii  tanimlayalim. R3’te  Aje; +

Azez + A3 e3 Vektomnu [8 a’l a’Z] ||e
gosterelim. Bu durumda,
€1 Q11 QAp
[ a1 az] =det||le2 Q21 ap (2)
€3 dz; 04z
elde edilir.

X = (21,2, 23)",y = (71, ¥2,¥3)" €R
olmak tiizere, bu vektorlerin Oklid ig¢

carpimi{x, y) = x;y; + x5y, + x3y3  olarak
tanimlanir.

3 . o . .
a; € R°,i = 1,2 vektorlerinin ||(ai, aj)”i,j=1,2
Gram matrisinin determinantini

detGr(ay, ay) ile gosterelim (Oren, 2016).

Onerme 3. 1. ([€
detGr(aq, a,)’dir.

aq az],[e aq a2]>:

Ispat: (1) ve (2) esitliklerinden,

aZ]) = A12 + AZZ +

(3)

elde edilir. Acikga, M;*+ M, + M3* =
detGr(a,, a,)’dir. Boylece ispat tamamlanir.

([8 aq az], [8 aq
A3 = My + My + M3?

Onerme 3. 2. R%teki lineer bagimsiz

vektorlerin bir sistemi {ay,a,} olsun. Bu
takdirde,

[ a1 ay]
JdetGr(aq,a,)

vektori birim vektordiir ve
([ a1 az],a;) =0,vj =1,2"dir.

Ispat: {a,,a,} sistemi lineer bagimsiz
oldugundan detGr(a,,a,) # 0°dir. Onerme
3.den, N birim vektordiir. Ayrica,
([S aq az]’aj> = [a] aq az] = 0’ VJ =
1,2°dir.
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vektorlerin - bir sistemi {a,,a,} ve b=
(by, by, b3) € R3 olsun. Bu takdirde,

[b a aZ] cdir

JdetGr(aq,az)

Ispat: (2) esitligi  kullanilarak, (N,b) =
A1b1+A2b2+A3b3 — [b aq az] ’dlr
JdetGr(ay,a;) JdetGr(ay,az) )

(N,b) =

Sonuc 3. 4. R®’te x = x(u) bir regiiler yiizey
olsun. Bu takdirde, x = x(u)’nun ikinci temel
formunun katsayilari

[ a%x ox ox

Lij(X) _ du;du; 6:; aaxuz ,i,j _ 1,2’dir.
\/detGr(a—ul,m)
Ispat:  Yukaridaki  esitlik,  (Aminov,
2
2001)’deki L;;(x) = (N, aa ax ) katsayilarinin
ox Uu; u]-
tanimi, a; = %2 = 5 esitlikleri ve

Onerme 3.3 kullanilarak elde edilir.

4. Bir yiizeyin invaryantlarinin Bonnet
sisteminin minimalligi hakkinda

Kolaylik i¢in, K sistemi bir
invaryantlarinin Bonnet sistemi olsun.

yiizeyin

Teorem 4. 1. K sistemi, regiiler yiizeylerin H
kiimesi tizerindeki invaryantlarin bir minimal
tam sistemidir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 asagidaki lemmalar
yardimiyla verilecektir.

Lemma 4. 2. K\{g,,(x)} alt sistemi H
kiimesinde tam sistem degildir.

Ispat. R3’te iki regiiler yiizey x(u;,u,) =

(uy,up,0)  ve  y(ug,up) = (%:% + Uy, 0)

alalim. Bu yiizeyler i¢in g,;(x) = g11(y) =
1, g22(x) = g22(y) =1, Ly;(x) = L1 (y) =0,
Li(x) = L12(y) =0, Lyy(x) = Lyp(y) =
0’dur.
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g12(x) ve g12(y), SM(3)-invaryantlardir

1
ancak 912(x) =0 ve 912(y) = NG

oldugundan X ve y ylizeyleri SM(3)-denk
degildir. Boylece K\{ g,,(x)} alt sistemi H
kiimesinde tam sistem degildir.

(Khadjiev, 2013)’deki Teorem 4, n=2 ve p=0
durumunda, asagidaki gibidir.

Lemma 4. 3.

I =(0,1) c R olmak iizere, C*-sinifindan
p(t) ve q(t) fonksiyonlarn Vt €1l igin
p(t) > 0 ve q(t) # 0 sartlarin1 saglasin. Bu
takdirde, I’da C®-smifindan a(t) ve b(t)
fonksiyonlar1 mevcut ve a'(t)?+ b'(t)? =

p(t) ve d' ()b (£) — @’ (H)b'(t) = q(t) dir.

Lemma 4. 4. K\{ g;;(x)},i = 1,2 alt sistemi
H kiimesinde tam sistem degildir.

Ispat: Lemmayr i=1 durumu igin
ispatlayalm. R3’te iki regiiler yiizey
x(ug, up) = (a(ug), uz, b(uy)) ve y(ug,u,) =
(c(uq),uy, d(uy)) seklinde alalim. Bu yiizeyler
igin g11(x) = a’(uy)* + b'(uy)? g1 (¥) =
¢'(up)? +d'(u1)? g22(x) = g22(y) =

1'(“()]52?? :(%2(())/) =0 )=
ar(t)bri(t)—arr(t)br(t
Li;(y) =

Jar2+br )z’

cr(t)dr(t)—cri(t)dr(t) _ 3
cr(t)2+dr(t)>? v Lip(x) = Lip(y) =

0 ve L22 (.x) = Lzz(y) = O’dlr.

Simdi VYu; €1 1i¢in p(wy) =q(wy) =
Lp(u1) =2, g,(wy) = V2 olan
p1 (W), p2(u1),q1(uq),q2(uy)  fonksiyonlarin

alalim. Lemma 4.3’ten [’da C®-sinifindan
a(uy),b(uy), c(uqy),d(uy) fonksiyonlar1
meveut oyle ki a’(uq)? +b'(uy)? = p,(uy) =
1, a'(ub" (uy) —a" (ub' (uy) = q1(uy) =
1, (w)?* +d' w)? =p(wy) =2,

¢’ (ug)d" (uy) — " (ud' (uy) = q2(uy) =
v2°dir. Bu takdirde, L,;(x)=L;(y) =1,
gii(x)=1ve  g;;(y) =2’dir.  Buradan,
g11(x) ve g11(y), SM(3)-invaryantlardir
ancak g,,(x) # g11(y) oldugundan x ve y
yiizeyleri SM(3)-denk degildir. Boylece
K\{ g11(x)} alt sistemi H kiimesinde tam
sistem degildir. Benzer sekilde, K\{ g,,(x)}
alt sistemi H kiimesinde tam sistem degildir.
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Lemma 4. 5. K\{L;;(x)},i = 1,2 alt sistemi
H kiimesinde tam sistem degildir.

Ispat: Lemmayr i=1 durumu igin
ispatlayalm. R3’te iki regiiler yiizey
x(ug, up) = (a(ug), uz, b(uy)) Ve y(ug,uy) =
(c(uq),uy,d(uy)) seklinde alalim. Lemma
4.4°deki gibi

g11(x) = a'(w)* +b'(wy)?, 911 () =

¢'(uy)? +d'(uy)? g22(¥) = go2(¥) =

1, g12(x) = 912(¥) =0, L1; (x) =
ar(t)bri(t)—arr(t)br(t)

ar®+bi(H2 Lu() =
cr(t)dr(t)—cri(t)dr(t) _ _
cr(t)2+di(t)2 L1200 = L) =

0 ve Lzz(x) = Lzz(y) = O’dlr

Simdi  Vu; €1 igin  py(uy) =p(wy) =
L,q(w) =1, qa(uy) =2 ‘ olan
p1(uq), p2(uy), q1 (uy), g2 (uq) fonkSIyonlarlm

alalim. Lemma 4.3’ten [’da C®-sinifindan
a(uq),b(uy),c(uy),d(uy) fonksiyonlar1
meveut oyle ki a’(uy)? + b'(uy)? = p,(uy) =
1, a'(ub"(ug) —a"(ub'(uy) = q1(wy) =
1, (w)? +d' W) =p(wy) =1,

¢'(ug)d" (ug) — ¢"(u)d' (wy) = q2(wy) =
2’dir. Bu takdirde, L;;(x)=1, L1;(y) =2,
911(x) = g11(y) = 1°dir. Buradan, L;4(x)
ve Li;(y), SM(3)-invaryantlardir ancak
Li1(x) # L11(y) oldugundan x ve vy
yizeyleri SM(3)-denk degildir. Boylece
K\{L{;(x)} alt sistemi H kiimesinde tam
sistem degildir. Benzer sekilde, K\{ L,,(x)}
alt sistemi H kiimesinde tam sistem degildir.

Lemma 4. 6. K\{L;,(x)} alt sistemi H
kiimesinde tam sistem degildir.

Ispat: R3'te iki regiiler yiizey x(uy,u,) =
(ug, uz, uguz) Ve y(ug,uz) = (ug, Uz, —uguy)

seklinde olsun. Lemma 4.4’deki gibi
911(0) = 911(0) = 1+ uy, gor(x) =
922(y) =1+, g1§(x) = 912(y) =
Uiy, L1p(x) = ——=, L12(y) =
142 12 W 12
_—1’ Li1(x) = L11(y) = 0ve Lyp(x) =
141 2 +u,2
Lzz(y) = O’dlr.
Buradan, L;,(x) ve Ly,(y), SM(3)-
invaryantlardir ~ ancak  Ly,(x) # L1,(y)

oldugundan x ve y yiizeyleri SM(3)-denk
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degildir. Boylece K\{L;,(x)} alt sistemi H
kiimesinde tam sistem degildir.

Yukaridaki lemmalardan K  sisteminin,
regiiler yiizeylerin H kiimesi {izerindeki
invaryantlarin bir minimal tam sistemi oldugu
elde edilir. Bdylece teoremin ispati
tamamlanir.
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