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Ozet

Bu cahsmada. miihendislik ve fen bilimleri alanindaki ~ogu modellemelerde ortaya cikan sabit katsayili lineer
diferensiyel cebirsel denklem sistemlerinin cozulebilirligi arastmldi. Niimerik cozum icin diferensiyel
donusurn metodu kullamldi. Bu metotIa denklem sistemlerinin yaklasik analitik cozumleri bulundu ve bu
cozumler tam cozumlerle karsilastmldi.
Anahtar kelimeler: Diferensiyel cebirsel denklem, cozulebilirlik, kuvvet serileri, index, diferensiyel
donusum metodu.

Summary

In this study, we have investigated solvability of the linear differential-algebraic equations with constant
coefficient which ocur in most of the modelles in engineering and physical sciences. Differential transform
method has been used for numerical solution. We have obtained approximate analitical solution of the given
equation systems using the method and compared numerical and analitycal solutions.
Keywords: Diferensitial-algebraic equations, solvability, power series, index, differential transform method.

i.omts

Yapilan arastirmalar sonucunda, uygulamah bilim dallannda, pratikte karsilasilan problemlerin matematiksel
modellemeler olusturmasi buyuk bir onem tasimaktadir. Bu konuda yapilan cahsmalar bilgisayar
teknolojisinin gelisrnesi sonucunda 20. yuzyilm sonuna dogru oldukca buyuk bir hrz kazanrrustir. Cogu
modellemelere ait problemler genelde diferensiyel cebirsel denklem olarak karsmuza crkmaktadtr. Bu
nedenle, diferensiyel cebirsel denklemlerin ntimerik cozumlerinin arastmlmasi, matematiksel modelleme
teorisinin gelismesine buyuk katki saglarmstrr,

Diferensiyel cebirsel denklem kavrarrn ilk kez Petzold[28] tarafmdan kullamlrmstir. Sonra Petzold[29],
Ascher ve Petzold[2,5], Gear ve Petzold[15] diferensiyel cebirsel denklemlerin ntimerik cozumleri ile ilgili
cahsmalar yapnuslardir. Brennan[8] baslangic degerleri verilmis diferensiyel cebirsel denklemlerin ntimerik
coztlmleri tizerinde calrsmalar yaprrusnr, Ascher ve Spiter[3] smir degeri verilmis diferensiyel cebirsel
denklemlerin 90ztimti icin siralama (collacation) metodunu kullannuslardir. Hairer[17] diferensiyel cebirsel
denklemlerin 90ztimti icin Runge - Kutta yonternini kullanrrusnr. Marz[26,27] ve Campbell[9] lineer ve
nonlineer diferensiyel denklemlerin indeksi ve cozulebilirligini incelemislerdir, Celik ve Bayram[lO,1l,12]
diferensiyel cebirsel denklemlerin cozumunde Pade yaklasrmmi kullanrruslardir. Guzel ve Bayram[16] Pade
yaklasirrum yuksek indeksli diferensiyel cebirsel denklemlere basanyla uygularruslardir. Aynca
Hosseini[19,20,21] lineer ve nonlineer diferensiyel cebirsel denklemlerin coztimu icin Adomian yontemini
kullanrrus ve yuksek indeksli diferensiyel cebirsel denklemlerde indeks indirgeme icin bir yon tern
sunmustur.
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Diferensiyel donusurn metodu ilk olarak Zhou[31] tarafmdan elektirk devre analizinde lineer ve non-lineer
baslangic deger problernlerini cozmek icin kullarulrrusnr. Jang ve Chen[22] diferensiyel donusum yonternini
baslangic deger problernlerinin cozumunde kullanrruslardir. Hassan[18] bazi ozdeger problemlerinin
cozumunde diferensiyel donusum metodundan faydalanrrusnr. Koksal ve Herdem[24] diferensiyel donusiim
metodunu nonlineer devre anaIizine uygularmslardir. Ayaz[7] ve Liu[25] diferensiyel cebirseI denklemlerin
cozumunde diferensiyel donusum yonteminin kullamsh oldugunu belirtrnislerdir, Ankoglu ve OzkoI[1]
diferensiyeI fark denklernlerinin cozumunde bu yontemi kullannuslar, aynca Ertiirk[14] diferensiyeI
donusum metodunu kesirli mertebeli diferensiyeI denklernlerin coztimti icin gelistirmistir, Bunlara ek olarak
Chen ve Ho[14], Jang ve Chen[23], Ayaz[6] ve Yang[30] iki boyutlu diferensiyel donusum metodunu kismi
tiirevIi diferensiyel denklernlere uygulanuslardir.

Bu cahsmada, sabit katsayih Iineer diferensiyel cebirseI denklernlerin cozulebilirligi ve indeksIeri inceIendi,
cozumleri icin diferensiyel donusum metodu sunuldu ve bu metotla yaklasik analitik cozum elde ediIdi.
Yaklasik anaIitik cozum iIe tam c;oziim karsilasnnldi.

2. DiFERENSiYEL CEBiRSEL DENKLEMLER

Bir diferensiyeI cebirseI denklem

F(t,y(t),y'(t))=O (1)
seklinde yazilabilir. (1) denklemine geneI kapah (implicit) sekilde yazilrrus diferensiyel cebirseI denklem

denir. Burada FED ". YEO n ve tED dir.

(1) denklerni acik formda

F(y',y,x,t)=O,

G(y,x,t) = O.

(2)
(3)

seklinde yazilabilir, (3) ifadesinde goriiIdiigu gibi diferensiyel cebirsel denklernler iizerinde cebirsel

kisitlamalar vardir. y = y (t) ve x = x( t) oImak iizere, y diferensiyeI degiskenin ve x de cebirsel

degiskenin vektorleridir. Eger (1) sisterni k tane denkleme sahip ve m tanesi diferensiyeI denklem ise

( k - m) tanesi cebirsel denklemdir.

2.1 Diferensiyel Cebirsel Denklemlerin Indeksi

Indeks kavrarm, diferensiyeI cebirseI denklernlerin davramslannda ve simflandmlmasmda onemli bir roI
oynamaktadir. Indeks tarnrrum vermeden once

x' = f(x, y,t)

O=g(x,y,t)

(4)
(5)

ifadesini goz onune alahm, DiferensiyeI cebirseI denklemin bu sekilde yazihsma yan - acik form denir. (5)

denklerninin t ye gore tiirevi ahrnrsa,

x' = f(x, y,t)

gx(x,y,t)x' + gy(x,y,t)y' = -gt(x,y,t)

(6)
(7)

sisternini eIde edilir. Eger g y nonsingiiler ise (6) - (7) sisterni adi diferensiyeI denklem sisternine indirgenir

ve bu durumda diferensiyeI cebirseI denklernin indeksinin l(bir) oldugunu soyleyebiliriz, Eger (6) - (7)

sistemi adi diferensiyeI denklem sistemine donusmezse bazi matematikseI islemler ve koordinatlar
degisiklikleri yardmuyla adi diferensiyeI denklem elde ediImeye cahsrhr. lkinci durumda acik adi
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diferensiyel denklem elde edilebilinirse, (4) - (5) sisteminin indeksi 2(iki) dir denir. Eger elde edilen yeni

sistemde acik formada yazrlrrus adi diferensiyel denklem degilse islerne ' acik formda yazilrrus adi
diferensiyel elde edinceye kadar devam edilir. Elde edinceye kadar yapilan tiirev alma sayisma sistemin
indeksi denir.

2.1.1 Tamm: (1) diferensiyel cebirsel denkleminin Y' diferensiyelini olusturabilmek icin denkleminin

hepsinin veya bir kisrrunm t ye bagh minimum tiirevlenebilme sayisma (1) denklem sisteminin indeksi

denir.

2.2 Sabit Katsayih Lineer Diferensiyel Cebirsel Denklemler

A ve B m x m tipinde iki matris olmak iizere,

Ax' +Bx= I (8)
sabit katsayih lineer diferensiyel cebirsel denklem sistemi olsun. A kompleks parametre olmak iizere,
M + B matrisine matris kalerni denir. Burada, P ve Q m x m tipinde nonsingiiler matrisler olmak iizere,

x ::::Qy donusumu yapihr ve (8) denkleminin her iki yam P matrisi ile carpihrsa,

PAQy' + PBQy ::::PI (9)
elde edilir. Boylece yeni matris kalerni APAQ + PBQ olur. Simdi burada M + B nin P ve Q donusumu

altmda Kronecker kanonikal formu ile ilgilenecegiz. Cunku ileriki cahsmalannuzda bu Kronecker kanonikal
form oldukca cok karsmuza cikacaktrr. Eger M + B nm determinann sifirdan farkh ise, matris kalemi
regiilerdir.

2.2.1 Teorem: Eger M + B matris kalerni diizgiin ise, 0 zaman Ax' + Bx ::::I sistemi cozulebilirdir.

2.2.2 Teorem: M + B kaleminin diizgiin oldugunu kabul edelim. N nilpotentlik derecesi k olan nilpotent

matris (Nk
:::: 0 ve Nk

-
I * 0 ise N ye nilpotent matris ve k ya da nilpotentlik derecesi denir) ve I birim

matris olmak iizere,

PAQ=[~ ~ J. PBQ=[~ ~l
olacak sekilde P ve Q nonsingiiler matrisleri vardir.
Burada N:::: 0 ise k:::: 1 dir. Aynca A nonsingiiler ise PAQ:::: I,PBQ:::: C, k:::: 0 olarak ahnabilir.

det(M + B) sabit ise, (10) denklerni PAQ:::: N,PBQ:::: I seklinde basitlestirilebilir. N nin nilpotentlik

derecesi M + B kaleminin indeksi, 0 da diferensiyel cebirsel denklemin indeksidir.

Teorem 2.2.2 yi saglayan P ve Q matrisleri icin Teorem 2.2.2 (8) denklemine uygulamrsa, (8) denklemi

(9) denklemine donusur. (9) denklemi (10) formunda yazihrsa,

(10)

YI +CYI:::: II

NY2 + Y2:::: 12

(11)

(12 )

sisterni elde edilir. (11) denklerni bir adi diferensiyel denklemdir ve herhangi bir II ve baslangic degeri

icin bir coziim vardrr. (12) denklerni,

(13)
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seklinde yazilabilir ( D = d / dt ). Buradan f2 (i) = d if2 / dti ve (ND)* = 0 olmak uzere (13) denklerni,
k-l

Y2 =(ND+ltf2 = ''f)-IYNif2(i) (14)
i=O

seklinde cozulebilir. Bu ifadeyi daha acik bir sekilde yazacak olursak,
/ II

Y2=f2-Nf2 +N2f2 _ ... (_I)k-1Nk-1f2(k-l) (15)
denklerni elde edilir. Buradan acik formda yazrlnus adi diferensiyel denklem elde etmek icin (15) ifadesinin

ttirevini ahrsak, , , "
Y2 = f2 - Nf2 + ...(_1)k-l Nk-1 f2 (k) (16)

denklerni elde edilir. Buradan adi diferensiyel denklem elde edebilmek icin sisternin k defa diferensiyelinin
almmasi gerektigi sonucuna vannz. Yani diferensiyel cebirsel denklernin indeksi k dir.

3. BiR BOYUTLU DiFERENSiYEL DOND~DM
Bu kisunda diferensiyel cebirsel denklernIerin cozumunde kullanacagirmz onemli tarnmlar verilecektir.

3.1 Tamm: Bir Y (x) fonksiyonunun diferensiyel donusumu

Y(k)= ~![d~~X) L
seklinde tammlarnr. Burada, Y (x) orijinal fonksiyon, Y (k) ise T-fonksiyonu diye adlandinlan donusum

(17)

fonksiyonudur.

3.2 Tamm: Y (k) run ters diferensiyel donusumu,

(18)
k=O

seklinde tammlamr. (17) ve (18) denklernlerinden

y(x)= f<[dky~X)]
k=O k, dx x=O

(19)

elde edilebilir. (19) denklernlerinden de anlasildigi gibi diferensiyel donusum dusuncesi Taylor seri

acihrmndan turetilmistir, fakat metot sembolik olarak ttirevleri hesaplamaz. Bununla birlikte, iliskili turevler
orijinal fonksiyonun donusum denklernleriyle tarumlanrrus iteratif bir yoUa hesaplamr. Bu cahsmada, kucuk
harfle orijinal fonksiyon, buyuk harfle donusum fonksiyonu gosterilecektir. Simdi bazi fonksiyonlann
donusum fonksiyonlan icin temel teorernleri verelim.

3.3 Teorem: f(x) = g(x) ± hex) fonksiyonu icin donusum fonksiyonu,

F(k) = G(k) ± H(k) seklindedir.

3.4 Teorem: f(x) = cg(x) fonksiyonu icin donusum fonksiyonu, F(k) = cG(k) seklindedir.

3 5 T Ew f() dg(x) kli d '1' donusu c ksi F(k) (k + I)G(k 1) I• eorem: ger X =--;;;- se ill even irse, onusum Ion siyonu = + 0 ur.
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3.6 Teorem: fonksiyonunun donusum fonksiyonu

F(k) = (k + l)(k + 2) ...(k +n)G(k +n) seklindedir,

3.7 Teorem: f(x) = g(x).h(x)
k

fonksiyonunun donusum fonksiyonu F (k) =I G(r)H (k - r)
r=O

seklindedir.

3.8 Teorem f(x) = z" fonksiyonunun donusum fonksiyonu, {
I, k = n,

8(k -n) =
0, k -:f:.n.

rem

F(k) = 8(k - n) seklindedir.

Reel uygulamalarda, y ( x) fonksiyonu sonlu seri ile temsil edilir ve (18) denklemi

k=O
co

seklinde yazilabilir. Buradan y (x) = I xky (k ) esitliginin ihmal edilecek kadar kucuk oldugu gorulur.
k=n+l

4.UYGULAMA

f = (et ,cos t )T sag yan fonksiyonu ve ~ (0) = 1, x2 ( 0) = 1 baslangic degerleri ile veri len

(~~)x'+(~ ~)X=f
sabit katsayih lineer diferensiyel cebirsel denklem sistemini goz onune alalim. Sistemin tam cozumleri

~ (t) = cost,

x2 (t ) = e' + sin t,
olarak verilmistir. AA + B matrisinin determinantina bakahrn.

1 A
det (AA + B) = 0 1 = 1

(20)

(21 )

(22)

oldugundan, Teorem 2.2.1 dan verilen diferensiyel cebirsel denklem sistemi cozulebilirdir. Teorem 2.2.2 den

PAQ=[~ ~J. PBQ=[~ ~] (23)

olacak sekilde nonsingiiler P ve Q matrisleri vardrr. Hatta, det (AA + B) sabit oldugundan,

PAQ = N,PBQ = I ahnabilir. Bu ozelliklerden yararlanarak P ve Q rnatrislerini

p=el ~JQ=(: ~) (24)
seklinde secebiliriz. Buradan,

PAQ=N=[~ ~J. PBQ=! =[~~l (25)

olacaktir. N matnsimn nilpotentlik derecesi (Nk = 0 esitligini saglayan k sayisr) 2(iki) oldugundan,
diferensiyel cebirsel denklemin indeksinin 2(00) oldugu soylenebilir.
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Simdi verilen sistemin diferensiyel donusum yontemi yardmuyla yaklasik analitik coziimunii bulmaya

cahsahm. (4.1) denklemi ile verilen,

x2' (t ) + Xi (t) = e'

x2 (t) = cost
sisteminin diferensiyel donusumu ahrursa,

(k + 1)X 2 (k + 1)+ XI (k ) = F; (k )

X2(k)=F2(k)

(26)

(27)

(28)

denklem sistemi elde edilir. Burada F; (k) ve F2 (k ), sirasiyla, (26) denklemindeki sag yan

fonksiyonlanmn Taylor serilerindeki terirnlerinin katsayilandir, J" ve 12 fonksiyonlanrnn Taylor serisi,

(29)

seklinde olacaktir. (29) ifadesinden F2 (k) degerleri bilindiginden, x2 (t) fonksiyonun Taylor serisi elde

edilebilir. Buradan

yazilabilir. (27) denklemi X I (k ) = F; ( k ) - (k + 1) X 2 ( k + 1)

seklinde diizenlenebilir. (31) denkleminde k = 1 yazihrsa,

XI (1) = F; (1)-2X2 (2) = 2
bulunur. (31) denkleminde k = 2 yazihrsa,

XI (2) = F;(2)-3X2 (3) =.!.
2

bulunur. (31) denkleminde k = 3 yazihrsa,

XI (3)=F; (3)-4X2(4)=0
bulunur. Bu sekilde devam edilirse Xl (k) ve X2 (k) katsayilan

Xl (0) = I,XI (1)= 2, XI (2)=~, Xl (3)= 0, Xl (4)= 2~'

111
Xl (5)=-,XI (6)=-XI (7)=0,XI (8)= , ....

60 720 40320
1 1

X2(°)= 1,X2 (1)= 0, X 2 (2) = -"2 ' X 2 ( 3) = 0, X 2 ( 4) = 24 '

1 1
X2 (5)=0,X2 (6)= --X2 (7)=0,X2 (8)= , ....

720 40320
olarak bulunur. Buradan Xi (t) ve x2 (t) nin yaklasik analitik cozumleri

() 12 14 1 6 1 8Xi t =1--t +-t --t + t - ...
2 24 720 40320

1 1 1 1 1
x2 (t)= 1+2t+-t2 +_t4 +_t5 +_t6 + t8 + ...

2 24 60 720 40320

en

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)
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x

x; (x)
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-0.8

-1

~ekil 2. (20) denklem sistemindeki x2 (t) ve x~(t) in grafigi

5. SONUe;

Bu cahsmada sunulan differensiyel donusum yonterni, diferensiyel cebirsel denklernlerin ntimerik cozumleri
icin etkili bir metottur. Metot test problernlerine uygulandi.

Problernlerde tam cozumlerle, diferensiyel donusum yontemi ile elde edilen yaklasik analitik cozumler
tablolar ve sekiller tizerinde karsilasunldi. Bu karsilasnrma sonucunda tam cozumlerle diferensiyel donusum
yontemi ile elde edilen cozumlerin uyurnlu oldugu goruldti.
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