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Ozet

Bu ¢alismada, miihendislik ve fen bilimleri alanindaki ¢ogu modellemelerde ortaya ¢ikan sabit katsayili lineer
diferensiyel cebirsel denklem sistemlerinin ¢oziilebilirligi arastirildi. Niimerik ¢oziim igin diferensiyel
déniisiim metodu kullanildi. Bu metotla denklem sistemlerinin yaklasik analitik ¢oziimleri bulundu ve bu
¢oziimler tam ¢odziimlerle kargilagtirildi.

Anahtar kelimeler: Diferensiyel cebirsel denklem, coziilebilirlik, kuvvet serileri, index, diferensiyel
doniisiim metodu.

Summary

In this study, we have investigated solvability of the linear differential-algebraic equations with constant
coefficient which ocur in most of the modelles in engineering and physical sciences. Differential transform
method has been used for numerical solution. We have obtained approximate analitical solution of the given
equation systems using the method and compared numerical and analitycal solutions.

Keywords: Diferensitial-algebraic equations, solvability, power series, index, differential transform method.

1.GIRIS

Yapilan arastirmalar sonucunda, uygulamal: bilim dallarinda, pratikte karsilasilan problemlerin matematiksel
modellemeler olusturmas1 bilyilk bir Onem tasimaktadir. Bu konuda yapilan g¢alismalar bilgisayar
teknolojisinin gelismesi sonucunda 20. yiizyilin sonuna dogru oldukga biiyiik bir hiz kazanmistir. Cogu
modellemelere ait problemler genelde diferensiyel cebirsel denklem olarak karsimiza cikmaktadir. Bu
nedenle, diferensiyel cebirsel denklemlerin niimerik ¢Oziimlerinin arastirilmasi, matematiksel modelleme
teorisinin gelismesine biiyiik katki saglamistir.

Diferensiyel cebirsel denklem kavrami ilk kez Petzold[28] tarafindan kullamlmistir. Sonra Petzold[29],
Ascher ve Petzold[2,5], Gear ve Petzold[15] diferensiyel cebirsel denklemlerin niimerik ¢oziimleri ile ilgili
calismalar yapmuslardir. Brennan[8] baslangic degerleri verilmis diferensiyel cebirsel denklemlerin niimerik
¢oziimleri {izerinde c¢aligmalar yapmustir. Ascher ve Spiter[3] sinir degeri verilmis diferensiyel cebirsel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in siralama (collacation) metodunu kullanmiglardir. Hairer[17] diferensiyel cebirsel
denklemlerin ¢6ziimii i¢cin Runge — Kutta yontemini kullanmistir. Marz[26,27] ve Campbell[9] lineer ve
nonlineer diferensiyel denklemlerin indeksi ve ¢oziilebilirligini incelemislerdir. Celik ve Bayram[10,11,12]
diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢oziimiinde Pade yaklagimim kullanmiglardir. Guzel ve Bayram[16] Pade
yaklastmim yiiksek indeksli diferensiyel cebirsel denklemlere basariyla uygulamiglardir. Ayrica
Hosseini[19,20,21] lineer ve nonlineer diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢6ziimii i¢in Adomian yontemini
kullanmis ve yiiksek indeksli diferensiyel cebirsel denklemlerde indeks indirgeme icin bir yontem
sunmustur.
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Diferensiyel doniisiim metodu ilk olarak Zhou[31] tarafindan elektirk devre analizinde lineer ve non-lineer
baslangi¢ deger problemlerini ¢6zmek i¢in kullamlmustir. Jang ve Chen[22] diferensiyel doniisiim yontemini
baslangic deger problemlerinin ¢oziimiinde kullanmuglardir. Hassan[18] bazi 6zdeger problemlerinin
¢oziimiinde diferensiyel doniisiim metodundan faydalanmistir. Koksal ve Herdem[24] diferensiyel doniisiim
metodunu nonlineer devre analizine uygulamislardir. Ayaz[7] ve Liu[25] diferensiyel cebirsel denklemlerin
coziimiinde diferensiyel doniisim yonteminin kullamsh oldugunu belirtmislerdir. Arikoglu ve Ozkol[1]
diferensiyel fark denklemlerinin ¢Oziimiinde bu yontemi kullanmuglar, ayrica Ertiirk[14] diferensiyel
doniisiim metodunu kesirli mertebeli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in gelistirmistir. Bunlara ek olarak
Chen ve Ho[14], Jang ve Chen[23], Ayaz[6] ve Yang[30] iki boyutlu diferensiyel doniisiim metodunu kismi
tiirevli diferensiyel denklemlere uygulamislardir.

Bu caligmada, sabit katsayili lineer diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢oziilebilirligi ve indeksleri incelendi,
¢oziimleri i¢in diferensiyel doniisim metodu sunuldu ve bu metotla yaklasik analitik ¢oziim elde edildi.
Yaklagik analitik ¢6ziim ile tam ¢6ziim karsilastirildi.

2. DIFERENSIYEL CEBIRSEL DENKLEMLER

Bir diferensiyel cebirsel denklem
F(1,3(1).y'())=0 (1)
seklinde yazilabilir. (1) denklemine genel kapali (implicit) sekilde yazilmis diferensiyel cebirsel denklem
denir. Burada Fell",yel" vete ] dir.
(1) denklemi agik formda
F(y',y,x1)=0, (2)
G(y,x,1)=0. (3)
seklinde yazilabilir. (3) ifadesinde goriildiigii gibi diferensiyel cebirsel denklemler iizerinde cebirsel
kisitlamalar vardir. y = y(t) ve xX= x(t) olmak iizere, y diferensiyel degiskenin ve x de cebirsel

degiskenin vektorleridir. Eger (1) sistemi k tane denkleme sahip ve m tanesi diferensiyel denklem ise

(k - m) tanesi cebirsel denklemdir.

2.1 Diferensiyel Cebirsel Denklemlerin Indeksi
Indeks kavrami, diferensiyel cebirsel denklemlerin davramslarinda ve simiflandinimasinda 6nemli bir rol
oynamaktadir. Indeks tanimini1 vermeden 6nce

x = f(x,y.t) (4)

0=g(x, ) ()

ifadesini gz oniine alalim. Diferensiyel cebirsel denklemin bu sekilde yazilisina yar — agik form denir. ( 5)
denkleminin t ye gore tiirevi alinirsa,

X = f(xy.1) (6)

g (v, 1) + g, (x,y,1)y =—g,(x,y,t) (7)

sistemini elde edilir. Eger g, nonsingiiler ise (6) —(7) sistemi adi diferensiyel denklem sistemine indirgenir

ve bu durumda diferensiyel cebirsel denklemin indeksinin 1(bir) oldugunu sdyleyebiliriz. Eger (6) - (7)

sistemi adi diferensiyel denklem sistemine doniismezse bazi matematiksel islemler ve koordinatlar
degisiklikleri yardimiyla adi diferensiyel denklem elde edilmeye calisilir. lkinci durumda agik adi
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diferensiyel denklem elde edilebilinirse, (4) —(5) sisteminin indeksi 2(iki) dir denir. Eger elde edilen yeni

sistemde acik formada yazilmis adi diferensiyel denklem degilse isleme ‘acik formda yazilmis adi
diferensiyel elde edinceye kadar devam edilir. Elde edinceye kadar yapilan tiirev alma sayisina sistemin
indeksi denir.

2.1.1 Tamm: (1) diferensiyel cebirsel denkleminin y’ diferensiyelini olusturabilmek icin denkleminin
hepsinin veya bir kisminin ¢ ye bagli minimum tiirevlenebilme sayisina (1) denklem sisteminin indeksi

denir.

2.2 Sabit Katsayih Lineer Diferensiyel Cebirsel Denklemler

A ve B mXm tipinde iki matris olmak iizere,
Ax'+Bx=f (8)

sabit katsayih lineer diferensiyel cebirsel denklem sistemi olsun. A kompleks parametre olmak iizere,
AA + B matrisine matris kalemi denir. Burada, P ve Q mXm tipinde nonsingiiler matrisler olmak iizere,

x = Qy doniisiimii yapilir ve (8) denkleminin her iki yan1 P matrisi ile ¢arpilirsa,
PAQy'+ PBQy = Pf )

elde edilir. Boylece yeni matris kalemi APAQ + PBQ olur. Simdi burada AA + B nin P ve Q doniisiimii
altinda Kronecker kanonikal formu ile ilgilenecegiz. Ciinkii ileriki ¢alismalarimizda bu Kronecker kanonikal
form oldukga ¢ok kargimiza gikacaktir. Eger AA+ B nin determinant1 sifirdan farkli ise, matris kalemi
regiilerdir.

2.2.1 Teorem: Eger AA + B matris kalemi diizgiin ise, o zaman Ax’+ Bx = f sistemi ¢oziilebilirdir.

2.2.2 Teorem: AA + B kaleminin diizgiin oldugunu kabul edelim. N nilpotentlik derecesi k olan nilpotent
matris (N* =0 ve N*'#0 ise N ye nilpotent matris ve k ya da nilpotentlik derecesi denir) ve / birim

matris olmak iizere,
pag=|" | pro=|C ° (10)
o N[ o 1

olacak sekilde P ve Q nonsingiiler matrisleri vardir.
Burada N =0 ise k=1 dir. Ayrica A nonsingiiler ise PAQ =1,PBQ =C, k=0 olarak alinabilir.

det(1A + B) sabit ise, (10) denklemi PAQ =N,PBQ =1 seklinde basitlestirilebilir. N nin nilpotentlik
derecesi AA + B kaleminin indeksi, o da diferensiyel cebirsel denklemin indeksidir.
Teorem 2.2.2 yi saglayan P ve () matrisleri i¢in Teorem 2.2.2 (8) denklemine uygulanirsa, (8) denklemi

(9) denklemine doniisiir. (9) denklemi ( 10) formunda yazilirsa,
»n +C0y, =1, (1 1)

Ny, +y,=f, (12)
sistemi elde edilir. (1 1) denklemi bir adi diferensiyel denklemdir ve herhangi bir f, ve baslangi¢ degeri
i¢in bir ¢6ziim vardir. ( 12) denklemi,

(ND+1)y, = f, (13)
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seklinde yazilabilir (D = d/dt ). Buradan fz(i) =d'f, / dt' ve (ND)k =0 olmak iizere (13) denklemi,
k-1 -
»=(ND+1)" f,= 3 (1 N'f," (14)

i=0

seklinde ¢oziilebilir. Bu ifadeyi daha agik bir sekilde yazacak olursak,
Y, =, = Nf, +N2f2 _-"(_1)k_1Nk_lf2(k_l) (15)
denklemi elde edilir. Buradan agik formda yazilmis adi diferensiyel denklem elde etmek igin (15) ifadesinin

tiirevini alirsak,

Y, =f, =Nf, +..(=D)*'N<£¥ (16)
denklemi elde edilir. Buradan adi diferensiyel denklem elde edebilmek i¢in sistemin k defa diferensiyelinin
alinmasi gerektigi sonucuna variriz. Yani diferensiyel cebirsel denklemin indeksi & dir.

3. BIR BOYUTLU DiFERENSIYEL DONUSUM
Bu kisimda diferensiyel cebirsel denklemlerin ¢oziimiinde kullanacagimiz 6nemli tanimlar verilecektir.

3.1 Tanmm : Bir y(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii

Y(k)—i[dky(x)} (17)

k! axt

seklinde tanimlanir. Burada, y(x) orijinal fonksiyon, Y (k) ise T-fonksiyonu diye adlandirilan doniigiim

fonksiyonudur.

3.2 Tanm: Y (k) nin ters diferensiyel doniigiimi,

oo

y(x)=2 %Y (k) (18)

k=0

seklinde tanimlanir. (17) ve ( 18) denklemlerinden
= x*| d*y(x)
=) ———" 19
=S5 2 (19)

elde edilebilir. (19) denklemlerinden de anlasildign gibi diferensiyel doniisiim diisiincesi Taylor seri

acilimindan tiiretilmistir, fakat metot sembolik olarak tiirevleri hesaplamaz. Bununla birlikte, iliskili tiirevler
orijinal fonksiyonun doniisiim denklemleriyle tanimlanmus iteratif bir yolla hesaplanir. Bu ¢aligmada, kiigiik
harfle orijinal fonksiyon, biiyiik harfle doniisiim fonksiyonu gosterilecektir. Simdi bazi fonksiyonlarin
doniisiim fonksiyonlari i¢in temel teoremleri verelim.

3.3 Teorem: f(x)=g(x)*h(x) fonksiyonu igin doniisiim fonksiyonu,
F(k)=G(k)x H(k) seklindedir.

3.4 Teorem: f(x)=cg(x) fonksiyonu i¢in doniigiim fonksiyonu, F' (k) =cG(k) seklindedir.

3.5 Teorem: Eger f(x)= ii% seklinde verilirse, doniigiim fonksiyonu F'(k) =(k +1)G(k +1) olur.
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3.6 Teorem: f (x) = %ﬂ fonksiyonunun doniisiim fonksiyonu
F(k)=(k+1)(k+2)....(k +n)G(k +n) seklindedir.

k
3.7 Teorem: f(x)=g(x).h(x) fonksiyonunun doniigiim fonksiyonu F(k)= ZG(r)H (k-r)

r=0

seklindedir.
1, k=n,

38 Teorem : f(x)=x" fonksiyonunun doniisim fonksiyonu, J(k —n)= {O ; icin
5 # n.

F(k)=06(k —n) seklindedir.
Reel uygulamalarda, y (x) fonksiyonu sonlu seri ile temsil edilir ve ( 1 8) denklemi

y(x) :§XkY(k)

seklinde yazilabilir. Buradan y ( x) = Z Y (k) esitliginin ihmal edilecek kadar kiigiik oldugu goriiliir.

k=n+1

4. UYYGULAMA
f= (e' ,COS t)T sag yan fonksiyonu ve x (0) =1, x, (0) =1 baslangi¢ degerleri ile verilen

0 Jeelt Oees 0

sabit katsayil1 lineer diferensiyel cebirsel denklem sistemini goz oniine alalim. Sistemin tam ¢oziimleri
x,(t)=cost,
. (21)
x,(t) =€ +sint,

olarak verilmistir. AA+ B matrisinin determinantina bakalim.

1

det(24+B)=| ’11 =1 (22)

oldugundan, Teorem 2.2.1 dan verilen diferensiyel cebirsel denklem sistemi ¢oziilebilirdir. Teorem 2.2.2 den

PAQ = LI) 1(\);] PBQ = [g (I)J (23)

olacak sekilde nonsingiler P ve Q matrisleri vardir. Hatta, det (xlA +B ) sabit oldugundan,
PAQ = N,PBQ =1 alinabilir. Bu 6zelliklerden yararlanarak P ve Q matrislerini

o=y ey ) 2

rag=n=|" ' pBo=1-|' ° 25
o of =120 1 (25)

olacaktir. N matrisinin nilpotentlik derecesi (N* =0 esitligini saglayan k sayis1) 2(iki) oldugundan,
diferensiyel cebirsel denklemin indeksinin 2(iki) oldugu soylenebilir.

seklinde segebiliriz. Buradan,
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Simdi verilen sistemin diferensiyel doniisiim yontemi yardimiyla yaklasik analitik ¢6ziimiini bulmaya

calisalim. (4.1) denklemi ile verilen,

x, (£)+5,(r)=¢

26
x, () =cost (26)
sisteminin diferensiyel doniisiimii alinirsa,
(k+1) X, (k+1)+ X, (k) = F, (k) (27)
X, (k)=F, (k) (28)

denklem sistemi elde edilir. Burada F,(k)ve F,(k), sirasyla, (26) denklemindeki sag yan
fonksiyonlarinin Taylor serilerindeki terimlerinin katsayilandir. f, ve f, fonksiyonlarinin Taylor serisi,

oo % )n/zt

0-35 nw- 3 5

k=0 1 k=0,2,.

(29)

seklinde olacakur. (29) ifadesinden F, (k) degerleri bilindiginden, x, (t) fonksiyonun Taylor serisi elde

edilebilir. Buradan

n2 p
= (-1)"¢
ai)= 3 5L (30
k=02,. I
yazilabilir. (27) denklemi X, (k)= F, (k)-(k+1) X, (k+1) (31)
seklinde diizenlenebilir. (31) denkleminde k =1 yazilirsa,
X, (1)=F,(1)-2X,(2) =2 (32)
bulunur. (31) denkleminde k =2 yazilirsa,
1
X,(2)=F(2)-3%,(9)=1 (33)
bulunur. (31) denkleminde k =3 yazlirsa,
X, (3)= F(3) -4X,(4)=0 (34)
bulunur. Bu sekilde devam edilirse X, (k) ve X, (k) katsayilan
1 1
X,(0)=1%,(1)=2.X, (2)= 7% (3)=0.X,(4)=,
1 1 1
X,(5)=—,X,(6)=—X,(7)=0,X,(8)=——mr,....
(5)= 5 K ()= X, (7)=0.X,(8)= -
1
X,(0)=1.%, ()=0.X,(2)=-1. X, (3)=0.x,(4)= L.
1 1
X,(5)=0,X,(6)=——X, (7 8)=
L (5)=0.5,(6)=- - X (1)=0.X, (8)= 2
olarak bulunur. Buradan x, (t) Ve X, (t) nin yaklasik analitik ¢6ziimleri
xl(t)=1—1t2+it4——1——t6+—1—t8—...
2 24 720 40320 (36)

x, (1) sty Ly Lo L owl
2 24 60 720 40320
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seklinde elde edilir.
karsilastirtlmistir. (x(t) ile tam ¢Oziim, x (t) ile de yaklagik analitik ¢oziim gosterilmistir.)

Asagida tam coziimle yaklagik analitik ¢oziimler tablo ve sekil iizerinde

Tablo 1. (20) denklem sistemindeki x, (7 )ile % (t) nin karsilagtiriimasi.

A I N xl(t) x (1) !xl (t)—x; (t)’
0.1 | 7%0.9950041653 0.9950041653 0
02 | 040.9800665778 0.9800665779 0.0000000001
Q..'3 09553364891 00553364801 = 0
04| 09210609940 0.9210609941 %|(X) 0.0000000001
05| 0.8775825619 0.8775825622 0.0000000003
52 06| 082539561497 | 0.8253356166 0.0000000017
07 | 7707648421873 0.7648421951 0.0000000078
08 | 04.6967067093 | 0.6967067388 0.0000000395
09 | 06216099683 T 06216100638 0.0000000955
"1.»(7)‘. 05403023059 05403025794 0.0000002735

Tablo 2. (20) denklem sistemindeki x, (¢)ile x; (¢) nin karsilastirlmas.

i

Sekil 1. (20) denklem sistemindeki x; (f) ve x, (¢)in grafigi

¢ x, () % (#) |x2 (1)-x; (t)|
0.1 ] 1.2050043347 1.2050043348 0.0000000001
02 | 1.4200720890 1.4200720890 0
03| 1.6453790143 1.6453790141 0.0000000002
04 | 1.8812430399 1.8812430386 0.0000000013
05| 2.1281468093 2.1281467983 0.0000000110
06| 2.3867612738 23867612166 0.0000000572
07 | 26579703947 2.6579701646 0.0000002301
0.8 | 2.9428970194 2.9428962499 0.0000007695
09 | 3.2429300208 32429277888 0.0000022320
10 | 3.5597528133 3.5597470238 0.0000047895
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Sekil 2. (20) denklem sistemindeki x,() ve x, (¢)in grafigi

5. SONUC
Bu calismada sunulan differensiyel doniisiim yontemi, diferensiyel cebirsel denklemlerin niimerik ¢oziimleri
i¢in etkili bir metottur. Metot test problemlerine uygulandi.

Problemlerde tam coziimlerle, diferensiyel doniisiim yontemi ile elde edilen yaklasik analitik ¢oziimler
tablolar ve sekiller iizerinde karsilastirildi. Bu karsilastirma sonucunda tam ¢oziimlerle diferensiyel doniisiim

yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin uyumlu oldugu goriildii.
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