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PARALEL Hi'PERYUZEYLERDE YORUNGE
HORTUM KABUGUNUN HACMi

Hasan ES*

6ZET

Paralel hiperyiizeyler teorisinin Kinematikteki bir uygulamast
olan, yoriinge hortumunun hacmini hesaplayabilmek icin .gerekli ta-
ntmlan vermenin yam stra bu paralel hiperyiizeylerden birirnin hor-
tum un if, digerinin de dis yiizey olmast hali goz onune altnarak; dis
yiizeyin sintrladigt hacmi veren KOENIGS vidasi ile if yiizeyin stnir-
ladig: haemin aynt cins vidastntn sayesinde hortum kabugunun vidast
da elde edildi.

ABSTRAC

In this paper, We gave the relations between any two parallel
hypersurfaces. Moreover, we investigated and evaluated the length of
curvature line of any two parallel hypersurfaces. We also calculated
the volume of a tubular which is an orbit.

Giri~:

Paralel hiperytizeylerden birine ait diferensiyel geometrinin digeri tizerindeki
korunan ve korunmayan yonleri son yillarda onemli ve yogun calrsrnalara konu
olmaktadir. Aynca bize gore yorunge hortumunun kinernatigi de bu alana girmekte-
dir. Bu cahsmada arnacrrmz paralel hiperytizeyler teorisinin yorunge hortumuna
uygulamasrru yapmaktir.
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2 DUMLUPINAR UNivERSiTESi

En, 11 - boyutlu Oklid uzaymm k - boyutlu bir M manifoldunu ele alalim. M

bir manifold olduguna gore M nin her bir x noktasmdaki TM (x) tanjant uzaymda

bir f.1x orientasyonu tarumlamak istiyoruz. Bu isi bir reel vektor uzaymdaki gibi

aynen yapabiliriz. Ancak manifold un her bir noktasmda TM (x) icin bir baska

vektor uzayi soz konusudur. Bu nedenle her biri icin bir orientasyon soz konusudur.
Eger M nin herbir noktasmdaki tanjant uzaylarda orientasyon ayru ise M
manifolduna uygun yonlendirilmis manifold aksi taktirde M manifolduna uygun
yonlendirilmemis manifold (Hacisalihoglu, 1983) denir.

11 - boyutlu Oklid uzayi E" de simrh (yada sirurh olmayan ) f.1 yonlu k -

manifold M olsun . x E M noktasmdaki f.1x yonu ile T; ic carprrm bir k - form

w(x) E/\\ TM (x)) olan hacim elementini belirtir. w:;=O k - formuna M iizerinde J1
tarafmdan belirtilen hacim elementi denir ve dv ile gosteriiir. Bu k - form genel
olarak bir (k-J) formun diferensiyeli olrnasi gerekmez.

M nin hacrni diye f dv integraline denir. Eger M kompakt ise integralin
M

mevcut olacagi bicimde dv belirtilir (Hacisalihoglu, 1983).

M ve Mr, E", n - boyutlu Oklid uzaymm (n-1) boyutlu iki hiperyiizeyi 01-

sun. M' nin birim normal vektor alanmm

II a
N = La; -- ,a; E COO (M,R), l:5i:5n

;=1 ax;
oldugunu varsayalim. Eger , bir rER sabit sayrsi ve \i P E M icin

_, _, _,
of(p) = op+ pf(p)

!(p)=p+rN(p)

olacak sekilde bir

fonksiyonu bulunabilirse, M,' ye M' nin bir paralel hiperyiizeyi denir. Burada

Mr={p+rN(p)/pEMJ

dir (Hacisalihoglu, 1983).
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I-I.ES/PARALEL HipERVUZEVLERDE VORONGE I-IORTllM KABUGUNllN I-IACMi 3

Yorunge Hortum Kabugunun Hacmi

E", n - boyutlu Oklid uzayinda hareketli H uzaymm pozitif yonlu

{O;E, } ortonormal eksen sistemi ve sabit H' uzayirn da pozitif yonlu

{O';E: } ortonormal eksen sistemi ile gosterelirn, Ayrica H run H' ye gore

H\H' == B hareketini, HI uzayi ile gosterilen bir U9UncU pozitif yonlu {Q;R;}
ortonormal sisteminde ifade edelim (rolatif sistem).

-> -> -> ->
O'Q = q'OQ =a

clersek,

->

q == qlRI +q2R2 + ... +q"R"
->

q' =q; RI +q; R] + ... +q:' R"

dq==
n

w;RI +w;R2+···+w,:R" = Lw:R,
1=1

-> "
d q' = w;*R, + w~*R2+...+w;'*R" = L w;* R,

;=1

olur. Eger bir x E HI noktasmm {Q; R; } sistemine gore koordinatlan (XI. X2, .. , x,,)

ise
->
X== XTR
---7 ---7 ----t ---7 ---7

X == OX == OQ+ QX == q + X'R
---7 ---7 ---7 ---7 ---7

X' = O'X == O'Q+ QX == q' + XTR

Ote yandan

EI EI RI
EI

E'=
E' R]

E= ] , R=

E" R"E,;
T TA: R ~ O( n) == {A fA A == A A == I" }

t ~ A (1)
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4 DllMLUPINAR (INlvERSiTESI

ve

A' : R ~ O( II) = { A' I A' A'T = A'T A' = I" }
all(t) a12(t) alll(t)

a/met)

yazrlabilir.

Hareketli ve sabit uzaylanrmzrn ortonormal eksen sistemlerini bir noktada
dusunursek ti~ti de birer ortonormal bazdir. Bu baz vektorlerinin herbirinin uc nok-
talan birim hiper ktire tizerindedir.

Dolayrsiyla.

E/ = (l"R/+a/2R2+ .. ' + a/"R"
E 2= a2/ R/ + a22 R 2 + ... + a2" R"

dir. Bunu matris formunda yazarsak

EI all al2 alII RI

EI a21 a22 a211 R2
=

Ell alii all2 an" RII

veya kisaca

E=AR

olur. Ayrn sekilde

E' = A'R

yazilabilir.

T 1"A E 0(11) ~ A A = A A = I"
A' E 0(11) ~ A' A'T = A'T A' = I"

dir. Buradan ilk e~itligin her iki yamnm diferensiyeli ahmrsa,
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H.ESlPARALEL HjpERy(JZEYLERDE yl)RUNGE HORTlJM KABlJGUNUN HACMi 5

d(ATA) = d(lll)
dATA+ATdA=O
d AT A = Q, d = ATDa

elde edilir. Aynca, Q + QT = 0 => nT = -Q esitlig! saglandrgmdan Q, nxn tipinde
antisimetrik bir matristir. Benzer sekilde,

A'T A' = In
~ A'T A') = so;
Q' +Q'1' = 0 => Q' = _Q,r

esitligi saglandigmdan Q' ,nxn tipinde antisimetrik matristir.

E = AR ve E' = A'R

oldugunu biliyoruz. Buradan,

E = AR => R = ATE
E' = A'R => R = A' T £'

elde edilir.

KI \ K kuresel hareketinin denklemi

dir.

Benzer sekilde KI \ K' ktiresel hareketinin denklemi de

R = A'T £'
s « = 0' R

olur. Boylece, XE HI noktasmin HI \ H daki degisirni

....
d X = (w·r + XrO)R + dX1R

olur. Benzer sekilde,

x' E HI noktasimn HI \ H' daki degisimi
.... ....
X' = q' + X1R

....
sx' = ( w

,
•r + XrQ')R + oX1R
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(i DlIMLtJPINAR ONivERSiTESi

bulunur. Burada, Q ve Q' matrisleri; H,' H, H', H, uzay hareketlerinin, donrne
kisunlanna ait Darboux tensorune karsihk gelen matrislerdir. xEH, noktasi sabit ise
dXT = ()olur. 0 zaman,

_,
*J" .

d X = (w + X7 Q)R

dir. Benzer sekilde,
_,

sx' = ( w"r + XrQ')R
elde edilir.

-,
Eger x noktas: H cia sabit ise d X = () olacagmdan bu degisrneye (H' ye_,

gore degisirni ) .v noktasuun suruklenrne luzi denir. Suruklenrne luzrrn drX ile goste-
relim. Aynca,

_, _, _,
d.X. = s x: -d X

seklinde ifade edilir.

olur. Q' - Q antisimetrik matris oldugundan

Q' -.Q = -r

dersek,
_,

d.X = I (w" - w')' + Xl tp IR

d,xTR = f (w" - w')' + XT tp JR

olur. Boylece, suruklenme hlZlI1111 matris seklindeki ifadesi

elde edilir. Burada w" - w· kolon matrisi Darboux tensoruntm Q noktasma gore

moment vektorunun matrisidir. Bunu

'fl' = "H) - W

matrisi ile gosterirsek.
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H.ES/PARALEL HipERVlJZEYLERDE VORONGE HORTLJM KABlJGlJNlJN HACMi 7

olur ve her iki tarafm traspozunu ahrsak,

elde edilir. (11- J) gercel pararnetreli,

--> -->
X = X (u" U2 •.... UIl.,)

= XI i u.], u], .... ulI.,) :L + ... + XII (u,. U2•.... UIl.,) l.
a,xl =;

vektoru ile verilen E" deki M regiiler hiperyuzeyi icin,

--> --> --> 11--> --> IIdX/\. .../\dX=(n-I)!N X(/,/\ .../\X du.r. .../\du_,
ff,I_1 II

e1ir. Verilen hiperyuzeyin dA skaler hiperalan elementi

ve d A vektorel hiperalan elementi de
--> I --> -->

d A.» ( d X»: .../\dX)
(n -I)!

olarak tammlamr.

Ore yandan .t E H, noktasmin H' ye gore hareketini vektorel olarak
~ ~ ~ ~

d , X = 'Y* + 'Y /\ X
yazabiliriz.

Kapah bir H \ H' = B uzay hareketinde hareketli H uzayindaki cevre egrisi
aM olan bir hiperyuzey parcasi tesbit edelim. Bu hiperyuzey parcasi H \ H' = B
hareketinde H' sabit uzaymda genel olarak hipertor bicirninde bir uzay parcasi
resmeder. Biz bu uzay parcasma M nin yorunge hortumu diyoruz. Bu uzay parcasi
(/J ile gosrerilirse (/J nin yorunge hortumunun dv hiperhacim elernan III I

--> ->

dv = < d.X; d A >

seklinde tammhyoruz.

~ __, ~---? ~

dv = < 'Y* .d X I\..../\ d X > + < 'Y /\ X. d X /\ ..../\ d X>
(n-l)! (n-l)!

olur.
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8 DUMLUPINAR ONlvERSiTESi

v=
-> -> ->

< \fI' ,d X A ..A d X >

-> -> -> ->
<\flAX, dXA ..AdX > ( * )

(n-l) gercel parametreli,

-> ->
X = X (Uf, Uz, •.•• U,,_I)

= XI ( u], U], •••• U,,_I) ax + ... + Xn ( ui, U], ••.• UII_I) ax
I n

vektoru ile veri len En deki M reguler hiperyiizeyi icin,

-> -> ->
d X A ..A d X = (II-I)! N dA

dir. Bu ifadeyi (.) da yerine yazarsak

v = J- J .... ....
>dA + J J -> .... ->

< \fI' , N <\flAX. N >dA
H M H M

J <J ....
N>dA+J <J -> .... ....

v= \fI' . \fIAX,N >dA
M H M H

elde edilir.

M ve Mr parele hiperyiizeyler icin
.... -> ->

y= X+rN
~ ~ --+ ~

df X = \fI'+ \fIA X
--+ --+ --+ -io

d f Y = \fI' + \flAY

elde edilir.

M ve M, nin vektorel alan elementleri icin

.... 1 -> -> ....

d A = ( d X A ..A d X ) = N dA
(n -I)!

.... 1 -> ........

d Ar = d YA ... Ad Y = N dA,.
(n -1)
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H.ES/PARALEL HlrERY()ZEYLERDE yORflNGE HORTlJM KABllGllNlIN HAeM I 9

ve hacim elementleri icin
-> ->

dv = < d.X, d A >

dv, = < d, r,d Ar >

---7 -7 -)---7

dir. d, r = d.X + r 'P1\ N oldugundan

__., ---7 ~ -7

dv, = < d.X + r 'P1\ N , d Ar >

yazilabilir. Bu ifadelerde

-7 -7 -7 -7

d, X = 'P* + 'P1\ X

degerleri yerlerine yazihr ve integral almirsa M' nin smrrladrg: hortumun hacmi icin

v= f [<f ;*+f ~I\X,N>dA]
114 II /I

ve benzer sekilde M, hiper yuzeyinin snurladrgt hortumun hacmi icin

VI' = f [< f -. f ~I\ Y,N > dAr]
114, /I /I

yazrlabilir. Hortum kabugunun hacmi ise, M ve M, aym parametrelerle tarumlana-
bileceginden,

v, - v = f {< f ;*+ f ~1\ Y, N > dAr} -
M, /I /I

M /I /I

olarak yazilabilir.

/I = 3 ozel durumunda

263



10 DliMLlJPINAR ONivERSin:si

olur. Burada
-->

k
H H

ve Mile M, hiperyuzeyleri icin, sira ile,

1 f --> --> --> -->- dXI\(Xl\dX)=h'
2M

1 f --> --> --> -->"2 dYI\(Yl\dY)=h'
M,.

ahrsak, (/J yorunge hortumunun v hacrni,

vidalanrun,
~ --) --) ---7

v=< h,k'>+<h',k>

rnomenti ile verildigini biliyoruz (Muller, 1963). Benzer sekilde v, hacmi icin de

~ ---4 -> ---7

v,=< h,k'>+< h',k>
olur. Hortum kabugunun hacmi ise

-J. _~~ -) ---7_--7

1', - I' = < 71-Iz,k' > + < h'- h',1e >
olarak yazilabilir. Su halde horturn kabugunun hacmi

(

-' _, -->. -) ) (--> --»Ii - h, 71' - 17' , k .k * )

vidalaruun v, - v rnomenti olmus olur.
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