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PARALEL Hi‘PERYt‘JZl@YLERDE YORUNGE
HORTUM KABUGUNUN HACMIi

Hasan ES”

OZET

Paralel hiperyiizeyler teorisinin Kinematikteki bir uygulamasi
olan, yoriinge hortumunun hacmini hesaplayabilmek icin ,gerekli ta-
nimlart vermenin yani sira bu paralel hiperyiizeylerden birirnin hor-
tumun i, digerinin de dis yiizey olmasi hali goz oniine alinarak, dig
yiizeyin sirladigi hacmi veren KOENIGS vidas: ile ig¢ yiizeyin sinir-
ladigr hacmin ayni cins vidasinin sayesinde hortum kabugunun vidasi
da elde edildi.

ABSTRAC

In this paper, We gave the relations between any two parallel
hypersurfaces. Moreover, we investigated and evaluated the length of
curvature line of any two parallel hypersurfaces. We also calculated
the volume of a tubular which is an orbit.

Giris:

Paralel hiperyiizeylerden birine ait diferensiyel geometrinin digeri iizerindeki
korunan ve korunmayan yénleri son yillarda onemli ve yogun ¢aligmalara konu
olmaktadir. Ayrica bize gore yoriinge hortumunun kinematigi de bu alana girmekte-
dir. Bu ¢alismada amacimiz paralel hiperylizeyler teorisinin yoriinge hortumuna
uygulamasini yapmaktir.

* .
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E" , n - boyutlu Oklid uzaymin k - boyutlu bir M manifoldunu ele alalim. M

bir manifold olduguna gére M nin her bir x noktasindaki TM (x) tanjant uzayinda
bir [, orientasyonu tanimlamak istiyoruz. Bu isi bir reel vektor uzayindaki gibi

aynen yapabiliriz. Ancak manifoldun her bir noktasinda 7, (x) igin bir bagka

vektor uzay1 séz konusudur. Bu nedenle her biri i¢in bir orientasyon s6z konusudur.
Eger M nin herbir noktasindaki tanjant uzaylarda orientasyon ayni ise M
manifolduna uygun yoénlendirilmis manifold aksi taktirde M manifolduna uygun
yonlendirilmemis manifold (Hacisalihoglu, 1983) denir.

n - boyutlu Oklid uzayt E” de smurh (yada sinirli olmayan ) i yonlii k -
manifold M olsun. x € M noktasindaki [ _yéniiile T, i¢ ¢arpimi bir k - form

w(x) € A% T,, (x) ) olan hacim elementini belirtir. w # 0 k - formuna M iizerinde u

tarafindan belirtilen hacim elementi denir ve dv ile gosterilir. Bu k - form genel
olarak bir (k-71) formun diferensiyeli olmasi gerekmez.

M nin hacmi diye '[dv integraline denir. Eger M kompakt ise integralin
M
mevcut olacagi bigcimde dv belirtilir (Hacisalihoglu, 1983).

MveM,, E", n-boyutlu Oklid uzaymin (n-1) boyutlu iki hiperyiizeyi ol-

sun. M’ nin birim normal vektor alaninin
n a
N = zalé—x— Laie C®° (MR), I<i <n
= i

oldugunu varsayalim. Eger , bir re R sabit sayisi ve V' p € M icin
- - —
of (p) = op+ pf (p)
fp)=p+rN(p)
olacak sekilde bir
f:M =M,
fonksiyonu bulunabilirse, M,” ye M’ nin bir paralel hiperyiizeyi denir. Burada
M,={p+rNp)lpeM]

dir (Hacisalihoglu, 1983).
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Yoriinge Hortum Kabu@unun Hacmi
E", n - boyutlu Oklid uzayinda hareketli H uzaymmn pozitif yonlii
{O;E,}ortonormal eksen sistemi ve sabit H’ uzaymi da pozitif yonlii

{O';E,' }ortonormal eksen sistemi ile gosterelim. Ayrica H nin H'ye gore

H\H’ = B hareketini, H, uzay: ile gosterilen bir {igiincii pozitif yonlii {Q;Ri }

ortonormal sisteminde ifade edelim (rolatif sistem).

dersek,
-

q =qiR, +q:R; +...+qg,R,

ey

9’ =g R +q, R, +..+q, R

n

- * * * c *
dg= wWR +wR+. . +w,R = ZW, R,
=1

- * * * - *
dq’ =w'R +w) R+ .+w'R, = Y w'R
i=]

olur. Eger bir x € H, noktasmnin {Q;R,. }sistemine gore koordinatlart ( x;, x5, ... x,)
ise

X=X'R

— - — - - i

X OX=00+0X=q + X'R

— - — — — g

X' =0X=00+0X=¢q + X'R

Ote yandan

E, £ R,
F ’ R,
Beal '], B bjl R=|
E, E’ %

AR > O(n)={AJAA"=ATA=1,}

t — A(t)
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4 DUMLUPINAR UNIVERSITES}
ve
AR > 0(n={A |4 A"=ATA4A =1,}
a, (1) a,(1) a, (1)
A1) = az,'(l‘) azz'(t) aznl(t)
a, (1) a,(t) a,,(t)
yazilabilir.

Hareketli ve sabit uzaylarimizin ortonormal

eksen sistemlerini bir noktada

dilsiiniirsek iigii de birer ortonormal bazdir. Bu baz vektérlerinin herbirinin ug nok-

talari birim hiper kiire tizerindedir.
Dolaysiyla,

E,=a;R;+a;R+... + anR,

Ez= ayy R, + aj; R 2% v T Aoy, R,,

En =dyy Rl+a:12 R2 +.. + anan

dir. Bunu matris formunda yazarsak

E, & 8y > @,
E, |9 dn e By,
B, @&, g e 8y,
veya kisaca
E = AR
olur. Ayni sekilde
E'=s A'R

yazilabilir.

AeOm) =AA"=A"TA=1,

Aeom =4 A"=A" 4 =1,

dir. Buradan ilk esitligin her iki yaninin diferensiyeli alinirsa,
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d(ATA)=d(l,)
dATA+ATdA=0
dATA=0, 2 =A"Da

elde edilir. Ayrica, Q + Q" = 0 = Q" = -Q esitligi saglandigindan €2, nxn tipinde
antisimetrik bir matristir. Benzer sekilde,

AT A4 =1
XA A)=5(1)
Q=0 5Q=-Q7
esitligi saglandigindan ’, nxn tipinde antisimetrik matristir.
E=AR ve E'= A'R
oldugunu biliyoruz. Buradan,
E=AR = R=AE
E'= AR 5R= A"TE’'

elde edilir.

K\ K kiiresel hareketinin denklemi

R=AE
dR = QR

dir.
Benzer sekilde K;\ K’ kiiresel hareketinin denklemi de

R=ATTE’
SR=Q'R

olur. Boylece, xe H, noktasiin H,\ H daki degisimi
- - r
X=qg +XR
dX=(w" +X"QR+dX'R

olur. Benzer sekilde,

x’ € H, noktasimn #,\ H’ daki degisimi
-

X'=q+X'R

X' =(w' +X"Q)R+8X'R
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7 i 2 ’ .. g
bulunur. Burada, € ve € matrisleri; H,\H, H'\H, uzay hareketlerinin, donme
kisimlarina ait Darboux tensoriine karsilik gelen matrislerdir. xe H,; noktasi sabit ise
dX" = 0 olur. O zaman,

- n )
dX=(w"+x QR

dir. Benzer sekilde,
= g g
SX' =W+ X' Q)R
elde edilir.

-

Eger x noktas: H da sabit ise ¢ X = 0 olacagindan bu degismeye (H ye
5

gdre degisimi ) x noktasinin siiriiklenme hizi denir. Siirtiklenme hizint d; X ile goste-
relim. Ayrica,

c/,X=5X’-(IX

seklinde ifade edilir.

dX =W —w) R+ X'(Q~-Q)R
olur. Q" =€ antisimetrik matris oldugundan
Q-Q=v

dersek,
-

dX=1wW" =w) +Xx ¥R
dXR=[(W =w) +X ¥R
olur. Boylece, siiriiklenme hizinin matris seklindeki ifadesi
dx"= (W =w) + X"y

g * * - e s _se - e
elde edilir. Burada W — w kolon matrisi Darboux tensériiniin Q noktasina gore

moment vektoriiniin matrisidir. Bunu

%

* *
¥Y=w —w
matrisi ile gosterirsek,

d¥" = ¥ 4 X"y
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olur ve her iki tarafin traspozunu alirsak,
dx =Y+ ¥x
elde edilir. (n-1) gercel parametreli,

- -
X=X/ Uy Wosisstlig )

=xp( Uy, Upeorllyy ) = F o+ X, (U Uyl ) T
axl axu
vektorii ile verilen £ deki M regiiler hiperyiizeyi igin,

dXA.~ndX =) N duyn..Adu,_,

— -
XoynnX,

dir. Verilen hiperylizeyin dA skaler hiperalan elementi

- —
dA = |\ X, AA X, duyn.ndu,

s
ve d A vektorel hiperalan elementi de

A = m (d)_)(/\..../\d})

olarak tanimlanir.

Ote yandan v € H, noktasinin H’ ye gore hareketini vektorel olarak
— —>* — -
d, X=¥Y+¥YA X

/

yazabiliriz.

Kapali bir H\ H’ = B uzay hareketinde hareketli H uzayindaki gevre egrisi
d M olan bir hiperyiizey pargasi tesbit edelim. Bu hiperyiizey pargasi H\ H' =B

hareketinde F’ sabit uzayinda genel olarak hipertor bigiminde bir uzay pargasi
resmeder. Biz bu uzay pargasina M nin yoriinge hortumu diyoruz. Bu uzay pargasi
@ ile gosterilirse @ nin yoriinge hortumunun dv hiperhacim elemanini

— -

dv=<dX.dA4>
seklinde tammlly'druz.

oy

1 = - - - - —
dv=—"—<V¥ dXA.AdX>+ <WYAX dXAAdX>

) (n=1)!

olur.
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v= - ' J. J <‘I—;',d:{’/\.../\d:\’)>
(r—-D! 5 =
1 - o - =
+ =D J' j <WPAX,dXA.AdX > (*)
B M

(n-1) gergel parametreli,

X=X{(u, upetin;)
ad a

=Xy (up Upellyy ) 5 F o+ X (U Upling )
ox, ox,

vektorii ile verilen E" deki M regiiler hiperyiizeyi igin,

d;(/\.../\ dX’ =(n-1)! X} dA

dir. Bu ifadeyi ( * ) da yerine yazarsak

elde edilir.

M ve M, parele hiperyiizeyler icin

elde edilir.
M ve M, nin vektorel alan elementleri i¢in

— 1 - - —
dA = (dXA.AdX)= NdA
(n-1)!
dA = dYA.AdY=NdA
(n=1)
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ve hacim elementleri i¢in
- —
dv =< a_'fX, d A >
- -
dv, =< d_/' Y.d A,_ >

- - - -
dir. d,Y=d X+ r'YAN oldugundan

- -

dv,=<d X+ r¥YAN , K dA >

yazilabilir. Bu ifadelerde

—

R

degerleri yerlerine yazilir ve integral alinirsa M’ nin sinirladid1 hortumun hacmi igin

y = I [<J ‘17+J‘ ‘?’A;(,ﬁ>dA]
B

M n

ve benzer sekilde M, hiper yiizeyinin sinirladi1 hortumun hacmi igin

v, = f [<I ‘17+j WA ;,X/>dA,_]
M B B

yazilabilir. Hortum kabuZunun hacmi ise, M ve M, ayni parametrelerle tanimlana-

bileceginden,
vove [ <[ W] WAV, N >dd-
M B B
[ <] ¥+] wax.N>an
M B B
olarak yazilabilir.

n = 3 6zel durumunda

<I ‘I—’)‘.d/_\”/\d/_\)’>+lj <J ‘?’A:\)’,d:\’)/\d
B 2AI B

B

2
2
=<_’[ l}_;'%i’; d,i’)/\d.;’>+<j ‘-}” %X[ }A(d/_\;/\d})>

-

X>
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olur. Burada

f@*:/?*,j\?:?
B B

ve M ile M, hiperyiizeyleri i¢in, sira ile,

1 g - -~ 1 — - = —>*
—[dxnrdx=h, =] dXa(XndX)=h
2/\// zk'/

1 - - 2 1 - - - =,
= [ dvnay=n . —[dva@aav)=h
2 M, 2 M,

alirsak, @ yoriinge hortumunun v hacmi,

[Z,h*) . (Z,k*j

-

vidalarinin,
5 >

v=< hhk >+<h k>

momenti ile verildigini biliyoruz (Miiller, 1963). Benzer sekilde v, hacmi i¢in de
= =3 - -
v=<hk >+<h k>
olur. Hortum kabugunun hacmi ise
e R = -
voov=< h=—Nhk >+<h —h k>

olarak yazilabilir. Su halde hortum kabugunun hacmi

(2-7}.,/?—/?) ,(Z,k*}

vidalariin v, - v momenti olmus olur.
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