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OZET/ABSTRACT

Calismada diferansiyel quadrature metodu, ¢esitli mesnet sartlari i¢in dikdortgen ve kare
plaklarin = statik analizine uygulanmistir. Diferansiyel quadrature metodu; koordinat
dogrultusuna gore bir fonksiyonun tiirevi, ¢epegevre saran bir ¢dziim bolgesindeki yiiksek
dereceden bir polinom yardimiyla yaklagim kurabilen siirekli bir fonksiyon ve o dogrultu
boyunca biitiin ag noktalarindaki fonksiyon degerlerinin tiimiiniin lineer toplami olarak ifade
edilir. Agirlik katsayilar1 bilinmeyenler olarak bulunur. Plagin egilmesini ifade eden
diferansiyel denkleme metot sinir sartlari altinda tatbik edilerek lineer denklem takimlar1 elde
edilmistir. Elde edilen sonuglar mevcut analitik ve diger yaklasik yontem degerleri ile
karsilastirilmistir. Metot sonuglar1 bakimindan yeter dogrulukta olup hesaplayict bakimindan
verimlidir.

The differential quadrature method has been presented in this paper to solve the problem
of the deflection analysis of rectangular and square plates for various support conditions. In
the method of differential quadrature, partial space derivatives of a function appearing in a
differential equation are approximated by means of a polynomial expressed as the weighted
linear sum of the function values at a reselected grid of discrete points. The weighting
coefficients are treated as the unknowns. Applying this concept to partial derivative of the
bending differential equation of plates give a set of linear simultaneous equations, which are
solved for the unknown weighting coefficients by accounting for the boundary conditions.
Results are compared with existing solutions available from other analytical and numerical
methods. The method presented gives accurate results and is computationally efficient.
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1. GIRIS

Miihendislik uygulamalarinda temel amag; insan yasamini kolaylastiracak sistemler ortaya
koymaktir. Bu sistemlerin gelistirilmesindeki temel etken insan ihtiyag¢larinin karsilanmasidir.
Uygarlasma yoniindeki olumlu gelismeler ve teknolojinin giiniimiizde geldigi nokta
ihtiyaglarin farklilagmasina neden olmustur. Degisen bu ihtiyaglara cevap vermek i¢in teorik
ve pratik caligmalar yapan miihendislerde farkli teknikler iizerinde yogunlasmislardir.
Miihendislik sistemlerinin analizi en genel anlamda iki asamay1 igermektedir. Mevcut bir
fiziksel sistemi ifade eden matematik modelin kurulmas1 ve elde edilen matematik denklemin
analitik olarak veya cesitli yaklagik sayisal metotlar kullanilarak ¢oziilmesidir. Bu iki
asamadan birincisi tecriibe, sezgi ve 1yl bir matematik alt yap1; ikincisi ise modelleme de
kullanilan sezgi ve bilgiye ilaveten hizli ve kapsamli bir hesaplayiciy1 gerektirir (Crandall,
1968).

Yapilan modellemenin ger¢cek modeli yansitip yansitmamasi, ger¢ek fiziksel olay ile
uyumluluk derecesiyle dl¢iiliir. Bu modellerin biiyiik bir cogunlugu, siir deger formundaki
diferansiyel denklemlerdir. Bu matematik denklemlerin fiziksel modele en yakin sunus bi¢imi
ise varyasyonel problemlerdir (Hasanov, 2001). Giris verileri lizerine konulan siireklilik ve
tirevlenebilirlik kosular1 acisindan, varyasyonel problem kendi 6zdesi olan sinir deger
problemiyle karsilastirildiginda, uygulama alan1 daha genis olan problemler sinifina hitap
eder. Matematik modelleme isleminin, modelin varyasyonel problem olarak ifade
edilmesinden sonraki asamasi, hesaplayiciya tanittimi  uygun olan ayrik modelin
olusturulmasidir. Giiniimiizde, diferansiyel denklemlerle ilgili matematik modellerin ayrik
benzesiklerinin olusturulmas: ve elde edilen ayrik problemin bilgisayarda ¢oziimlenmesi
acisindan en kapsamli ve bilinen yontem Sonlu elemanlar yontemidir. Bu yontemin klasik
sonlu farklar yonteminden baglica ayirt edici 6zelligi, sonlu elemanlar yontemi siir deger
problemini degil varyasyonel problemi temel alir.

En genel anlamda, miihendislik problemleri, siireksiz ve siirekli ortam problemleri olmak
tizere iki sinifa ayrilir. Serbestlik derecesi sonsuz biiyiik olan siirekli ortam problemlerinin
¢ozlimi bir diferansiyel denklem, bir integral denklem veya denklem sisteminin ¢ézlimiinii
gerektirdigi halde, serbestlik derecesi sonlu olan siireksiz ortam problemlerinin ¢éziimii lineer
denklem takiminin ¢oziimiiyle elde edilebilmektedir. Sonsuz serbestlik dereceli sistemlerinin
¢Oziimiinde ¢esitli matematik giigliikler ortaya c¢ikmakta buna karsin siireksiz ortam
problemlerinin ¢ézlimiinde gerekli olan hesaplayici kapasitesi ve hesap siiresi artmaktadir.

Bunlardan bagka miihendislik problemleri evrensel bir yaklasimla; kararli durum
problemlerini i¢eren denge problemleri, kararli durum problemlerindeki bazi parametrelerin
kritik degerlerinin bulunmasini gerektiren 6zdeger problemleri ve baslangi¢c deger formundaki
problemleri igeren propagasyon problemleri olarak ii¢ temel gruba da ayirmak miimkiindiir.
Bu tarz bir siniflandirmada da elde edilen denklem; kapal1 yada agik sinir ve/veya baslangig
degerine sahip kismi veya adi tiirevli bir diferansiyel denklem yada lineer bir denklem takimi
olarak elde edilir (Bayin, 2000).

Lineer bir diferansiyel denklem takimini saglayan fonksiyonlarin bir bolgedeki degerleri
tayin edilirken, bazi matematik giicliiklerle karsilagilir. Bunun i¢in bu hallerde, dnce bu
fonksiyonlarin verilen bolgenin sonlu uzunluktaki baz1 noktalarina ait degerleri aranir. Daha
sonra, bu degerler kullanilarak diger bilinmeyen noktalardaki degerler elde edilir. Bu sekilde
stirekli bir ortam yerine, cebirsel bir denklem takiminin ¢6ziimiinii gerektiren ayrik bir ortam
almmis olur. Hizli ve yiiksek kapasiteli hesaplayicilarin gelismesi, ve kullaniminin
yayginlagsmasi nedeniyle siirekli ortam yerine siireksiz ortam modeli iizerinden islem yapmaya
elverisli yontemler artmistir. Bu yontemler iginde sonlu farklar, sonlu elemanlar ve sinir
elemanlar giinlimiizde yaygin olarak kullanilabilmektedir. Karakteristik biiytikliiklerin ortam
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icinde degismesini ifade edebilmesi ve karmasik sinir sartlarinin ¢oziime katilabilmesine
olanak vermesi bakimindan sonlu elemanlar daha yaygindir.

Kurulan matematik model ¢ogunlukla sistemi ifade eden ya bir integral denklem yada
kismi veya adi tiirevli bir diferansiyel denklemdir. Sinir kosullarinin karmasiklig1 nedeniyle
elde edilen diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii ¢ogu durumda miimkiin olmaz. Bu
nedenle sayisal analiz tekniklerine bagvurulur. Bilgisayar teknigindeki gelismeler ve
denklemlerin matris formda ifade edilebilmesi sayisal analiz metotlarinda biiyiik bir
gelismeye neden olmustur. Bu metotlar i¢inde; sonlu farklar, sonlu elemanlar, sinir elemanlar,
varyasyonel (degisim) hesap, Rayleigh-Ritz gibi yaklasik metotlar gilinlimiize kadar etkin
olarak kullanilmistir. Cogu sayisal hesap yonteminde siirekli denge problemi sonlu sayida
serbestlik dereceli bir sisteme indirgenerek ¢ozlime ulasilir (Mitchell, 1976).

2. AMAC VE KAPSAM

Kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin; sonlu elemanlar, sonlu farklar, sinir
elemanlar gibi birka¢ sayisal ¢oziim yontemi mevcut olup, bu metotlar gilinlimiize kadar
mihendislikte ve fizikte uygulama alani olan titresim, stabilite, akiskanlar mekanigi, siirekli
ortam mekanigi, sivi veya termal etkiler maruz yapilarin analizi gibi pek ¢ok probleme
basartyla uygulanmistir.

Gerek sonlu elemanlar ve gerekse sonlu farklar metodunda diigiim noktasi sayisi arttikga
elde edilen c¢oziimlerin hassasiyetinin arttigi bilinmektedir. Bununla birlikte, daha hassas
sonuclar elde etmek icin diiglim noktasi sayisinin arttirilmasi, gerekli olan bilgisayar
kapasitesi ve hesap siiresi de ayn1 oranda arttirmaktadir. Ancak pek ¢ok problemde gergek
degere yakin hassas sonuglar fiziksel anlamda ancak birkag 6zel noktada gerekmektedir.

Bilgisayar teknigindeki gelismelere paralel olarak denklemlerin matris formda ifade
edilmesi ve bilgisayar ortamina aktarilmasindaki kolayliklar neticesinde hesap yontemleri
sayisal analiz lehine geligsmeler gostermistir. Hesap tekniklerindeki bu gelismeler nedeniyle
lineer kabul yerine parga parga lineerlestirerek adim adim hesaplama, ardigik yaklagim veya
bu tiir sistemlerde siiperpozisyon metodu gegerli olmadigindan ardisik yiik artim metotlari
gibi lineer olmayan sayisal analiz yontemleri ¢cok yaygin olarak kullanilmaya baslanmistir.

Bu metotlar i¢inde sonlu elemanlar ve sonlu farklar metotlar1 kullanim alani digerlerine
gore daha fazla olan iki analiz teknigidir. Sonlu elemanlar metodunda ¢6ziim i¢in yaklasik bir
fonksiyon secilerek ¢oziime baslanir. Ancak sonlu elemanlar metodunda secilen
enterpolasyon fonksiyonlar1 lokal diizeyde olup elemanlar i¢in gegerlidir (Civalek, 1996).
Sonlu elemanlar metodunda ¢oziim bolgesi ¢ok fazla elemana ayrilarak yeter hassasiyette
sonuglar elde etmek miimkiindiir. Ozellikle plak veya kabuk elemanlarin hassas ¢dziimleri
ancak yliksek sayida elemana boliinerek saglanir (Civalek, 1998). Elemanin ¢ok fazla bolgeye
ayrilarak (mesh generation) c¢oOziime ulasilmasi durumunda ise gerekli olan hesaplayici
kapasitesi ve zaman artacaktir. Bununla birlikte yeter yaklasikta sonuclar yani gercek degere
cok yakin sonuglar mithendislik uygulamalarinda ¢ogunlukla bir veya birkag spesifik noktada
istenir (Celia ve Gray, 1992).

Daha az 1zgara nokta sayis1 kullanilarak yeter hassasiyette sonuglar verebilecek bir metot
olan Diferansiyel Quadrature Metodu (DQM) Richard Bellman tarafindan gelistirilerek lineer
ve lineer olmayan kismi tlirevli diferansiyel denklemlerin ¢Ozlimiine uygulanmistir.
Diferansiyel quadrature metodu; koordinat dogrultusuna gore bir fonksiyonun tiirevi,
¢epecevre saran bir ¢oziim bolgesindeki yiiksek dereceden bir polinom yardimiyla yaklasim
kurabilen siirekli bir fonksiyon ve o dogrultu boyunca biitiin ag noktalarindaki fonksiyon
degerlerinin tiimiiniin lineer toplami olarak ifade edilebilecegi prensibine dayanir.
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Bununla birlikte diferansiyel quadrature metodunda elde edilen matrisler band matris olup
simetrik degildir. Benzer sayisal yaklasim yontemlerinde oldugu gibi, DQ metodu da mevcut
tirev denklemi, ¢6ziim bolgesinde oOnceden secilen diigiim noktalarindaki bilinmeyen
fonksiyon degerleri cinsinden, lineer denklem takimina doniistiiriir. Bu denklemlere ilaveten
sinir sartlart da DQ metoduna uygun formda yazilir. Sinir sartlarinin Dirichlet ve/veya
Neuman yada karigik olmas1 herhangi bir giigliikk dogurmaz.

3. DIFERANSIYEL QUADRATURE YONTEM

Diferansiyel quadrature metodu; bir fonksiyonun verilen bir ayrik noktadaki bir uzay
degiskenine gore kismi tiirevi, o degisken bolgesinin biitiin ayrik noktalarindaki fonksiyon
degerlerinin agirlikli bir lineer toplamu ile ifade edilir, seklinde tanimlanan diisiinceye dayanir
(Bellman ve Casti, 1971; Civan ve Sliepcevich, 1983). Yeter yaklasikta sonuglar elde etmek
icin daha az sayida 1zgara kullanan diferansiyel quadrature metodu ; fizik ve miihendislikte
karsilasilan baslangic deger ve smir deger problemleri i¢in farkli bir yaklasim ortaya
koymustur. Bu amagla tek boyutlu bir u(x) fonksiyonun birinci tiirevini x; (i=1,2,...,N)

noktalarinda N ayrik nokta i¢in géz Oniine alirsak i’nci ayrik nokta i¢in birinci tiirev,

flu 5 .
ux(x[):_ o T a Ay ul(x;) i=1,2,......,N (1)

el =5

j=1

olacaktir. Burada x; degisken bolgesindeki ayrik noktalari, u(x;) bu noktalardaki fonksiyon

degerlerini, ve 4;; birinci dereceden tiirev i¢in bu degerleri fonksiyon degerlerine baglayan
agirhk katsayilarimi ifade eder. Agirlik katsayilarinin hesabi, karsilik gelen koordinat
yonlerinde fonksiyonel yaklasimlar ile gerceklestirilir. Test fonksiyonu yada yaklasim
fonksiyonu olarak bilinen bu fonksiyonlarin se¢iminde siireklilik sartina dikkat edilmelidir.
Benzer zorunluluk sonlu elamanlar yontemindeki enterpolasyon fonksiyonlarinin se¢iminde
de vardir. Ancak DQ metodunda, secilen fonksiyonlarinin Ritz metodunda oldugu gibi sinir
sartint saglamasi zorunlulugu yoktur. Yaklasim fonksiyonlari, alan degiskenlerinin olasi
kararli yani tiniform durumlarmi tanimlayabilmeli ve diferansiyel denklemdeki yada sinir
sartlarindaki mevcut en yiiksek dereceli diferansiyele kadar tiirevinin alinabilmesi gerekir.
Yani siireklilik sart1 i¢in, bir koordinat yoniindeki diigiim sayisi, diferansiyel denklemdeki
karsilik gelen bagimsiz degiskene gore en yiiksek dereceli tiirevin bir fazlasina esit olmalidir.
Belmann ve arkadaslar1 agirlik katsayilarinin hesabi igin iki farkli yontem Onermislerdir
(Bellman vd., 1972). Bunlardan birincisinde Esitlik 1 tam olarak alindiginda, test fonksiyonu
olarak (N-1) veya daha kii¢lik dereceden segilen polinom fonksiyonu igin,

wx)=x", k=12,..N )

verilen Esitlik 1°de yerine yazilirsa asagida belirtildigi formda bir lineer denklem takimi verir

(k- 1)xt-2= & 4,24 (3)

Ancak bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti Vandermonde formunda
oldugundan tekil bir ¢oziime sahiptir. Denklem agirlik katsayilari igin analitik olarak
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Hamming’in 6nerdigi metotla yada Vandermonde denklemleri i¢in Bjorck ve Pareyra’nin
onerdigi gibi bilinen baz1 6zel algoritmalar ile sayisal olarak ¢oziilebilir (Hamming, 1973;
Bjorck ve Pareyra, 1970). Bu tekilligi gidermek icin, agirlik katsayilari, degisik 1zgara nokta
sayilar1 ile Esitlik 3’1in esit 1zgara degerleri i¢cin hesaplanmalidir. Esitlik (3) asagidaki matris
formda da verilebilir.

{x¢,=14,{, 4)

Benzer islemler iki ve daha fazla derecen tiirev ifadeleri i¢in de yazilabilir. Boylece, her
bir dereceden tiirev icin agirlik ifadeleri birinci dereceden tiirev ifadesinden farkli olmaktadir.
Ikinci dereceden tiirev i¢in metot

2 N
)=T =g g ux) i i=12..N ©)

2| X = x; y J

olarak verilir. Burada B;; ikinci dereceden tiirev igin agirlik katsayisidir. Denklem (5) birinci
dereceden agirlik katsayilar cinsinden

uxx(xi

T u y y -
)=1= =& 4, & Au(x,) ; Fl2.0N (6)

u (x-
XX 1 ﬂ 2
X ]:1 k=1

Esitlik 2 ile verilen polinom fonksiyon uygulanarak ikinci dereceden tiirev ifadesi,

(k- 1)(k- 2)xt-3= 8 Byt (7)

gty
j=1

olmaktadir. Bu esitlik yukarida verilen Esitlik 3’e benzer yaklasimla ¢ziiliir. Ikinci, {iciincii
ve dordiincii dereceden agirlhik katsayilar1 Bj;, Cj, Dy, asagidaki formda hesaplanir

N
By = & Ay Ay 8)
k=1
N
C;= & Ay By, (9)
k=1
N
D;= & 4,C, (10)
k=1

Bellman ve arkadaslar1 tarafindan agirlik katsayilarinin hesaplanmasi i¢in onerilen ikinci
yontem de birinciye benzer olup farkli bir test fonksiyonu secilir. Esitlik 1’1 saglayacak

sekilde x; 6telenmis Legendre polinomunun kokleri olarak
Ly(x)

A S T

k=1,2,0 oo N (11)
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fonksiyonu secilir. Burada N 1zgara nokta sayisi, Ly(x) N. Dereceden legendre polinomu,
L4/ (x) ise bu polinomun birinci tiirevidir. Denklemdeki x; 6telenmis legendre polinomunun

kokleri olarak se¢ilip Esitlik 11 ile verilen polinom fonksiyon Esitlik 1°de yazilirsa agirlik
katsayilari,

L& (x;)

A= i1j icin (12a)
T x) L% (x,)
4= 1- 2x,- . (12b)
P S— =) i¢in
2x,(x,~ 1)
1,j=1,2,....... ,N

Bu ikinci yaklagimda, Esitlik 12a ve Esitlik 12b ile tanimlanan agirlik katsayilar1 birincide
oldugu gibi herhangi bir tekillik problemi ve lineer denklem takimi ¢6zmeden elde edilir. Bir
boyutlu problemlere benzer olarak iki boyutlu problemler i¢inde diferansiyel quadrature

metodu gelistirilebilir. Sekil 1°de goriilen dikdortgen diizlem igin, N, x-dogrultusundaki
1zgara ve N, y-dogrultusundaki 1zgara sayis1 olmak lzere tiirev ifadeleri yazilabilir.

y

F N J

¢ a d
N)’

b
' 3

3 (xi, %)
2
=1 > X

i=1 2 3 .... N

Sekil 1. iki boyutlu bélge igin 1zgara noktalar

Bu amagla u(x,y) fonksiyonunun r-inci mertebeden x’e gore, s’inci mertebeden y’e gore ve
(r+s) nci mertebeden x ve y degiskenlerine gore (x;, ;) ayrik noktalari igin tiirev ifadeleri;

ﬂru _]Xx " _

q oo, T A di u(xk,yj) ; r=12,.....N -1 (13)
X Yok=

ﬂsu _]Xx © . _

q ,-, —a Bf u(x,y,) s=12,....,N,- 1 (14)
b T k=
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(’”"'S)u r Sug ]Xx ]\:y
ﬂ—| :ﬂ_éﬁ[__ o = a Az(l? a
Tx 1y 70 T &y z ™ o me

1=1,2, ..., Ny,ve j= 1,2,... , Ny

B% u(xk,ym) ; (15)

olarak verilir. A" )ij ve B® )ij u(x,y) fonksiyonunun sirasiyla x’e ve y’ ye gdre » inci ve s inci
mertebeden x; ve yj ayrik noktalari igin yazilan tiirev agirhik katsayilaridir. Bu katsayilar ilk

olarak Shu ve Richards tarafindan gelistirilmistir (Shu ve Richards, 1992; Shu ve Du, 1997).
Bu agirlik katsayilari,

e - 1)U
AP =1 €47 VAL - — U ij=12,. Ny, j*i; ve 1= 2,3,...., Ne-1 (16)
8 X;~ XjH
é ¢-1 U
BY=s5s€Bt VBN - ———U ij=12,,Ny,j*i; ve s = 2,3,..., Ny-1 (17)
8 Y- J’jH
NX
AP =- adl i=12,.. N ve r=12,..,N -1 (18)
J=1jti
Ny
BY=- aBy i=12,. N, ve r=12,..,N, -1 (19)
jElj i

olmaktadir. Dikkat edilmelidir ki 6rnek noktalarin sayisi verilen bagintilarin performansinda
yani agirlik katsayilarinin hesabinda etkili degildir. Hesap performansini gelistirmek
acisindan Onemlidir. Bundan bagka, bazi durumlarda bu noktalar ¢éziimiin dogrulugunu
etkileyebilmektedir. Ornegin esit aralikli noktalar ile islem kismen daha kolay ve uygulamasi
daha basittir, ancak esit olmayan nokta aralig1 i¢in az da olsa sonuglarin hassaslig1 diisiir.
Diigiim noktalarin se¢iminde sik¢a kullanilan ve dnerilen metot her iki dogrultuda yani her
bir koordinat yoniinde (tek boyutlu problemler i¢in bir yonde) esit aralikli secilen

X; = -1 ; =12, Ny (20)
N,-1
- N o
Y, Ny-l’ =12, y

olarak verilir. Bazi durumlarda esit aralikli olmayan noktalarin se¢iminin daha iyi sonug
verdigi bilinmektedir. Yine iki boyutlu problemler igin esit olmayan i1zgara noktalar:
Chebyshev-Gauss-Lobatto noktalari i¢in
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1€ ei-1 o
xi:_él- coSs =], 1=1.2,... ,Nx (22)
28 N.-1 &
1€ ®j-1 o
y =—@&- cos§ 770,  j=1,2,.....Ny (23)
"2 &N,

seklinde secilir. Bununla birlikte diferansiyel quadrature c¢oziimlerinde farkli koordinat
yonlerindeki 1zgara noktalari sayist ve tipi bakimindan farkli secilebilecegi gibi, farklh
koordinat yonlerinde farkl: test fonksiyonlar1 da secilebilir.

5. SAYISAL UYGULAMALAR
Ince, dikddrtgen bir plagin egilmesini ifade eden diferansiyel denklem,
‘u ‘u ‘u X,
Tx* 127y T D

olarak verilir (Sekil 1) (Timoshenko ve Kriege.,1959). Burada, u plagmn orta diizleminin

......

formda

4 4 4 4
ﬂU+2k2 ﬂU +k4ﬂU=qa
Tx Tx2qMy:  fy* D

seklinde yazilir. Burada X = x /a ve Y=y /b boyutsuz koordinatlar, a ve b plagin x ve y

dogrultusundaki boyutlari, k = a / b plak kenarlarinin oranidir. Yukarida boyutsuz formda

verilmis olan Esitlik 25’e DQ metodu uygulanarak

(25)

(26)

Burada N, ve N, sirastyla x ve y dogrultularindaki 1zgara noktalar1, ve Dy, Dj, Bjk ,Bjm
degerleri ise diferansiyel quadrature yaklasimi i¢in dordiincii ve ikinci dereceden agirlik
katsayilaridir (Sekil 1). Verilen Esitlik 26 dordiincii dereceden olup her bir kenar i¢in ilave iki
sinir sart1 yazilmalidir.

Sinir Kosullar:

1- Dort kenar tutulmus (C-C -C-C) : Deplasmanlar ve donmelerin kenarlarda sifir olmasi
sartindan

UX,0)=UX1)=0 ve U(0,Y)=U(,Y)=0 (272)
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U U

ﬂ—(X,O) = ﬂ—(X,l) =0ve Wio,7)=1(1¥)=0

104 104 X X

yazilir. DQ metodu bu sinir kosullarina uygulanirsa
UlszNjZO veE Uil = UiN: 0

U]jZUNjZO ve Un = UiNZ 0

1i=12,...Ny ve j=23,..,Ny—-1 igin

(27b)

(28a)

(28b)

(28¢)

(28d)

2- Dort kenar basit mesnetli (S-S -S-S) : Deplasman ve momentlerin kenarlarda sifir olmasi

sartindan
UX,0=UX,1)=0 ve U0,Y)=U(1,Y)=0
1Tz—U(X,O) = 1Tz—U(X,l) =0 ve Tv (O,Y) = T
fiy? fiy? Tx? x:
elde edilir. DQ metodu bu sinir kosullari i¢in tekrar uygulanirsa
U;j=Ux=0 ve Uj;j=Un=0

(LY)=0

U]j:UNjZO Ve Uil = UiN =0

Nx Nx
aBlkUlg_aBNkUIg_O
k=1 k=1
Ny N)’

éBlkUik: éBNkUikZO
1

k=1

i=12,...Ny ve j=23,..,Ny—1i¢in

3- Kenarlar serbest mesnetli (F-F-F-F) : Bu mesnet kosulu i¢in sinir sartlari

1]2—U+l)k2ﬂz—U=0 ve 113U+(2-U)kz Ty =0
P& Ty? 1x3 XTy?

X =0, 1 noktalarinda

(29a)

(29b)

(30a)

(30b)

(30c)

(30d)

(31a, 31b)
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2 2 3 3
PEL ECAVIS CRPPES OO W L

vy Tx? Ty’ Tx21Y
Y =0, 1 noktalarinda

ve iki bitisik kenarin kdse noktast i¢in

U _,
X1y
Diger sinir sartlari i¢in yazilan sinir kosullarina benzer olarak

Nx Ny

aBNkUlq'+uk2 a Bijim:O

k=1 m =1

Nx Nx Ny

&C, U, +Q2-u)k*& 4,, & B,U,, =0

k=1 k=1 m=1

X =1 kenar noktast i¢in

N)’ Nx
k2 aBnmUim+u aBmkUkn=O
m =1 k=1
Ny Nx Ny
k2 aCnmUim+(2- U)a Bik é AnmUkm:O
m=1 k=1 m=1

Y =1 kenar1 igin

Iki bitisik kenarm birlestigi kose icin
Nx Ny
a a AikBijkm = O

k=1m=1

=0 (32a, 32b)

(33)

(34a)

(34b)

(35a)

(35b)

(36)

olarak verilir. Yukarida verilmis olan denklemler dikddrtgen ve kare geometrisine sahip ince

plak icin ¢oziilmistiir. Kenar boyutlar esit kare bir plak i¢in

orta nokta deplasmani (Cizelge

1) ve dikdortgen bir plak i¢in deplasman degeri biitiin kenarlarin basit mesnet ve biitiin
kenarlarin ankastre mesnet olmasi durumunda b/a’ nin ¢esitli degeri icin elde edilmistir (Sekil
2, Sekil 3). Elde edilen degerler miimkiin oldugu durumda kesin degerler ile ve diger sayisal
yontemler ile bulunan sonugclar ile karsilastirilmistir. Izgara sayisi1 15 i¢in bulunan sonuglar

kesin degerler ile ¢cakigmustir.
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T 0,012
2 001
T‘; ’ Kesin Deger
g 0,008
=) ’ - —— DQ(N=7
S5 0,006 +—4 QN=T)

0,004 L

| |
0,002 ==
0 b/a
1 1,4 18

Sekil 2. Basit mesnetli dikdortgen plak i¢in deplasman degerleri

”g 0,003
LE_ 0,0025 //' Kesin Deger
g TP —— DQ(N=7)
50,0015 4 -

0,001

0,0005

0 b/a
1 1,4 1,8

Sekil 3. Ankastre mesnetli dikdortgen plak i¢in deplasman degerleri

Cizelge 1. Kare bir plagin x =y = a /2 noktasindaki deplasman degeri

bla=1 Kesin deger | 1o\ r747) | DQM(9%9) | DQM(15%15) Sonlu GDQ(9*9)
Kare plak (Timoshenko, Bu calisma | Bugalisma | Bu ¢aligma ¢ lemanlar Pu ve
1959) (Civalek,1998) dig, 1994
(S-S-S-S) 0.00406 0.00401 0.00406 0.00406 0.00405 0.00406
(C-C-C-C) 0.00126 0.00122 0.00125 0.00126 0.00128 0.00126

Calismada diferansiyel quadrature metodu ile dikdortgen ve kare plaklarin statik analizi
verilen smir kosullar1 altinda ¢oziilmiistiir. Sonuglarin yaklasikligi, gerektirdigi hesaplayict
kapasitesi ve uygulama alaninin ¢esitligi dikkate alininca, metodun son yillarda yaygin olarak
kullanilmasimin nedenleri anlagilmaktadir. Diger yaklasik yontemler ile kiyaslandiginda ¢ok
kiiciik 1zgara sayisi ile yiiksek hassasiyette sonuc¢lar bulunabilmesi komplike problemler i¢in
metodun gerektirecegi hesaplayict kapasitesi ve hesap siiresinde ekonomi sagladigini
gostermektedir (Liew vd., 1999; Kukreti vd., 1992; Jang, 1989). Yeni yaklasim fonksiyonlar1
ve agirlik katsayilarinin hesaplanmasinda yeni yaklagimlarin ortaya konulmasi ile metot artik
evrensel olarak bilinen ve uygulanan bir yontem olmustur (Farsa vd., 1993, Du ve Lin, 1994,
Bert vd., 1993; Civalek, 2001).

7. TARTISMA VE SONUC

Fiziksel bir sistemin matematik modelinin elde edilmesi, mithendislik uygulamalarindaki
ilk asamadir (Civalek, 2002). Bu denklem; sistemin siirekli ve ayrik kabul ¢éziimiine gore,
kismi veya adi tiirevli bir diferansiyel, bir integral veya bir lineer denklem olur.
Miihendisligin; akiskanlar ve kat1 cisimler mekanigi, siirekli ortamlar mekanigi gibi
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alanlarinda karsilagilan denklemler genelde lineer yada nonlineer tiirde bir kismi diferansiyel
denklem olmakta ve problem bir sinir deger veya baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiine
indirgenmektedir. Elde edilen siir deger formundaki bu tiir denklemlerin ¢6ziimii ikinci bir
asama olup, kapali matematik ¢6ziim ¢ogu durumda miimkiin olmamaktadir. Bu asamada
mevcut sayisal analiz tekniklerinden faydalanilir.

Giiniimiizde, sonlu farklar ve sonlu elemanlar daha hassas sonug¢lar vermekte ancak hala
yiiksek sayida 1zgara (mesh generation) gerekmektedir. Bu ise ¢6ziim i¢in gerekli hesaplayict
kapasitesi ihtiyacin1 ve analiz siiresini artirmaktadir. Daha az 1zgara kullanarak daha kisa
siirede sonuca ulagma cabalar1 neticesinde 1970’11 yillarin ilk yarisinda Richard Belmann
tarafindan diferansiyel quadrature yontemi Onerilmistir. Bununla birlikte yontem; agirlik
katsayilarinin  hesaplanmasindaki  giicliiklerin  giderilmesi ve kullanilan  yaklagim
fonksiyonlarinin bulunmasindan sonra yayginlasmis ve ancak 1987 yilinda yap1 mekanigi ve
akiskanlar mekanigi problemlerine basariyla uygulanmistir (Bert ve Malik., 1996; Bert vd.,
1993; Bert ve Malik, 1996; Civan ve Sliepcevich, 1984; Han ve Liew, 1997; Mingle, 1977).
Glinlimiize kadar son on yil iginde plak ve kirislerin statik, dinamik ve stabilite hesabina
basartyla uygulanmis olup, metodun harmonik DQ, genellestirilmis DQ gibi farkli
versiyonlar1 gelistirilmistir. Sonlu elemanlarda secgilen yaklasim fonksiyonu eleman bazinda
iken DQ metodunda tiim sistem i¢in gecerlidir. Ritz metodunda se¢ilen polinom fonksiyonu
siir kosullarin1 saglamalidir. Bununla birlikte DQ metodunda bdyle bir zorunluluk yoktur.
Sonlu farklar metodu problemin ¢6ziimiine seriler ile yaklagim kurarken, DQ metodunda
polinom yaklasim kurulur. Bunlara ilaveten daha az 1zgara noktasi ile daha kisa siirede ve
daha diisiik kapasitede hesaplayici ile ¢ok hassas sonuglar elde edilebilmesi metodun en
belirgin avantajidir (Bert ve Malik, 1996; Sherbourne ve Pandey, 1991). Yiiksek sayida
diigim noktas1 kullanilan problemlerde agirlik katsayilarinin hesaplanmasindaki giigliikler ise
metodun goziiken tek dezavantajidir. Ancak metodun genellestirilmis diferansiyel quadrature
ve harmonik diferansiyel quadrature adiyla bilinen versiyonu bu giicliigii de ortadan
kaldirmistir (Liew,1999; Shu ve Richards, 1992).
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