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Bu ¢alisma, toprak suyunun doymamis bélgedeki hareketinin Modifiye
Kiibik B-Spline Diferansiyel Kuadratur yéntemi ile modellenmesi
tizerine kurulmustur. Toprak nemi hareketini tammlamak icin
hidrojeoloji alaninda siklikla kullanilan Richards denkleminin sayisal
¢oziimii irdelenmistir. Bu denklemde yer alan parametrelerin konum
tiirevlerini hesaplayabilmek icin diferansiyel kuadratur yontemi,
problemi zamanda ilerletebilmek icin 4. mertebeden Runge-Kutta
yéntemi kullanilmistir.  Gelistirilen modelin verdigi sonuglarin
dogrulugunun dlgiilebilmesi icin farkll sinir kosullarina sahip ti¢ 6rnek
uygulama ele alinmigstir. Elde edilen sonuglar mevcut analitik ve diger
sayisal yéntemlerin verdigi sonuglarla biiytik tutarlilik géstermektedir.
Etkili, basit, verimli, kolay uygulanabilir ve yiiksek dogrulukta sonug
veriyor olusu, ele alinan yéntemin bu tip problemlerin sayisal ¢6ziimii
icin uygun bir tercih olabilecegine isaret etmektedir.

Anahtar kelimeler: Richards denklemi, Diferansiyel kuadratur,
Modifiye kiibik b-spline

Abstract

This study focuses on modelling moisture movement in the unsaturated
soil zone with the use of the Modified Cubic B-Spline Differential
Quadrature method. The numerical solution of the Richards Equation,
which is commonly used in the field of hydrogeology for describing soil
moisture movement, was investigated. The differential quadrature
method was employed to evaluate the spatial derivatives of the equation
variables, and the 4" order Runge-Kutta Method was used to march the
solution in time. To verify the accuracy of the developed model, three
test cases having different boundary conditions were taken into
consideration. The retrieved results are seen to be in good agreement
with the values provided by the analytical and other available
numerical techniques. On account of its simplicity, efficiency and high
accuracy, this method can be an appropriate option for the numerical
solution of this type of problems.

Keywords: Richards equation, Differential quadrature, Modified
cubic b-spline

1 Giris

Suyun sirdiriilebilir bir sekilde kullanilmasinin 6neminin
arttigl gilinlimiizde, topraga sizan suyun yercekimi etkisi ile
yeralt1 su tablasina dogru hareketinin modellenmesi, bir¢cok
doga bilimi ve miihendislik alanini1 yakindan ilgilendiren bir
bashk haline gelmistir. Bu konuda yapilan ¢alismalar
Buckingham [1] ve Richards [2] tarafindan elde edilen yari
deneysel denklemlere dayanmaktadir. Richards denklemi,
suyun doymamis toprak bolgesindeki hareketini tanimlamak
icin elde edilen denklemler i¢inde en yaygin kullanilanidir. Bu
diferansiyel denklemin analitik yontemlerle ¢6ziimiine yonelik
cesitli calismalar yapilmistir [3]-[7]. Doymamis bdlgede,
hidrolik iletkenlik, hacimsel su igerigi ve toprak suyu basinci
gibi parametreler arasinda lineer olmayan bir iliskinin olmasi
ve toprak yapisindaki olasi heterojenlikler, problemin analitik
olarak ¢dziimiini zor kilmaktadir. Buna bagh olarak, énerilen
analitik ifadeler sadece sinirli 6zel durumlar i¢in gelistirilmis,
matematiksel olarak olduk¢a karmasik ¢éziimlerdir. Bu durum,
denklemin sayisal ¢6ziim teknikleri ile ele alinmasi geregini
dogurmustur. Sonlu farklar [8]-[12], sonlu elemanlar [13]-[15]
ve sonlu hacim [16]-[18] yontemleri problemin sayisal olarak
¢Ozlimii i¢in siklikla bagvurulan tekniklerdir.

Diferansiyel denklemlerin Diferansiyel Kuadratur yontemi ile
¢oziimiine yonelik ilk calisma Bellman ve dig. [19] tarafindan
yapilmistir. Bu yontem, ele alinan bir fonksiyonun herhangi bir
diigim noktasindaki tiirev degerlerinin, tim digim
noktalarindaki fonksiyon degerlerinin agirlikli toplami olarak

hesaplanmas1 esasina dayanmaktadir. Gerekli olan agirhk
katsayilarinin hesabi i¢in Legendre ve Lagranga polinomlari,
spline, radyal bazh veya harmonik fonksiyonlar gibi farkl tipte
baz fonksiyonlar kullanmilmistir [19]-[25].

Bu ¢alismada doymamis toprak bélgesindeki diisey yonlii nem
hareketi diferansiyel kudaratur yontemi ile modellenmistir.
Yontem uygulanirken baz fonksiyon olarak modifiye kiibik
B-spline fonksiyonlari tercih edilmistir. B-spline fonksiyonlari
parcali dizgiin egriler olusturan o6zel fonksiyonlardir. Bu
fonksiyonlar, ele alinan sistemi basit tridiagonal bir sisteme
indirgedigi icin hesaplama ytikiinii diger baz fonksiyonlara gore
oldukca hafifletir. Modifiye kiibik B-spline diferansiyel
kuadratur yontemi (MKBS-DKY) ilk olarak Arora ve Singh [26]
tarafindan 1 boyutlu Burgers denkleminin ¢6zimi igin
kullanilmistir. Sonraki stiregte MKBS-DKY, hiperbolik difiizyon
[27] reaksiyon-difiizyon [28], sine-Gordon [29] gibi farkl: tipte
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimii i¢in kullanilmistir.
Kolay uygulanabilir olusu, diisiik bellek depolama gereksinimi
ve yiiksek dogrulukta sonu¢ vermesi gibi avantajlara sahip
olmasi, yontemi diger geleneksel sayisal ¢dziim teknikleri
karsisinda giiglii bir alternatif olarak éne ¢ikarmaktadir.

2 Yontem

2.1 Richards denklemi

Topraga sizan suyun doymamis bolgedeki dikey hareketi
Richards [2] tarafindan su sekilde modellenmistir;
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Bu denklemde, 6 topraktaki hacimsel su igerigini, t zaman,
z ilgili noktanin kotunu, ¥ negatif degere sahip su basing
ylkiinii (emme basinci) ve K hacimsel su igerigine bagh olarak
degisen topragin hidrolik iletkenlik katsayisin1 temsil
etmektedir.

Doymamis boélgede hacimsel su igerigi, toprak su basimci ve
hidrolik iletkenlik parametreleri arasinda gii¢li bir iligki vardir.
Farkli toprak tipleri icin bu iliskiyi tanimlamaya yo6nelik cesitli
modeller gelistirilmistir [30]-[32]. Sekil 1'de temsili toprak
tipleri i¢cin van Genuchten [32] modeli ile elde edilen mutlak su
basing yiikii, hacimsel su igerigi ve hidrolik iletkenlik iliskisi
resmedilmistir.

(b)

10 10

f —&— Kum

| —&— Silt

t Kumiu Kil
10° 10 —— Silii Kil

Su basing yuka, [y| (cm)

0 01 0.2 03 04 05 10* 10" 0% 10° 10{ 10*
Hacimsel su icerigi, 6 Hidrolik iletkenlik, K (cm/gln)

Sekil 1: Farkli toprak tipleri icin hacimsel su igerigi, basing
yukii ve hidrolik iletkenlik iliskisi [32].

Denklem Hata! Basvuru kaynagi bulunamadi., 6zgiil nem
kapasitesi (C) olarak tanimlanan yeni bir parametre
kullanilarak, su sekilde yeniden diizenlenebilir;

op 8 . 0K
e _ 9 ¥

9K 2
at a2 o Tz 2)

Bu denklemde C, hacimsel su oraninin su basing yiikiine gore
diferansiyel degisimine esittir;

C—a‘9 3
= (3)

2.2 Modifiye kiibik B-Spline diferansiyel kuadratur
yontemi

Diferansiyel ~Kuadratur Yontemi herhangi bir u(x)
fonksiyonunun, x;, x, -+ xy olmak tlizere N ayrik noktada
birinci ve daha yiiksek mertebeden tilirevlerinin, bu
noktalardaki fonksiyon degerleri kullanilarak elde edilmesi
esasina dayanir. Buna gore fonksiyonun x; noktasindaki tiirevi
su sekilde ifade edilebilir;

N

A QNC)
= > APy 4)

X=X j=1

6u(r)
0x

Bu denklemde r tiirevin mertebesini, [A("”] ise tercih edilen baz
fonksiyonlarina gore olusturulan katsayr matrisini temsil
etmektedir. Bu yontem {izerine calismis olan arastirmacilar
farkli tipte baz fonksiyonlarindan yararlanmistir. Bunlar
arasinda, Kiibik B-spline fonksiyonlar1 diizgiin davranis
gosterdigi ve kolay uygulanabilir oldugu i¢in siklikla kullanilan

fonksiyonlardandir. Kiibik B-spline baz fonksiyonlar
belirlenen diigiim noktalarina gore su sekilde ifade edilebilir;

(x = x-2)% Xy S X <X
(x —x;-2)% —4(x —x;-1)3, %1 Sx<x
i) = ﬁ4 (g2 =203 —4(x41 — )%, x;<x<x4;  (5)
IL (42 —%)°, Xit1 S X < Xj4z
0, aksidurumda

Bu denklemde h ardisitk iki nokta arasindaki mesafeyi
vermektedir. Bu fonksiyonlarin bir diigiim noktasinda (x = x;)
alacag sayisal deger soyle gosterilebilir;

1, i=j+1
L4 i=j .
.Bl.(xj)_ 1' l':j_l ()

0, aksidurumda

Benzer sekilde, fonksiyonlarin x; diigtim noktasinda birinci
tlirevi su sekilde olacaktir;

3/h, i=j+1
1 . .
gy =1-3/n,  i=j-1 7
0, aksi durumda

Olusturulacak denklem sisteminin kdsegen olarak baskin bir
karaktere sahip olabilmesi i¢in, Arora ve Singh [26]
fonksiyonlari yeniden diizenleyerek Denklem
Hata! Basvuru kaynagi bulunamadi. ile verilen modifiye
kiibik b-spline baz fonksiyonlarini elde etmistir. Kosegen
olarak baskin olan sistem, tekil olmayan, tersinir bir sistemdir
ve bu 6zellik sistemin kararlilig icin 6nem tegkil etmektedir.

Br(x) = By (x) + 2B, (x)
B2(x) = B2 (x) = Bo (%)
Bi(x) =pi(x), i=3,,N—2 (8)
Br-1(x) = By-1(x) = By+1(x)
Bn(x) = By (%) + 2By 11 (x)
Modifiye baz fonksiyonlarinin ve bunlarin birinci tiirevlerinin

diigiim noktalarindaki sayisal degerleri arasindaki iliski
asagidaki gibidir;

N
BP =D AP fa ©
k=1

Bu denklemde f;; = Bi(x;) ve El.(jl) =,[§L.(1)(x]-)'dir. Denklem

Hata! Basvuru kaynagi bulunamadi., matris formunda su
sekilde ifade edilebilir;

[AD]" =[] [BW] (10)

Burada, []7 matris transpoz islemini temsil etmektedir. [§] ve
[M)] matrisleri ise su sekilde yazilabilir;

6 1
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[B]=|

|

|
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|

4 1 0
1 4 0
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Denklem Hata! Basvuru kaynagi bulunamadi. ile elde edilen

[A™] matrisi, denklem Hata! Basvuru kaynagi bulunamadi.
‘te yerine konularak u(x) fonksiyonun diiglim noktalarindaki
birinci tiirev degeri yaklasik olarak hesaplanabilir. Daha yiiksek
mertebeden tiirevlerin hesabu i¢in gerekli [A(7] katsay1 matrisi
asagidaki gibi hesaplanabilir [33];

( (r-1)
1) ,(r-1 ij .
IT AEJ)AElr ) x]fx 1 ?'—']
AT = L
ij = n (13)
r) P
L~ 2 A =
Jj=1, j#i

2.3 MKBS-DKY’nin Richards denklemi i¢in uygulanisi

Doymamis boélgede su basing yiikliniin zamana gore degisimi,
Denklem Hata! Bagvuru kaynagi bulunamadi.’de de verildigi
gibi, basing yiikiiniin kendisine, hidrolik iletkenlige ve 6zgiil
nem kapasitesine baglh bir fonksiyon olarak ifade edilebilir;

oy
¢ = f. K@), C(¥)}

1 0% 0K oy
=cllz e, GtV

(14)

Denklem Hata! Basvuru kaynagi bulunamadi.’te verilen
diferansiyel denklemin MKBS-DKY ydntemi ile niimerik olarak
¢6ziimi i¢in, Denklem Hata! Basvuru kaynagi bulunamada.
ve Denklem Hata! Bagvuru kaynagi bulunamadi. ile secilen
diigim noktalarinin konum degerlerine baglh diferansiyel
kuadratur katsay1 matrisleri [A®]ve [A@®] olusturulur ve bu
matrisler kullanilarak esitligin sag tarafi su sekilde yaklasik
olarak hesaplanir;

f, K, C} = [My][¥] + [Mo] (15)
Bu denklemde,

[My] = {diag([C]}™ X

(diag(KDA®)] + diag(O)kpla0yy 1

ve
[Mo] = {diag([CD} ' [AV][K] (17)
N tane digim noktasi icin, Denklem
Hata! Basvuru kaynagi bulunamadi. ve

Hata! Bagvuru kaynagi bulunamadi.’de yer alan, [¥], [K] ve
[C] boyutlart N x 1 olan sitin vektorleridir. diag]...]
operatorii ise kosegeni [..] vektoriine esit olan N X N
boyutunda bir kdsegen matris verir.

Coziimii zamanda ilerletebilmek i¢in 4. mertebeden Runge-
Kutta metodundan yararlanilabilir;

k+1 — .k
=Pk +
v 6

(18)

ky = Atf " + k3, KQ* + k3), C@p¥ + k3)}

Burada, At zaman adim biiytkliigiini, k {ist simgesi ise hangi
zaman adiminda bulunuldugunu géstermektedir. Zamanda bu
sekilde ilerlerken her adimda sinir kosullarinin uygulanmasi
gerekir. Bir diiglim noktasi i¢in Dirichlet tipi sinir kosulu
tanimlanmigsa, belirlenmis olan basing¢ yiikii degeri her bir
zaman adiminda dogrudan o noktaya atanir. Bunun yani sira,
bir sinir diigiim noktasi icin Neumann tipi (fluks tipi) sinir
kosulu da asagidaki gibi uygulanabilir;

d
a0 = K)o+ 1) (20)

Bu denklemde g zaman ve/veya konuma bagl sizma hizim
ifade etmektedir. Boyle bir sinir kosulunun i indisli bir diigiim
noktasi i¢cin uygulanmasi durumunda, o noktanin k zaman
adimindaki yiik degeri su sekilde hesaplanabilir;

N

1 z;, tk
V=" ——EE 1,}—1)) —1- Y aQut) e
ii t j=1, i#j

Yontemi zamanda ilerletmek icin kullanilan 4. Mertebeden
Runge Kutta yontemi belirli kosullar altinda kararl ¢6ziimler
verir. Yontemin kararliligy, Denklem
Hata! Basvuru kaynagi bulunamadi.’da verilen [M1] katsay1
matrisinin 6z degerlerine (1) ve zaman adim biiytikliigiine (At)
baghdir. Sistemin kararli olabilmesi i¢in, Re(A) ve Sa(d)
herhangi bir 6z degerin reel ve sanal bilesenleri olmak iizere,
AtA Sekil 2’de verilen bolge icinde kalmalidir [34].

4

3+

AtSa(k)

Kararsiz

-4

-3 -25 -2 -1.5 05 1] 05 1

-
AtRe(%)
Sekil 2: 4. merteben Runge-Kutta Yontemi icin kararlilik

bolgesi.

3 Sonuclar

3.1 Ornekuygulama 1

ik 6rnek uygulamada, derinligi 50 cm olan bir topraktaki nem
hareketi ele alinmistir. Baslangi¢ kosulu olarak topragin en iist
kesitinde -120 cm olarak tanimlamis basing yiikii dogrusal
olarak artarak en alt kesitte -70 cm’ye ulagmaktadir. Sabit
3.4x10-6 cm/s’lik sizma miktari Gist sinir kosuly, -70 cm’lik sabit
basing yiki alt sinir kosulu olarak belirlenmistir. Niimerik
model icin Az=5 cm olacak sekilde esit aralikli 11 nokta
kullanilmistir. Simiilasyon siiresi 400 sa. ve zamanda ilerlemek
icin kullanilacak adim biiyiikligi 10 s. olarak belirlenmistir.
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Problem geometrisi, baslangic ve sinir kosullar1 Sekil 3’te
verilmistir.

z Sinir Kosulu
q,,.,=34x10cm/s
z=0 '
AZ =5cm Bagslangi¢ kosulu
T Y socz<0, 120 = (_120 - Z) cm
z=-50cm

Sinir Kosulu

=-70cm

2=-50, t>0

v

Sekil 3: Ornek uygulama 1’e ait problem geometrisi, baglangig
ve sinir kosullari.

Basing yiikii, toprak nemi ve hidrolik iletkenlik arasindaki
iliskiyi tanimlayabilmek i¢in Brooks-Corey [30] modelinden
yararlanilmistir. Bu model su sekilde ifade edilebilir.

— 9r+(95_9r)(a|1/)|)_n Pp<-1/a
o={%, By
K = Ky (alp[)~@+ni+zn (23)
€ =n(6s = 6)a " ! (24)

bu denklemlerde, 85 doygun hacimsel su igerigini, 8, kalic1 su
icerigini, K; doygun hidrolik iletkenlik degerini ifade
etmektedir.a, n ve [ toprak tipine bagli model parametreleridir.
Simiilasyonu gergeklestirmek icin kullanilan ve Tablo 1'de
verilmis olan toprak parametreleri, Zhu ve Mohanty [35]
tarafindan yapilmis ¢alismadan alinmigtir.

Tablo 1: Ornek uygulama 1 i¢in kullanilan parametre
degerleri.

K, cm/s a, cm-l n l 0, 0,
3.4x104 0.022 1.456 0.5 0.065 041
Sekil 4 basing ytkiiniin derinlikle zamana bagh olarak nasil

degistigini gostermektedir. 400 sa.lik test siiresi sonunda
sistemin kararli hale geldigi goriilmektedir.

z (cm)

50 " " N
-120 -110 -100 -80 -70

v iom)

Sekil 4: Ornek uygulama 1 i¢in su basing yiikiiniin derinlik ve
zamana gore degisimi.

Bu tip sinir kosullarina sahip sizma problemlerinin kararh
haldeki ¢6ziimii i¢in Zhu ve Mohanty [35] analitik bir yontem
onermistir. MKBS-DKY ile elde edilmis sonuclar bu analitik
¢ozlim ile kiyaslanmistir. Ele alinan problem Sonlu Elemanlar
Yontemi (SEY) tabanli Hydrus-1D [36] programi ve bunun yani
sira Polinom bazli Diferansiyel Kuadratur Yontemi (P-DKY) ile
tekrar ¢6ziilmiistiir. En sik kullanilan Diferansiyel Kuadratur
yontemlerinden biri olan P-DKY uygulamalarinda baz
fonksiyonu olarak Lagrange polinomlarindan
yararlanilmaktadir [33]. Analitik ve niimerik yontemler ile elde
kararli durumdaki derinlik-basing yiikii degerleri Tablo 2’'de
verilmistir.

Tablo 2: Ornek uygulama 1 i¢in analitik ve sayisal yéntemlerle
hesaplanan basing yiikii degerleri.

Y (cm)

Analitik MKBS- SEY
z (cm) Cozim DKY (Hydrus-1D) P-DKY
0 -98.243 -98.035 -99.587 -98.256
-5 -96.972 -96.793 -98.237 -96.987
-10 -95.406 -95.262 -96.720 -95.422
-15 -93.507 -93.396 -94.940 -93.523
-20 -91.243 -91.161 -92.595 -91.258
-25 -88.594 -88.535 -89.644 -88.607
-30 -85.556 -85.516 -86.252 -85.566
-35 -82.142 -82.117 -82.548 -82.149
-40 -78.382 -78.367 -78.619 -78.387
-45 -74.319 -74.314 -74.452 -74.321
-50 -70.000 -70.000 -70.000 -70.000

Ele alinan niimerik yontemlerin tahmin performansinin
belirlenebilmesi i¢in hata 6lgiitii olarak normalize edilmis
ortalama karesel hatanin karekoki (NOKHK) kullanilmistir.
NOKHK su sekilde hesaplanabilir;

N
1 1
NOKHK = Nz(yi —9)? (25)
i=1

Ymaks — Ymin

Bu ifadede y ve § sirasi ile kiyaslanan parametrenin gergek
(analitik) ve yaklasik (sayisal) degerini, ymex Ve Vmin bu
parametrenin maksimum ve minimum degerini, ve N
kiyaslama yapilan nokta sayisini temsil etmektedir.

Kullanilan diigiim noktas1 sayisinin ¢oziime etkisinin
irdelenebilmesi i¢in Az =10, 2, 1 ve 0.5 cm olacak sekilde farkl
¢ozlnirlik degerleri icin deneyler tekrarlanmistir. Tim bu
deneyler sonunda elde edilen kararli haldeki basing ytikii
dagilimi tahminleri analitik ¢6ziim ile kiyaslanmis, elde edilen
NOKHK degerleri Tablo 3’te sunulmustur.

Kii¢iik NOKHK degerleri, Diferansiyel Kuadratur yontemlerinin
(MKBS-DKY ve P-DKY), Sonlu Farklar Yontemine (SEY) gore
daha dogru sonug¢ verdigini gostermektedir. Az nokta
kullanildiginda (Az=5 cm ve Az=10 cm i¢in), P-DKY'nin MKBS-
DKY’ne gore daha iyi sonug verdigi goriilmektedir. Fakat nokta
sayisinin artmasi (Az'nin kigiilmesi) P-DKY ¢6zlimiiniin
kararsiz hale gelmesine ve ydntemin sonu¢ vermemesine
neden olmaktadir. P-DKY'nin global karakteri, baska bir
ifadeyle herhangi bir noktada tiirevler hesaplanirken diger tiim
noktalardaki bilginin kullaniliyor olmasi, nokta sayisi arttikca
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stabilite problemine neden olabilmektedir [33]. Buna karsilik
MKBS-DKY, nokta sayisinin yiiksek oldugu deneylerde de
kararliligini korumus ve yiiksek dogrulukta sonug vermistir. Bu
durum, 6zellikle yiiksek ¢oziniirliik gerektiren problemlerin
¢oziimiinde MKBS-DKY kullanimini avantajli kilmaktadir.
Ozetle, MKBS-DKY’nin kararh dogas1 ve dogru sonu¢ verme
kapasitesi yontemin mevcut sayisal metotlara iyi bir alternatif
olusturabilecegini gdstermektedir.

Tablo 3: Ornek uygulama 1'de kullanilan sayisal yontemler
icin diigiim say1s1 NOKHK iligkisi

NOKHK
Az (cm) MKBS-DKY (Hy dsrl:?s(-lD) P-DKY
10 0.0116 0.0439 0.0100
5 0.0051 0.0352 0.0004
0.0018 0.0328 Kararsiz
1 0.0007 0.0324 Kararsiz
0.5 0.0002 0.0323 Kararsiz

3.2 Ornek Uygulama 2

ikinci 6rnek uygulama icin Haverkamp ve dig. [31] tarafindan
tasarlanmis problem tizerinde calisilmistir. Baslangic kosulu
olarak topragin kuru oldugu kabulii yapilarak basing yiiki her
noktada -61.5 cm’e esitlenmistir. Her iki sinir icin de Dirichlet
tipi sinir kosulu tanimlanmis olup test siiresince basing yiiki
ist sinirda -20.7 cm, alt sinirda -61.5 cm olarak sabitlenmistir.
Baslangig ve sinir kosullar Sekil 5'te gosterilmistir.

z Sinir Kosulu
T W‘z:o‘ o —20.7cm

z=0

Baslangic kosulu
=-61.5cm

v ~100<2<0, t=0

z=-100cm

Sinir Kosulu
=-61.5cm

2=-100, t>0

v

Sekil 5: Ornek uygulama 2’ye ait problem geometrisi, baslangi¢
ve sinir kogullari.

Hidrolik iletkenlik, hacimsel nem icerigi ve 0zgiil nem
kapasitesinin tayini icin Haverkamp ve dig. [31] tarafindan
onerilen modelden yararlanilmistir;

0, — 6,
o) =w+9r (26)
u
K@) = KSW (27)
P (65 — 6,)Bp|F*
C = TPy 29

Bu denklemde ¢, 4, u ve § toprak ozelliklerine baghh model
parametreleridir. Uygulamada kullanilan parametreler
Tablo 4’te gosterilmistir [11].

Tablo 4: Ornek uygulama 2 igin kullanilan parametre

degerleri.
K, cm/s ) A B u Or 65
9.44x103  1.611x105 474 396  1.175x105 _ 0.075  0.287

Zaman adim biyiikligi 0.1 s. test siiresi 1 sa. olarak
belirlenmistir. Elde edilen basing¢ yiikii dagiliminin zamana
baglh degisimi Sekil 6a’da, bu basing yiikii degerlerinin Denklem
Hata! Basvuru kaynagi bulunamada. icinde kullanilmasi ile
hesaplanan nem hareketi ise Sekil 6b’de gosterilmektedir.

(a) (b)

%

z (cm)
1
3

z (cm)
1
3

t=1sa

-60 -40 -20 0.1 0.2 0.3
W (cm) (]

Sekil 6: Ornek uygulama 2 icin (a): Su basing yiikii ve
(b): Hacimsel su i¢eriginin derinlik ve zamana bagh degisimi.

Haverkamp ve dig. [31] bu problemi Philip [3] tarafindan
gelistirilen analitik yontemle ¢6zmiis, daha sonra Kumar [11]
ayn1 problemi numerik olarak Sonlu Farklar Yontemi (SFY) ile
tekrar ele almis, analitik ve niimerik olarak elde edilmis toprak
nemi degerlerini bu ¢alismasinda sayisal olarak sunmustur.
0.2 ve 0.8'inci saniyelerde analitik, SFY ve MKBS-DKY
yontemleri ile elde edilen toprak nemi degerleri Tablo 5'te
sunulmustur. Elde edilen degerlerin birbirine ¢ok yakin oldugu
gorilmektedir. Buna bagh olarak, MKBS-DKY i¢in hesaplanan
NOKHK degerinin, SFY i¢in elde edilenle ayn1 oranda kiigiik
olmasi, MKBS-DKY yénteminin yiiksek dogrulukta sonu¢ verme
konusundaki rekabet giiclinii gdstermektedir.

3.3 Ornek Uygulama 3

Uciincii 6rnek uygulamada iist katmam lem, (loam) orta
katmanu silt-lem (silt-loam) ve alt katmamn kil-lem (clay-loam)
tipi topraktan olusan toplam 30 cm kalinliginda heterojen bir
sitem ele alinmistir. Baslangi¢ kosulu olarak tiim noktalarda
basing yiikii -100 cm olarak belirlenmistir. Topragmn iist
kesitinde basing yiikii sabit -20 cm olacak sekilde Dirichlet tipi,
alt kesitte ise Neumann tipi siir kosullar1 tanimlanmistir.
Problem geometrisi, sinir ve baslangi¢ kosullar1 Sekil 7’de
6zetlenmistir.

Bu uygulamada akim parametrelerinin hesabi icin van
Genuchten [32] tarafindan onerilen model kullanilmistir. Bu
modele gore;

o(p) = — 02— 9’)m +6, (29)

[1+[ap|"]

k=[S {1 |- (i__?)um]m}z (30)
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0, — 6, Tablo 6: Ornek uygulama 3 i¢in kullanilan toprak tiplerine ait
CW) = amnW layp|™ 1 (31) parametreler.
Bu denklemde « ve n toprak ozelliklerine bagli model Lem Silt-Lem Kil-Lem
parametreleridir ve m=1-1/n seklinde hesaplanir. 0, 0.078 0.067 0.095
Uygulamada kllllla.ml.an toprak tiplerine ait parametre degerleri 0, 0.43 0.45 041
Tablo 6’da verilmistir [36].
a . . .

Sayisal ¢6ziim i¢in Az=1cm olacak sekilde 31 diigtim noktasi (cm) 0.036 0.02 0.019
kullanilmigtir. At=0.01 sa alinarak 15 sa.lik simiilasyon n 1.56 141 131
gerceklestirilmistir. Problemin ¢6zlimii i¢in kullanilabilecek bir K (cm/giin) 24.96 10.8 6.24

analitik yontem bulunmadigindan elde edilen sonuglar SEY
tabanli Hydrus-1D yazilimi ile bulunanlarla kiyaslanmistir.
Basing yiikiinlin zamana baghh olarak degimi Sekil 8'de
resmedilmistir.

Tablo 5: Ornek uygulama 2 icin iki farkli zamanda analitik ve
sayisal tekniklerle elde edilmis kot-hacimsel su igerigi

degerleri.
t=02sa 0

z(cm) Analitik SFY MKBS-DKY
-18 0.2506 0.248583 0.249783
-19 0.2451 0.244049 0.24542
-20 0.2395 0.238042 0.239633
-21 0.232 0.229922 0.231793
-22 0.2201 0.21878 0.220978
-23 0.2038 0.203499 0.205985
-24 0.1806 0.183346 0.185811
-25 0.1567 0.15615 0.161268
-26 0.1332 0.13689 0.136911
-27 0.1172 0.119994 0.118693
-28 0.1109 0.109876 0.108309
-29 0.1047 0.104615 0.103383

NOKHK 0.0114 0.0153

t = 08sa 0

z(cm) Analitik SFY MKBS-DKY
-66 0.249 0.248422 0.251449
-67 0.2448 0.244585 0.248243
-68 0.2406 0.239649 0.244156
-69 0.2364 0.233195 0.238855
-70 0.2286 0.224639 0.231862
-71 0.2198 0.213216 0.222502
-72 0.2063 0.198131 0.209908
-73 0.1891 0.179147 0.193246
-74 0.1686 0.157722 0.172522
-75 0.1482 0.137451 0.149939
-76 0.1305 0.121852 0.129901
-77 0.1165 0.111818 0.115829
-78 0.1072 0.106105 0.107697

NOKHK 0.0396 0.0169

7 Sinir kosulu
T '//‘z:o‘ 0 —20cm
0

=

Lem
z=-10cm
Baslangig Kosulu
Silt-Lem
(//‘730<z<0‘ =0 — —100 cm
z=-20cm
Kil-Lem
z=-30cm
Sinir kosulu
0
d 0o
62 z=-30, t>0

Sekil 7: Ornek uygulama 3’e ait problem geometrisi, baslangic
ve sinir kosullart.

5+

20+

-30

Sekil 8: Ornek uygulama 3 icin su basing yiikiiniin derinlik ve
zamana bagli degisimi.

15 sa.lik siire sonunda elde edilen basing degerleri Tablo 7’de
verilmistir. MKBS-DKY ve SEY ile elde edilen sonuglarin
birbirine ¢ok yakin oldugu goériilmektedir. Bu bulgular énerilen
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yontemin heterojen yapiya sahip topraklar igin de
uygulanabilirligini gostermektedir.

Tablo 7: Ornek uygulama 3 i¢in 15 sa.’lik simiilasyon siiresi
sonunda sayisal yontemlerle hesaplanan su basing yiikii

dagilimi.
¥ (cm) i (cm)
z(cm) MKBS-DKY SEY z(cm) MKBS-DKY  SEY
-1 -20.07 -20.08 -16 -23.65 -24.51
-2 -20.15 -20.17 -17 -24.06 -25.10
-3 -20.24 -20.26 -18 -24.43 -25.66
-4 -20.32 -20.35 -19 -24.67 -26.18
-5 -20.40 -20.45 -20 -25.47 -27.26
-6 -20.47 -20.53 -21 -28.87 -30.05
-7 -20.53 -20.61 -22 -32.00 -33.18
-8 -20.57 -20.68 -23 -35.60 -36.62
-9 -20.57 -20.73 -24 -39.49 -40.35
-10 -20.75 -20.96 -25 -43.61 -44.26
-11 -21.28 -21.51 -26 -47.75 -48.21
-12 -21.76 -22.08 -27 -51.60 -51.97
-13 -22.25 -22.67 -28 -54.73 -55.12
-14 -22.73 -23.27 -29 -56.64 -57.28

-15 -23.20 -23.89 -30 -56.98 -58.07

4 Tartisma

Bu ¢alismada suyun doymamis toprak boélgesindeki bir boyutlu
hareketi MKBS-DKY yontemi ile sayisal olarak modellenmistir.
Problemi zamanda ilerletebilmek icin 4. mertebeden Runge-
Kutta yonteminden yararlanilmistir. Yontemin giivenilirligi,
kararliligl ve dogrulugu, farkl hidrolik iletkenlik modellerinin
ve farkli sinir kosullarinin kullanildigi ii¢ ayr1 uygulama 6rnegi
ile test edilmistir. Brooks-Corey ve Haverkamp modellerinin
kullanildigi ilk iki 6rnek problemin ¢6zilimii i¢in literatiirde yer
alan analitik yontemlerden faydalanilmis, MKBS-DKY ile elde
edilen yaklasik degerler, bu analitik yontemlerin verdigi gercek
degerler ile kiyaslanmis MKBS-DKY’'nin yiiksek dogrulukta
sonug verdigi gorilmistir.

ilk 6rnek problem, bu tip hidrodinamik sistemlerin sayisal
¢oziimiinde siklikla kullanilan SEY ve diferansiyel kuadratur
yontemlerinin en bilineni P-DKY ile de ¢6ziilmiis, farkl sayida
diigim noktalar1 alinarak deneyler tekrarlanmis, model
¢oziinilirligiiniin sonuglarin dogruluguna etkisi aragtirilmistir.
Analitik  ve  sayisal  ¢ozlimler arasindaki  farkin
degerlendirilebilmesi i¢cin NOKHK hata o6l¢itii kullanilmistir.
NOKHK degerleri goz 6niine alindiginda, kullanilan diferansiyel
kuadratur yontemlerinin SEY’e gore daha dogru sonug verdigi
goriilmektedir. Az sayida nokta kullanildiginda P-DKY'nin,
MKBS-DKY’ye gore daha iyi sonug verdigi, ancak diigiim sayisi
arttikca P-DKY stabilite problemi yasarken, MKBS-DKY’nin
kararhiigini korudugu tespit edilmistir. Bu durum, ¢ok sayida
diigiim noktas1 gerektiren kompleks problemlerde MKBS-DKY
kullanimimi avantajhi kilmaktadir. ikinci érnek uygulamada
MKBS-DKY ¢6zlimii literatiirden alinan SFY ¢6zlimii ve analitik
¢ozlim ile karsilastirilmis, her iki niimerik yontemin verdigi
sonuclar icin hesaplanan NOKHK degerleri birbirine ¢ok yakin
cikmistir. Bu bulgular, MKBS-DKY'nin en sik kullanilan

yontemlerden biri olan SFY ile dogru sonug verme noktasinda
rekabet giiciinii ortaya koymaktadir. Son 6rnek uygulamada ti¢
farkli toprak katmanindan olusan heterojen bir sistem alinmus,
hidrolik parametrelerin tayini i¢in van Genuchten modelinden
yararlanilmistir. MKBS-DKY ile elde edilen degerlerin, SEY
tabanli Hydrus-1D programi ile hesaplananlarla bire bir
ortistiigi gortilmistir. Bu bulgular MKBS-DKY’nin heterojen
sistemler icin de kolaylikla uygulanabilir olusuna isaret
etmektedir. Kolay uygulanabilir bir yéntem olmasi, sahip
oldugu yiiksek hesaplama verimliligi, dogru ve giivenilir
sonuglar iretmesi, MKBS-DKY yontemini bu tip hidrojeoloji
problemlerinin sayisal ¢dzliimii i¢in cazip bir alternatif
kilmaktadir.

Bu ¢alisma, iki veya li¢ boyutlu geometriye sahip, zamana bagh
degisen smir kosullarinin gecgerli oldugu, vejetasyon gibi
parametrelerin de g6z 6niinde bulunduruldugu daha kapsaml
problemlerin MKBS-DKY ile ele alinabilecegi potansiyel
calismalara temel olugturabilmeyi amaclamaktadir.
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