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Özet 

Minkowski 3-uzayında null olmayan eğriler için Tzitzeica eğrisi olma şartı yeniden formülize 
edildi. Buna bağlı olarak null ve pseudo-null eğriler için de Tzitzeica eğrisi olma koşulu ifade 
edildi. Ayrıca; hiç bir null rektifiyan Tzitzeica eğrisi olmadığı, sabit burulmaya sahip hiç bir 
pseudo-null Tzitzeica eğrisi olmadığı ispatlanmıştır. 

1. Giriş 
Tzitzeica eğrisi; ilk olarak ünlü matematikçi Gheorghe Tzitzeica tarafından 1911 yılında  

𝜏
𝑑!

= 𝑠𝑏𝑡 

özelliğini sağlayan yeni bir uzay eğri sınıfı olarak tanımlanmıştır [1]. Burada 𝜏; eğrinin burulma fonksiyonu olup 𝑑! 
ise eğrinin oskülatör düzleminin orjine olan uzaklığının karesidir ve 𝜏 𝑑! değeri sıfırdan farklı bir sabittir. Bu eğriler 
afin değişmez geometrik objelerin bilinen ilk örneklerindendir ve afin diferansiyel geometrinin temelini teşkil 
ederler. Bu sebepten Tzitzeica eğrileri üzerine pek çok çalışma mevcuttur [2]. 

Karacan ve Bükcü 2009’ daki bu çalışmalarında 𝐸!!’ te eliptik silindirik Tzitzeica eğrileri bir harmonik 
denklemin çözümüne bağlı olarak elde etmiştir. Ayrıca bir eğrinin spacelike, timelike veya null eliptik silindirik 
Tzitzeica eğrisi olma koşulları verilmiştir [3]. 

İlarslan ve Nesovic 2008’ deki bu çalışmalarında asli normali N olmak üzere pozisyon vektörü 𝑁! ortogonal 
hiperdüzleminde yatan eğriler olarak 𝐸!’ teki rektifiyan eğrileri tanımlamıştır. Bunun yanında 𝐸!’ teki rektifiyan 
eğrilerin eğrilik fonksiyonları yardımıyla karakterizasyonu yapılmıştır [4]. 

İlarslan 2005’ teki bu çalışmasında 𝐸!!’ te spacelike, timelike ve null asli normale sahip spacelike normal 
eğrilerin bazı karakterizasyonunu vermiştir [5]. 

Chen 2003’ teki bu makalesinde 3 boyutlu Öklid uzayında normal eğriler yani pozisyon vektörleri normal 
düzlemlerinde yatan eğrilerin küresel eğriler olduğu söylemiştir. Bununla birlikte 𝐸!’ te rektifiyan eğrilerin 
karakterizasyonu incelenmiştir [6]. 

Grabovic ve Nesovic 2012’ deki bu çalışmalarında 𝐸!!’ te bazı özel spacelike rektifiyan eğriler üzerinde 
çalışmıştır. Bu eğrilerin spacelike, timelike ve null düzlemlere izdüşümleri birer normal eğridir [7]. 

Crasmareanu 2002’ deki bu çalışmasında 𝐸!’ te Tzitzeica koşulunu sağlayan eliptik ve hiperbolik silindirik 
eğriler harmonik denklemin çözümüne bağlı olarak ifade etmiştir [3,8]. 

Constantinescu ve Crasmareanu 2011’ deki bu çalışmalarında ℝ!’ de Tzitzeica hiperyüzeylerinin parametrik, 
açık ve kapalı denklemlerinin üçü de elde etmiştir. Ayrıca 𝑅!’ te bazı Tzitzeica yüzeyi örnekleri verilmiştir [9]. 

Chen ve Dillen 2005’ teki bu çalışmalarında  𝐸!’ te rektifiyan eğrilerin bazı geometrik özellikleri vermiştir 
[10]. 
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 Bobe ve arkadaşları 2012’ deki bu çalışmalarında 𝐸!!’ te ve Öklid 3 uzayında Tzitzeica eğri ve yüzeyleri 
merkez afin değişmezleri bakımından incelemiştir [11]. 

Bilici ve Çalışkan 2009’ daki bu çalışmalarında 𝐸!!’ te timelike binormale sahip spacelike eğrilerin involute 
eğrileri incelemiştir. Bu involutlerin spacelike ya da timelike binormale sahip birer spacelike eğri olduğu 
gösterilmiştir. İnvolute-evolute eğri çiftinin Frenet çatıları aralarındaki ilişki ve bu eğri çiftlerinin bazı yeni 
karakterizasyonu elde edilmiştir [12]. 

Bila 2012’ deki bu çalışmasında 𝐸!’ te Tzitzeica eğri denklemini bir lineer olmayan diferansiyel denklem 
olarak ele alıp Tzitzeica eğrilerini yeniden analiz etmiştir [13]. 

Balgetir ve arkadaşları 2004’ teki bu çalışmalarında 𝐸!!’ te null Bertrand eğrileri ve karakterizasyonları Cartan 
çatısı ile incelemiştir [14]. 

Bu çalışmada, Minkowski 3-uzayındaTzitzeica eğrileri ele alınmıştır. Tzitzeica olma şartı yeniden yorumlanıp 
null ve pseudo-null eğriler için tanımlanmıştır. Yeni elde edilen tanıma bağlı olarak hiç bir null rektifiyan Tzitzeica 
eğrisi olmadığı, sabit burulmaya sahip hiç bir pseudo-null Tzitzeica eğrisi olmadığı ispatlanmıştır. Ayrıca 
Minkowski 3-uzayında null ve pseudo-null eğrilerin burulma fonksiyonuna dair yeni sonuçlar elde edilmiştir. 

2.Minkowski 3-Uzayında Eğriler 
𝑢= 𝑢!, 𝑢!, 𝑢! , 𝑣= 𝑣!, 𝑣!, 𝑣! ∈ ℝ!  olmak üzere 

𝑢, 𝑣 ! = −𝑢!𝑣! + 𝑢!𝑣! + 𝑢!𝑣! 

ile tanımlanan çarpıma Lorentz çarpımı ve bu çarpım ile donatılmış ℝ𝟑  uzayına 3 boyutlu Lorentz (Minkowski) 
uzayı denir ve 𝐸!! ile gösterilir. Tanımı gereği bu çarpım pozitif tanımlı değildir. Bunun yerine bu çarpım 𝐸!!’deki 
vektörleri aşağıdaki gibi sınıflara ayırır. 𝑢= 𝑢!, 𝑢!, 𝑢! ∈ 𝐸!! olmak üzere  
 

i) 𝑢, 𝑢 ! > 0 veya (𝑢 = 0) ise 𝑢 vektörüne spacelike vektör 
 

ii) 𝑢, 𝑢 ! < 0 ise 𝑢 vektörüne timelike vektör 
 

iii) 𝑢, 𝑢 ! = 0 ise 𝑢 vektörüne lightlike (null) vektör 
 

 adı verilir. [15] 

Her 𝑢 ∈ 𝐸!!  için 𝑢 vektörünün normu 
𝑢 = 𝑢, 𝑢 !  

 
olarak tanımlanır. Eğer 𝑢, 𝑣 ! = 0 ise 𝑢 ve 𝑣 vektörleri diktir denir. Ayrıca her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸!! için   

𝑢, 𝑣 ! = −𝑢!𝑣! + 𝑢!𝑣! + 𝑢!𝑣!  = 𝑢!𝐼∗𝑣 

şeklinde yazılabilir. Burada    

𝐼∗ =
−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . 

𝛼: 𝐼 → 𝐸!!, ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 𝛼! 𝑠  vektörü timelike vektör ise 𝛼 eğrisine timelike eğri, ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 
𝛼! 𝑠 ,𝛼! 𝑠 ! = −1 ise 𝛼’ ya birim hızlı timelike eğri denir.  ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 𝛼! 𝑠  vektörü spacelike bir vektör ise 𝛼 

eğrisine spacelike eğri, ∀𝑠 ∈ 𝐼 için   𝛼! 𝑠 ,𝛼! 𝑠 ! = 1 ise 𝛼’ ya birim hızlı spacelike eğri adı verilir. 

𝛼: 𝐼 → 𝐸!!, ∀𝑠 ∈ 𝐼 için   𝛼! 𝑠 ,𝛼! 𝑠 ! = 0 ve   𝛼! 𝑠 ,𝛼! 𝑠 ! > 0 ise 𝛼 eğrisine null eğri, eğer 
  𝛼!! 𝑠 ,𝛼!! 𝑠 ! = 1 ise 𝛼’ ya pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null eğri denir. ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 
  𝛼! 𝑠 ,𝛼! 𝑠 ! > 0 ve   𝛼!! 𝑠 ,𝛼!! 𝑠 ! = 0 ise 𝛼 eğrisine pseudo-null eğri, eğer   𝛼! 𝑠 ,𝛼! 𝑠 ! = 1 ise 𝛼’ ya 

pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null eğri denir. [15] 
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 2.1. Null Olmayan Eğriler 
𝛼: 𝐼 → 𝐸!! birim hızlı bir timelike eğri olsun. 

𝑇 𝑠 = 𝛼! 𝑠  
vektörü 𝜶 eğrisinin birim teğet vektörüdür. 

𝑇! 𝑠 = 𝛼!! 𝑠  
vektörü 𝑇 𝑠 ’ e dik olup  

𝑁 𝑠 =
𝛼!! 𝑠

𝛼!! 𝑠 ,𝛼!! 𝑠 !
  =

𝛼!! 𝑠
𝛼!! 𝑠

 

vektörü 𝛼 eğrisinin asli normal vektörüdür. Son olarak  

𝐵 𝑠 = 𝑇 𝑠 ×!𝑁 𝑠  
ise 𝛼 eğrisinin binormal vektörüdür. Burada 𝛼 eğrisinin eğriliği ve burulma fonksiyonu 

𝜅 𝑠 = 𝛼!! 𝑠 ,𝛼!! 𝑠 ! 

𝜏 𝑠 = 𝑁! 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! 
ile tanımlanır.  

Teorem 2.1.1. Birim hızlı timelike 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! eğrisinin Frenet vektör alanları 𝑇  ,𝑁,𝐵 olmak üzere Frenet 
formülleri aşağıda verildiği gibidir: 

𝑇! 𝑠
𝑁! 𝑠
𝐵! 𝑠

=
0 𝜅 𝑠 0

𝜅 𝑠 0 𝜏 𝑠
0 −𝜏 𝑠 0

  
𝑇 𝑠
𝑁 𝑠
𝐵 𝑠

. 

𝛼: 𝐼 → 𝐸!! birim hızlı bir spacelike eğri olsun. 𝑇 𝑠 = 𝛼! 𝑠  vektörü 𝛼 eğrisinin birim teğet vektörüdür. [16] 

𝑇 𝑠  spacelike olduğundan 𝑇′ 𝑠  spacelike ya da timelike olabilir. 

1.Durum: 𝑇′ 𝑠 = 𝛼!! 𝑠  spacelike ise; bu durumda 

𝜅 𝑠 = 𝑇′ 𝑠 = 𝛼!! 𝑠 ,𝛼!! 𝑠 ! 
olarak tanımlanır. 

𝑁 𝑠 =
𝑇′ 𝑠
𝜅 𝑠

 

eğrinin asli normali olup 
𝐵 𝑠 = 𝑇 𝑠 ×!𝑁 𝑠  

ise eğrinin binormal vektörüdür. Bu eğriler için burulma fonksiyonu 

𝜏 𝑠 = − 𝑁! 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! 
 olarak tanımlanır.  

Teorem 2.1.2. Birim hızlı spacelike 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! eğrisinin Frenet vektör alanları 𝑇  ,𝑁,𝐵 olmak üzere Frenet 
formülleri; 

𝑇! 𝑠
𝑁! 𝑠
𝐵! 𝑠

=
0 𝜅 𝑠 0

𝜅 𝑠 0 𝜏 𝑠
0 −𝜏 𝑠 0

  
𝑇 𝑠
𝑁 𝑠
𝐵 𝑠

 

olarak bulunur. [16] 
2.Durum: 𝑇′ 𝑠 = 𝛼!! 𝑠  timelike ise; bu durumda  

𝜅 𝑠 = − 𝑇! 𝑠 ,𝑇′ 𝑠 ! = − 𝛼!! 𝑠 ,𝛼!! 𝑠 ! 
olmak üzere normal vektörü  

𝑁 𝑠 =
𝑇′ 𝑠
𝜅 𝑠

 

şeklindedir. 
𝐵 𝑠 = 𝑇 𝑠 ×!𝑁 𝑠  
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 spacelike bir vektördür. Eğrinin burulması ise  𝜏 𝑠 = 𝑁! 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! olarak tanımlanır.  

Teorem 2.1.3. Birim hızlı spacelike 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! eğrisinin Frenet vektör alanları 𝑇  ,𝑁,𝐵 olmak üzere Frenet 
formülleri aşağıda verildiği gibidir: 

𝑇! 𝑠
𝑁! 𝑠
𝐵! 𝑠

=
0 𝜅 𝑠 0

𝜅 𝑠 0 𝜏 𝑠
0 −𝜏 𝑠 0

  
𝑇 𝑠
𝑁 𝑠
𝐵 𝑠

 

şeklindedir. [16] 

2.2. Pseudo Yay Uzunluğu Parametresine Göre Verilmiş Null Eğriler 

𝛼: 𝐼 → 𝐸!! pseudo yay uzunluğu parametresine gore verilmiş bir null eğri olsun. 

𝑇 𝑠 = 𝛼! 𝑠  
vektörü 𝛼 eğrisinin teğet vektörüdür. 

𝑁 𝑠 = 𝛼!! 𝑠  
olup spacelike vektördür. B binormal vektör alanı ise 𝛼 eğrisinin her 𝛼 𝑠  noktasında 𝑁 𝑠 ’ e dik olan tek null 
vektör alanıdır öyle ki 

𝑇 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! = 1 

dir. Burada 𝛼 doğru ise 𝜅 𝑠 = 0 ve diğer durumlarda 𝜅 𝑠 = 1’ dir. Ayrıca 𝜏 𝑠 = 𝑁! 𝑠 ,𝐵 𝑠 !’ dır. 

Teorem 2.2.1. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! pseudo yay uzunluğu parametresine gore verilmiş bir null eğri, 𝑇,𝑁,𝐵 Frenet vektör 
alanları olmak üzere 

𝑇! 𝑠
𝑁! 𝑠
𝐵! 𝑠

=
0 𝜅 𝑠 0
𝜏 𝑠 0 −𝜅 𝑠
0 −𝜏 𝑠 0

  
𝑇 𝑠
𝑁 𝑠
𝐵 𝑠

 

dir. Burada  
𝑇 𝑠 ,𝑇 𝑠 ! = 𝐵 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! = 𝑇 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! = 𝑁 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! = 0 

𝑁 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! = 𝑇 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! = 1 
olarak ifade edilir. [15] 

2.3. Pseudo Yay Uzunluğu Parametresine Göre Verilmiş Pseudo-Null Eğriler 

𝛼: 𝐼 → 𝐸!! pseudo yay uzunluğu parametresine gore verilmiş bir pseudo-null eğri olsun. 

𝑇 𝑠 = 𝛼! 𝑠  
vektörü 𝛼 eğrisinin teğet vektörüdür.  

𝑁 𝑠 = 𝛼!! 𝑠  
olup null vektördür. B binormal vektör alanı ise 𝛼 eğrisinin her 𝛼 𝑠  noktasında 𝑇 𝑠  spacelike vektörüne dik olan 
tek null vektör alanıdır öyle ki 

𝑁 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! = 1 
dir. Burada 𝛼 doğru ise 𝜅 𝑠 = 0 ve diğer durumlarda 𝜅 𝑠 = 1’ dir.  Ayrıca 𝜏 𝑠 = 𝑁! 𝑠 ,𝐵 𝑠 !.   

Teorem 2.3.1. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! pseudo yay uzunluğu parametresine gore verilmiş bir pseudo-null eğri, 𝑇,𝑁,𝐵 Frenet 
vektör alanları olmak üzere 

𝑇! 𝑠
𝑁! 𝑠
𝐵! 𝑠

=
0 𝜅 𝑠 0
0 𝜏 𝑠 0

−𝜅 𝑠 0 −𝜏 𝑠
  
𝑇 𝑠
𝑁 𝑠
𝐵 𝑠

 

dir.  Burada  
𝑁 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! = 𝐵 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! = 𝑇 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! = 𝑇 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! = 0 

𝑇 𝑠 ,𝑇 𝑠 ! = 𝑁 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! = 1 
olarak ifade edilir [15]. 

3.Tzitzeica Eğrileri 
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 Tanım 3.1. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! birim hızlı null olmayan bir eğri olmak üzere, her 𝑠 ∈ 𝐼 için 

𝜏 𝑠

𝑑 𝑠
! = 𝑐  (𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 𝑐 ≠ 0) 

ise 𝛼 eğrisine Tzitzeica eğrisi adı verilir. Burada 𝜏 𝑠 , 𝛼 eğrisinin 𝛼 𝑠  noktasındaki burulması; 𝑑 𝑠  ise 𝛼 eğrisinin 
𝛼 𝑠  noktasındaki oskülatör düzleminin orjine olan uzaklığıdır. 

Ayrıca !
!!
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olması koşuluna Tzitzeica eğrisi olma koşulu adı verilir [17]. 

Teorem 3.1. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! yay uzunluğu parametresine gore verilmiş null olmayan bir eğri olsun.  
𝛼 𝑠 = 𝑓! 𝑠 𝑇 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝑁 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝐵 𝑠  

olmak üzere  
𝜏 𝑠

𝑑 𝑠
! =

𝜏 𝑠

𝑓! 𝑠
! =

𝜏 𝑠
𝛼 𝑠 ,𝐵 𝑠 !

! 

dir. Burada 𝑓!, 𝑓!, 𝑓!: 𝐼 → ℝ diferansiyellenebilir fonksiyonlardır. 

İspat: 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! birim hızlı timelike bir eğri olduğundan;  

𝛼! 𝑠 = 𝑇 𝑠  
dir. Eşitliğinin türevi alınırsa 

𝛼!! 𝑠 = 𝜅 𝑠 𝑁 𝑠                                                                    (3.1.1. ) 
elde edilir. Buradan 

𝛼! 𝑠 ×!𝛼!! 𝑠 = 𝑇 𝑠 ×!𝜅 𝑠 𝑁 𝑠 = 𝜅 𝑠    𝑇 𝑠 ×!𝑁 𝑠 = 𝜅 𝑠 𝐵 𝑠  

bulunur. Ayrıca  

𝛼! 𝑠 ×!𝛼!! 𝑠 ! = 𝜅! 𝑠 𝐵 𝑠 ,𝐵 𝑠 ! = 𝜅! 𝑠  

dir. Diğer yandan (3.1.1.)’ in türevi alınırsa  

𝛼!!! 𝑠 = 𝜅! 𝑠 𝑁 𝑠 + 𝜅 𝑠 𝑁! 𝑠 = 𝜅! 𝑠 𝑇 𝑠 + 𝜅! 𝑠 𝑁 𝑠 +   𝜅 𝑠 𝜏 𝑠 𝐵 𝑠  

elde edilir. O halde  

𝛼! 𝑠 ×!𝛼!! 𝑠 ,𝛼!!! 𝑠 ! = 𝜅! 𝑠 𝜏 𝑠  
dir. Sonuç olarak 

𝜏 𝑠 =
𝛼! 𝑠 ×𝑳𝛼!! 𝑠 ,𝛼!!! 𝑠 !

𝛼! 𝑠 ×𝑳𝛼!! 𝑠 !  

bulunur. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! eğrisinin oskülatör düzleminin orjine olan uzaklığını 𝑑 𝑠  ile gösterirsek  

𝑑 𝑠
!
=

𝛼 𝑠 ,𝛼! 𝑠 ×𝑳𝛼!! 𝑠 !
!

𝛼! 𝑠 ×!𝛼!! 𝑠 !  

olduğundan  
𝜏 𝑠

𝑑 𝑠
! =

𝛼! 𝑠 ×𝑳𝛼!! 𝑠 ,𝛼!!! 𝑠 !

𝛼 𝑠 ,𝛼! 𝑠 ×𝑳𝛼!! 𝑠 !
! =

𝜏 𝑠

𝑓! 𝑠
! 

bulunur. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! yay uzunluğu parametresine gore verilmiş bir spacelike eğrisi için de ispat benzer şekildedir. 

Sonuç 3.1. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! yay uzunluğu parametresine gore verilmiş null olmayan bir eğrinin Tzitzeica eğrisi olma 
koşulu olan  ! !

! !
! = 𝑠𝑏𝑡 koşulu yerine 

𝜏 𝑠
𝛼 𝑠 ,𝐵 𝑠 !

! = 𝑠𝑏𝑡 

olma koşulu alınabilir. 

Teorem 3.2. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! pseudo yay uzunluğu parametresine gore verilmiş bir null eğri olsun öyle ki   
𝛼 𝑠 = 𝑓! 𝑠 𝑇 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝑁 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝐵 𝑠  

şeklinde verilsin. 𝛼 eğrisinin Tzitzeica eğrisi olma şartı   
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 𝜏 𝑠
𝛼 𝑠 ,𝑇 𝑠 !

! = 𝑠𝑏𝑡 

olmasıdır. 
İspat:   𝑓! 𝑠 = 𝛼 𝑠 ,𝑇 𝑠 !  olduğundan  açıkça  görülür.  

Teorem 3.3. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! pseudo yay uzunluğu parametresine gore verilmiş bir pseudo-null eğri olsun öyle ki   
𝛼 𝑠 = 𝑓! 𝑠 𝑇 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝑁 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝐵 𝑠   

şeklinde verilsin. 𝛼 eğrisinin Tzitzeica eğrisi olma şartı   
𝜏 𝑠

𝛼 𝑠 ,𝑁 𝑠 !
! = 𝑠𝑏𝑡 

olması şeklinde de ifade edilebilir. 

İspat: 𝑓! 𝑠 = 𝛼 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! olduğundan açıkça görülür. 

Teorem 3.4. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! pseudo yay uzunluğu parametresine gore verilmiş sabit burulmaya sahip null bir eğri 
olmak üzere 𝛼 eğrisi Tzitzeica eğrisi ise 𝛼 rektifiyandır. 

İspat: 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! null bir eğri, 𝜏 𝑠 = 𝑠𝑏𝑡 ve Tzitzeica eğrisi olsun. Bu durumda Teorem 3.2. gereğince 
𝜏 𝑠

𝑓! 𝑠
! =

𝜏 𝑠
𝛼 𝑠 ,𝑇 𝑠 !

! = 𝑐  (𝑠𝑏𝑡) 

olmalıdır. 𝜏 𝑠  sabit olduğuna göre 𝛼 𝑠 ,𝑇 𝑠 ! değeri sabittir. O halde 𝛼 eğrisinin rektifiyan olduğunu 
göstermeliyiz. 

𝛼 𝑠 = 𝑓! 𝑠 𝑇 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝑁 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝐵 𝑠  

verilsin. O halde; 

𝛼 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! = 𝑓! 𝑠  

olduğu görülür. Diğer yandan  

𝛼! 𝑠 ,𝑇 𝑠 ! + 𝛼 𝑠 ,𝑇! 𝑠 ! = 0 

eşitliğinden Teorem 2.2.1.’ e göre  

𝛼 𝑠 , 𝜅 𝑠 𝑁 𝑠 ! = 0 ⇒ 𝜅 𝑠 𝛼 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! = 0 ⇒ 𝛼 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! = 0 

elde edilir. Sonuçta 𝛼 rektifiyan eğridir. 

Teorem 3.5. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null eğri öyle ki 𝜅 𝑠 > 0 olsun. 
Eğer 𝛼 rektifiyan bir eğri ise 𝑐! ∈ ℝ!, 𝑐! ∈ ℝ olmak üzere  

𝜏 𝑠 = 𝑐!𝑠 + 𝑐! 
dir. 

İspat: 𝛼 𝑠  eğrisi rektifiyan eğri ise  

𝛼 𝑠 = 𝑓! 𝑠 𝑇 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝐵 𝑠  
şeklinde yazılabilir. 𝛼 𝑠  eğrisinin türevi alınır, Teorem 2.2.1.’ den ve 𝜅 𝑠 = 1 olduğundan  

𝛼! 𝑠 = 𝑓!
! 𝑠 𝑇 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝜅 𝑠 − 𝑓! 𝑠 𝜏 𝑠 𝑁 𝑠 + 𝑓!

! 𝑠 𝐵 𝑠  

elde edilir. Burada   
𝛼! 𝑠 = 𝑇 𝑠  

eşitliğinden  
𝑓!
! 𝑠 = 1 ⇒ 𝑓! 𝑠 = 𝑠 + 𝑎 

𝑓!
! 𝑠 = 0 ⇒ 𝑓! 𝑠 = 𝑏 

olduğu görülür. Ayrıca  

𝑓! 𝑠 − 𝑓! 𝑠 𝜏 𝑠 = 0 

denkleminde bulunan 𝑓! 𝑠 , 𝑓! 𝑠  ifadeleri yerlerine yazılırsa  
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𝜏 𝑠 =

𝑠 + 𝑎
𝑏

 

bulunur. O halde 𝑐! ≠ 0 olmak üzere 
𝜏 𝑠 = 𝑐!𝑠 + 𝑐! 

elde edilir. 
Teorem 3.6. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null rektifiyan hiçbir Tzitzeica eğrisi 

yoktur. 

İspat: 𝛼 pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş null rektifiyan Tzitzeica eğrisi olsun. Önceki 
teoremin ispatından 

𝜏 𝑠

𝑑 𝑠
! =

𝜏 𝑠

𝑓! 𝑠
! =

𝑠 + 𝑎
𝑏!

 

olarak bulunur. 𝛼 Tzitzeica eğrisi olduğundan  
𝜏 𝑠

𝑑 𝑠
! = 𝑠𝑏𝑡 

olmalıdır. O halde hiç bir null rekitifiyan Tzitzeica eğrisi yoktur. 

Teorem 3.7. 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! pseudo yay uzunluğu parametresine göre verilmiş pseudo null eğri öyle ki 𝜅 𝑠 > 0 
olsun. Eğer 𝛼 rektifiyan bir eğri ise 𝜏 𝑠 = 0’ dır. 

İspat: 𝛼 𝑠  eğrisi rektifiyan eğri olduğundan  

𝛼 𝑠 = 𝑓! 𝑠 𝑇 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝐵 𝑠  
şeklinde yazılabilir. 𝛼 𝑠  eğrisinin türevi alınır ve Teorem 2.3.1. ve 𝜅 𝑠 = 1 eşitliği kullanılırsa 

𝛼! 𝑠 = 𝑓!
! 𝑠 𝑇 𝑠 + 𝑓! 𝑠 𝜅 𝑠 − 𝑓! 𝑠 𝜏 𝑠 𝑁 𝑠 + 𝑓!

! 𝑠 𝐵 𝑠  
elde edilir. Buradan  

𝑓!
! 𝑠 − 𝑓! 𝑠 = 1,    𝑓! 𝑠 = 0,     𝑓!

! 𝑠 − 𝑓! 𝑠 𝜏 𝑠 = 0 
eşitlikleri elde edilir. O halde  

𝑓!
! 𝑠 = 𝜏 𝑠 = 0 

olduğu görülür.  
Uyarı 3.1. 𝜏 𝑠 = 0 iken ! !

! !
! = 0 olacağından Tzitzeica eğrisi olma koşulu sağlanmaz. 

Sonuç 3.2. 𝐸!!’ te hiç bir pseudo-null rektifiyan Tzitzeica eğrisi yoktur. 

Teorem 3.8. 𝐸!!’ te sabit burulmaya sahip hiçbir pseudo-null Tzitzeica eğrisi yoktur. 

İspat: 𝛼: 𝐼 → 𝐸!! sabit burulmaya sahip pseudo-null bir eğri olsun. 𝛼 eğrisi Tzitzeica eğrisi olsun. Bu durumda  

𝜏 𝑠
𝛼 𝑠 ,𝑁 𝑠 !

! = 𝑐  (𝑠𝑏𝑡) 

olmalıdır. 𝜏 𝑠  sabit olduğundan 𝛼 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! = 𝑠𝑏𝑡 olmalıdır. 𝛼 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! eşitliğinin pseudo yay uzunluğu 
parametresine gore türevini alırsak ve Teorem 2.3.1.’ i kullanırsak  

𝑇 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! + 𝛼 𝑠 , 𝜏 𝑠 𝑁 𝑠 ! = 0 
elde edilir. 𝜏 𝑠 sıfırdan farklı bir sabit olduğundan 𝛼 𝑠 ,𝑁 𝑠 ! = 0 elde edilir. O halde hiçbir pseudo-null 
Tzitzeica eğrisi yoktur. 
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