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Ozet

Minkowski 3-uzayinda null olmayan egriler icin Tzitzeica egrisi olma sart1 yeniden formiilize
edildi. Buna bagl olarak null ve pseudo-null egriler i¢in de Tzitzeica egrisi olma kosulu ifade
edildi. Ayrica; hi¢ bir null rektifiyan Tzitzeica egrisi olmadigi, sabit burulmaya sahip hi¢ bir
pseudo-null Tzitzeica egrisi olmadig: ispatlanmigtir.

1. Giris
Tzitzeica egrisi; ilk olarak {inlii matematik¢i Gheorghe Tzitzeica tarafindan 1911 yilinda

E = sht
dzelligini saglayan yeni bir uzay egri sinifi olarak tanimlanmigtir [1]. Burada 7; egrinin burulma fonksiyonu olup d?
ise egrinin oskiilatér diizleminin orjine olan uzakliginin karesidir ve © / 2 degeri sifirdan farkl bir sabittir. Bu egriler

afin degismez geometrik objelerin bilinen ilk 6rneklerindendir ve afin diferansiyel geometrinin temelini teskil
ederler. Bu sebepten Tzitzeica egrileri lizerine pek ¢ok ¢alisma mevcuttur [2].

bl

Karacan ve Biikcii 2009’ daki bu ¢alismalarinda E;’ te eliptik silindirik Tzitzeica egrileri bir harmonik
denklemin ¢oziimiine bagl olarak elde etmistir. Ayrica bir egrinin spacelike, timelike veya null eliptik silindirik
Tzitzeica egrisi olma kosullart verilmistir [3].

flarslan ve Nesovic 2008’ deki bu galigmalarinda asli normali N olmak iizere pozisyon vektorii N+ ortogonal
hiperdiizleminde yatan egriler olarak E*’ teki rektifiyan egrileri tamimlamigtir. Bunun yanmda E*’ teki rektifiyan
egrilerin egrilik fonksiyonlar1 yardimiyla karakterizasyonu yapilmistir [4].

flarslan 2005 teki bu galigmasinda E3’ te spacelike, timelike ve null asli normale sahip spacelike normal
egrilerin bazi karakterizasyonunu vermistir [5].

Chen 2003’ teki bu makalesinde 3 boyutlu Oklid uzayinda normal egriler yani pozisyon vektdrleri normal
diizlemlerinde yatan egrilerin kiiresel egriler oldugu soylemistir. Bununla birlikte E3’ te rektifiyan egrilerin
karakterizasyonu incelenmistir [6].

Grabovic ve Nesovic 2012’ deki bu calismalarinda E;’ te bazi 6zel spacelike rektifiyan egriler iizerinde
caligmistir. Bu egrilerin spacelike, timelike ve null diizlemlere izdiisiimleri birer normal egridir [7].

Crasmareanu 2002 deki bu galigmasinda E3’ te Tzitzeica kosulunu saglayan eliptik ve hiperbolik silindirik
egriler harmonik denklemin ¢6ziimiine bagli olarak ifade etmistir [3,8].

Constantinescu ve Crasmareanu 2011’ deki bu ¢aligmalarinda R™’ de Tzitzeica hiperyiizeylerinin parametrik,
acik ve kapali denklemlerinin {icii de elde etmistir. Ayrica R3’ te bazi1 Tzitzeica yiizeyi 6rnekleri verilmistir [9].

Chen ve Dillen 2005’ teki bu ¢alismalarinda E3’ te rektifiyan egrilerin baz1 geometrik dzellikleri vermistir
[10].
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Bobe ve arkadaslart 2012° deki bu ¢alismalarinda E3¥’ te ve Oklid 3 uzayinda Tzitzeica egri ve yiizeyleri
merkez afin degigsmezleri bakimindan incelemistir [11].

Bilici ve Caligkan 2009’ daki bu ¢aligmalarinda E;’ te timelike binormale sahip spacelike egrilerin involute
egrileri incelemistir. Bu involutlerin spacelike ya da timelike binormale sahip birer spacelike egri oldugu
gbsterilmigtir. Involute-evolute egri ciftinin Frenet catilar1 aralarindaki iliski ve bu egri ciftlerinin bazi yeni
karakterizasyonu elde edilmistir [12].

Bila 2012 deki bu caligmasinda E3’ te Tzitzeica egri denklemini bir lineer olmayan diferansiyel denklem
olarak ele alip Tzitzeica egrilerini yeniden analiz etmistir [13].

Balgetir ve arkadagslar1 2004’ teki bu ¢aligmalarinda E;’ te null Bertrand egrileri ve karakterizasyonlar1 Cartan
gatisi ile incelemistir [14].

Bu ¢aligmada, Minkowski 3-uzayindaTzitzeica egrileri ele alinmistir. Tzitzeica olma sart1 yeniden yorumlanip
null ve pseudo-null egriler i¢in tanimlanmistir. Yeni elde edilen tanima bagli olarak hig¢ bir null rektifiyan Tzitzeica
egrisi olmadigi, sabit burulmaya sahip hi¢ bir pseudo-null Tzitzeica egrisi olmadigi ispatlanmistir. Ayrica
Minkowski 3-uzayinda null ve pseudo-null egrilerin burulma fonksiyonuna dair yeni sonuglar elde edilmistir.

2.Minkowski 3-Uzayinda Egriler
u=(uy, Uy, uz), V=(v;, v,,v3) € R® olmak iizere
U, D), = —uyvy + UV, + Uzvs

ile tanimlanan ¢arpima Lorentz carpimi ve bu ¢arpim ile donatilmis R® uzayma 3 boyutlu Lorentz (Minkowski)
uzay1 denir ve E; ile gosterilir. Tanimi geregi bu garpim pozitif tanimli degildir. Bunun yerine bu ¢arpim E3’deki
vektorleri asagidaki gibi siniflara ayirir. u=(uy, uy, u3) € E7 olmak {izere

i) (i, u), > 0 veya (i = 0) ise U vektdriine spacelike vektor

ii) (4, 1), < 0 ise U vektoriine timelike vektor

iii) (i, 1), = 0 ise U vektoriine lightlike (null) vektér
adi verilir. [15]

Her i € E} igin U vektdriiniin normu

2l = V1<, ), |

olarak tanimlanir. Eger (i, ¥), = 0 ise U ve ¥ vektorleri diktir denir. Ayrica her i, ¥ € E} igin

U, D), = —uy vy + upv, + uzvy =ull*v
seklinde yazilabilir. Burada
-1 0 0
=10 1 o0f.
0 0 1
a:l > E3, Vs€I igin a’(s) vektdrii timelike vektdr ise a egrisine timelike egri, Vs €1 icin
(a'(s),a’(s)), = —1 ise a’ ya birim hizh timelike egri denir. Vs € I i¢in a’(s) vektorii spacelike bir vektor ise a

egrisine spacelike egri, Vs € I i¢in ( a'(s), a’(s)), = 1 ise @’ ya birim hizh spacelike egri ad1 verilir.

a:l > E3, vsel icin (a'(s),a'(s)), =0 ve (a'(s),a’(s)), >0 ise a egrisine null egri, eger
(a"(s),a"(s)), =1 ise @’ ya pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis null egri denir. Vs € [ igin
(a'(s),a’(s)), >0 ve (a”(s),a”"(s)), =0 ise a egrisine pseudo-null egri, eger (a’(s),a’(s)), =1 ise @’ ya
pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis null egri denir. [15]
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2.1. Null Olmayan Egriler

a:1 — E3} birim hizli bir timelike egri olsun.

T(s) =a'(s)
vektorii a egrisinin birim teget vektoriidiir.
T'(s) =a'(s)
vektorii T(s)’ e dik olup
C{”(S) B a”(s)
JKa(s),a(s)),|  lla" (Sl

vektorii a egrisinin asli normal vektoriidiir. Son olarak

B(s) =T(s)x,N(s)
ise a egrisinin binormal vektoriidiir. Burada a egrisinin egriligi ve burulma fonksiyonu

Kk(s) = V{a"(s),a"(s)),
7(s) = (N'(s), B(s)),,

N(s) =

ile tanimlanir.
Teorem 2.1.1. Birim hizli timelike a: I — E13 egrisinin Frenet vektor alanlart T, N, B olmak {izere Frenet
formiilleri asagida verildigi gibidir:

T'(s) 0 K(s) 0 T(s)
N'(s)| = |x(s) 0 T(s)| [N(s)|.
B'(s) 0 —-7(s) O B(s)

a:1 — E3 birim hizl bir spacelike egri olsun. T(s) = a'(s) vektdrii a egrisinin birim teget vektoriidiir. [16]
T (s) spacelike oldugundan T'(s) spacelike ya da timelike olabilir.

1.Durum: T'(s) = a’ (s) spacelike ise; bu durumda

k(s) = IT' ()l = V{a"(s), a" (),

T'(s)
" k()

olarak tanimlanir.

N(s)
egrinin asli normali olup
B(s) =T(s)x,N(s)
ise egrinin binormal vektoriidiir. Bu egriler i¢in burulma fonksiyonu
7(s) = =(N"(s), B(s)),
olarak tanimlanir.
Teorem 2.1.2. Birim hizli spacelike a:I — E; egrisinin Frenet vektor alanlari T, N, B olmak iizere Frenet

formiilleri;
T'(s) 0 k() 0 |[T(s)
N'(s)| = |x(s) 0 7(s)| |[N(s)
B'(s) 0 —-2(s) O B(s)

olarak bulunur. [16]
2.Durum: T'(s) = a'’(s) timelike ise; bu durumda

K(s) = —(T"(5), T'(s)), = V/—=(a"(s), " (5)),

olmak iizere normal vektori

seklindedir.
B(s) =T(s)x,N(s)
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spacelike bir vektordiir. Egrinin burulmasi ise 7(s) = (N'(s), B(s)), olarak tanimlanir.

Teorem 2.1.3. Birim hizli spacelike a:1 — E} egrisinin Frenet vektor alanlart T, N, B olmak iizere Frenet
formiilleri asagida verildigi gibidir:

T'(s) 0 k(s) 0 T(s)
N'(s)| = |x(s) 0 7(s)| |[N(s)
B'(s) 0 —-7(s) O B(s)

seklindedir. [16]

2.2. Pseudo Yay Uzunlugu Parametresine Gore Verilmis Null Egriler

a:1 - E} pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir null egri olsun.

T(s) =a'(s)
vektorii a egrisinin teget vektoridiir.

N(s) = a’(s)
olup spacelike vektordiir. B binormal vektdr alani ise a egrisinin her a(s) noktasinda N(s)’ e dik olan tek null
vektor alanidir dyle ki

(T(s),B(s)), =1
dir. Burada a dogru ise k(s) = 0 ve diger durumlarda x(s) = 1’ dir. Ayrica t(s) = (N'(s), B(s)),’ dir.

Teorem 2.2.1. a: I — E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir null egri, T, N, B Frenet vektor
alanlar1 olmak iizere

T'(s) 0 k(s) 0 T(s)
N'(s)| = [z(s) 0 —k(s)| [N(s)
B’ (s) 0 —1(s) 0 B(s)

dir. Burada
(T(s),T(s)), =(B(s),B(s)), =(T(s),N(s)), =(N(s),B(s)), =0

(N(s),N(s)), =(T(s),B(s)), =1
olarak ifade edilir. [15]

2.3. Pseudo Yay Uzunlugu Parametresine Gore Verilmis Pseudo-Null Egriler

a:1 - E} pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir pseudo-null egri olsun.

T(s) =a'(s)
vektorii a egrisinin teget vektoridiir.
N(s) = a"”(s)
olup null vektordiir. B binormal vektdr alani ise a egrisinin her a(s) noktasinda T (s) spacelike vektoriine dik olan
tek null vektor alanidir 6yle ki
(N(s),B(s)), =1
dir. Burada a dogru ise k(s) = 0 ve diger durumlarda x(s) = 1’ dir. Ayrica7(s) = (N'(s), B(s)),.

Teorem 2.3.1. a: I - E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir pseudo-null egri, T, N, B Frenet
vektor alanlari olmak iizere

T'(s) 0 «k(s) 0 T(s)
N'(s)| = 0 7(s) 0 N(s)
B'(s) —k(s) 0 —1(s)| |B(s)

dir. Burada
(N(s),N(s)), =(B(s),B(s)), =(T(s),N(s)), =(T(s),B(s)), =0
(T(s), T(s)), =(N(s),B(s)), =1
olarak ifade edilir [15].

3.Tzitzeica Egrileri
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Tamim 3.1. a: I — E3 birim hizli null olmayan bir egri olmak iizere, her s € [ igin
7(s)

2
(d(s))

ise a egrisine Tzitzeica egrisi adi verilir. Burada 7(s), a egrisinin a(s) noktasindaki burulmasi; d(s) ise a egrisinin
a(s) noktasindaki oskiilator diizleminin orjine olan uzakligidir.

= c (sabit,c # 0)

T . . . v e e 1
Ayrica == sabit olmasi kosuluna Tzitzeica egrisi olma kosulu adi verilir [17].

Teorem 3.1. a: I - E3 yay uzunlugu parametresine gore verilmis null olmayan bir egri olsun.

a(s) = fo()T(s) + fi(SIN(s) + f2(s)B(s)
7(s) 7(s) 7(s)

A (H()) (als)B()L)?
dir. Burada f;, f1, f>: I = R diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

olmak tizere

Ispat: a: 1 - E3 birim hizl timelike bir egri oldugundan;
a'(s) =T(s)
dir. Esitliginin tiirevi alinirsa
a'(s) = k(s)N(s) (3.1.1.)
elde edilir. Buradan
a'(s)x,a"(s) =T(s)x,k(s)N(s) = k(s) (T(s)xLN(s)) = k(s)B(s)
bulunur. Ayrica
lla’ (s)x " ()17 = k?(s)(B(s), B(s)), = K*(5)
dir. Diger yandan (3.1.1.) in tiirevi alinirsa
a''(s) = k' (s)N(s) + k(s)N'(s) = k2(s)T(s) + k' (s)N(s) + k(s)T(s)B(s)
elde edilir. O halde

(a'(s)x,a”(s),a"' ()}, = Kk*(s)T(s)

(@' (s)xpa’”(s),a"' (s)),
T(S) = 12 17 2
lla’(s)xpa” ()l
bulunur. a: I - E} egrisinin oskiilatdr diizleminin orjine olan uzakhigini d(s) ile gosterirsek
(a(s),a'(s)xa’”(s)).)?

lla’ (s)xpa” (s)II?

dir. Sonug olarak

(@) =

oldugundan
() _ (@ ©x,a"(s)a" S _ 1)
(@©) @O a®X@ W (f)

bulunur. a: I —» E3 yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir spacelike egrisi i¢in de ispat benzer sekildedir.

Sonug 3.1. a: I - E} yay uzunlugu parametresine gore verilmis null olmayan bir egrinin Tzitzeica egrisi olma

kosulu olan (;(S) = sbt kosulu yerine

)’

7(s)
(a(s), B(s))L)?

= sht
olma kosulu alinabilir.

Teorem 3.2. a:] —» E} pseudo yay uzunluu parametresine gore verilmis bir null egri olsun dyle ki
a(s) = fo()T(s) + fi(s)N(s) + fr(s)B(s)

seklinde verilsin. a egrisinin Tzitzeica egrisi olma sart1
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7(s)
(a(s), T(s)))?

= sbht

olmasidir.
Ispat: f,(s) = (a(s), T(s)), oldugundan agik¢a goriiliir.

Teorem 3.3. a: I — E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis bir pseudo-null egri olsun dyle ki
a(s) = fo(s)T(s) + fi(s)N(s) + fo(s)B(s)
seklinde verilsin. a egrisinin Tzitzeica egrisi olma sarti
7(s)
(a(s), N(s)).)?

= sbht

olmast seklinde de ifade edilebilir.
ispat: £,(s) = (a(s), N(s)), oldugundan agikca goriiliir.

Teorem 3.4. a: I — E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis sabit burulmaya sahip null bir egri
olmak lizere a egrisi Tzitzeica egrisi ise a rektifiyandir.

Ispat: a: 1 - E3 null bir egri, 7(s) = sht ve Tzitzeica egrisi olsun. Bu durumda Teorem 3.2. geregince
7(s) 7(s)
> = > = ¢ (sht)
(o). (@@, T
olmalidir. T(s) sabit olduguna gore {a(s), T (s)), degeri sabittir. O halde a egrisinin rektifiyan oldugunu
gostermeliyiz.

a(s) = fo()T(s) + fi(s)N(s) + fo(s)B(s)
verilsin. O halde;
(a(s),N(s)), = f1(s)
oldugu goriiliir. Diger yandan
(@'(s), T(s)) + {a(s), T'(s)), =0
esitliginden Teorem 2.2.1." e gore
(a(s),k(s)N(s)), = 0= k(s){a(s),N(s)), = 0= (a(s),N(s)), =0

elde edilir. Sonugta a rektifiyan egridir.

Teorem 3.5. a:1 - E} pseudo yay uzunlugu parametresine gére verilmis null egri dyle ki x(s) > 0 olsun.
Eger a rektifiyan bir egri ise ¢; € R, ¢, € R olmak lizere

(s) =cs+c,
dir.
Ispat: a(s) egrisi rektifiyan egri ise
a(s) = fo(S)T(s) + f2(s)B(s)
seklinde yazilabilir. a(s) egrisinin tiirevi alinir, Teorem 2.2.1.” den ve x(s) = 1 oldugundan
a'(s) = fo' (IT(s) + (fo()K(s) — f()T())N(s) + f,'(s)B(s)

elde edilir. Burada
a'(s) =T(s)
esitliginden
fo()=1=fy(s)=s+a
f'(s)=0=f,(s)=b

oldugu goriiliir. Ayrica

fo(s) = f2(s)T(s) = 0

denkleminde bulunan f;,(s), f,(s) ifadeleri yerlerine yazilirsa
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s+a

1(s) = 5

bulunur. O halde ¢; # 0 olmak iizere
(s) =cs+c,
elde edilir.
Teorem 3.6. a: I — E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gére verilmis null rektifiyan hi¢bir Tzitzeica egrisi

yoktur.

Ispat: a pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis null rektifiyan Tzitzeica egrisi olsun. Onceki
teoremin ispatindan
7(s) 7(s) s+a

@A) (h6)° b

olarak bulunur. a Tzitzeica egrisi oldugundan
7(s)

5 = sbt
(d(s))

olmalidir. O halde hi¢ bir null rekitifiyan Tzitzeica egrisi yoktur.

Teorem 3.7. a:1 — E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gére verilmis pseudo null egri yle ki k(s) > 0
olsun. Eger a rektifiyan bir egri ise t(s) = 0’ dur.

Ispat: a(s) egrisi rektifiyan egri oldugundan

a(s) = fo($)T(s) + fo(s)B(s)

seklinde yazilabilir. a(s) egrisinin tiirevi alinir ve Teorem 2.3.1. ve k(s) = 1 esitligi kullanilirsa

a'(s) = fo' (IT(S) + (fo()x(s) = fo()T())N(s) + f,'()B(s)

elde edilir. Buradan

fi)=f) =1, fo(s) =0, £'(s)—fo(s)t(s) =0
esitlikleri elde edilir. O halde

f2'(s) =1(s) =0
oldugu goriiliir.
Uyarn 3.1. 7(s) = 0 iken

UC ) olacagindan Tzitzeica egrisi olma kosulu saglanmaz.
S

(a)”
Sonug 3.2. E}” te hig bir pseudo-null rektifiyan Tzitzeica egrisi yoktur.
Teorem 3.8. E’ te sabit burulmaya sahip higbir pseudo-null Tzitzeica egrisi yoktur.

Ispat: a: 1 - E3 sabit burulmaya sahip pseudo-null bir egri olsun. a egrisi Tzitzeica egrisi olsun. Bu durumda

7(s)
(a(s), N(s)))?
olmalidir. 7(s) sabit oldugundan (a(s), N(s)), = sbt olmalidir. (a(s), N(s)), esitliginin pseudo yay uzunlugu
parametresine gore tiirevini alirsak ve Teorem 2.3.1.” i kullanirsak

(T(s),N(s)), +{a(s), T(s)N(s)), =0
elde edilir. 7(s)sifirdan farkli bir sabit oldugundan {(a(s), N(s)), = 0 elde edilir. O halde hig¢bir pseudo-null
Tzitzeica egrisi yoktur.

= c (sht)
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