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ÖZET: Bu makalede, Tychonoff   uzayının yarı kompakt alt kümeleri üzerinde sürekli olan tüm reel 

değerli fonksiyonların kümesi       üzerindeki yarı kompakt-açık topoloji tanıtıldı. Daha sonra bu 

topolojinin metriklenebilirliği, tam metriklenebilirliği, ayrılabilirliği ve ikinci sayılabilirliği ayrıntılı 

olarak incelendi. 

Anahtar Kelimeler: Fonksiyon uzayı, Metriklenebilirlik, Tam metriklenebilirlik, Ayrılabilirlik, Ġkinci 

sayılabilirlik 

The Quasicompact-Open Topology on        

ABSTRACT: This paper introduces the quasicompact-open topology on the set       of all 

realvalued functions defined on a Tychonoff space, which are continuous on quasicompact subsets of 

 . Then metrizability, complete metrizability, separability and second countability of this topology are 

studied in detail. 
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GĠRĠġ 

     kümesi üzerinde birçok topolojinin 

bulunduğu bilinen bir gerçektir.      üzerindeki 

topolojilerin baĢlıca sınıfları, küme-açık 

topolojiler ve düzgün topolojilerdir. Küme-açık 

topolojilerin en bilindikleri ise nokta-açık 

topoloji ve kompakt-açık topolojidir. Kompakt-

açık topoloji ilk olarak Fox (1945) tarafından 

tanımlanmıĢ, Arens ve Dugundji (Arens, 1946; 

Arens and Dugundji, 1951) tarafından 

geliĢtirilmiĢtir. Jackson (1952) bu topolojiyi 

kompakt kümeler üzerinde düzgün yakınsak 

fonksiyon dizileri tarafından elde etmiĢtir. Bu 

yüzden kompakt-açık topoloji, kompakt kümeler 

üzerinde düzgün yakınsaklık topolojisi olarak da 

bilinir. Ayrıca kompakt-açık topolojinin, düzgün 

yakınsaklık topolojisine denk olabilmesi için 

gerek ve yeter Ģartın uzayın kompakt olması 

gerektiğini göstermiĢtir. Kompaktlık güçlü bir 

koĢul olduğundan bu iki topoloji arasında kayda 

değer bir araĢtırma alanı vardır. Son elli yıl 

içinde bu iki topoloji arasında pek çok topoloji 

tanımlanmıĢtır. Bazılarını  -kompakt-açık 

(Gulick, 1992), sözde kompakt-açık (Kundu and 

Garg, 2016), C-kompakt-açık (Osipov, 2012), 

sınırlı-açık (Kundu and Raha, 1995) ve açık-açık 

topoloji (Porter,1993) Ģeklinde sıralanabilir. 

Bu çalıĢmada, bir Tychonoff   uzayının 

yarı kompakt alt kümeleri üzerinde sürekli olan 

tüm reel değerli fonksiyonların kümesi       

üzerindeki yarı kompakt-açık topoloji tanımlandı 

ve bu topolojinin metriklenebilirlik, tam 

metriklenebilirlik, ayrılabilirlik ve ikinci 

sayılabilirlik özellikleri incelendi.  

Herhangi bir karıĢıklığa neden olmadığı 

sürece       topolojik uzayını,   uzayı olarak 

ifade edeceğiz. Aksi açıkça belirtilmedikçe 

makale boyunca, tüm uzaylar Tychonoff (tam 

regüler Hausdorff) olduğu kabul edilecektir.   

üzerinde tanımlı tüm reel değerli sürekli 

fonksiyonların kümesini      ile göstereceğiz. 

 , üzerinde standart (alıĢılmıĢ) topoloji ile ele 

alınacaktır.   uzayının topolojisini      ile 

göstereceğiz.      topolojisi      topolojisinden 

ince ise           gösterimi yerine     

gösterimi kullanılacaktır. Son olarak,      deki 

sabit sıfır fonksiyonu    ile gösterilecektir.  

QUASĠKOMPAKT-AÇIK TOPOLOJĠ  

Bu bölümde,       üzerindeki yarı 

kompakt-açık topoloji tanımlanacak ve bazı 

eĢdeğer tanımları verilecektir. 

Tanım 2.1.   uzayında                   

olacak biçimde reel değerli sürekli   fonksiyonu 

varsa   kümesine sıfır küme denir. Sıfır 

kümenin tümleyenine tümleyeni sıfır küme 

(cozero-küme) denir. 

Tanım 2.2.   uzayının her tümleyeni sıfır küme 

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa,   uzayına 

yarı kompakt uzay denir (Frolik, 1959). 

Tanım 2.3. Her        için      kümesi   

nin sınırlı bir alt kümesi ise   uzayına sözde 

kompakt uzay denir. 

Herhangi bir kompakt uzay yarı kompakt, 

yarı kompakt uzay ise sözde kompakttır. Ayrıca 

yarı kompakt uzayın sürekli fonksiyon altındaki 

görüntüsü de yarı kompakttır (D’Aristotle, 

1973). 

Tanım 2.4.   ,   üzerinde tanımlı tüm reel 

değerli fonksiyonların kümesi olmak üzere, her 

    yarı kompakt kümesi için     fonksiyonu 

sürekli ise      fonksiyonuna  -sürekli 

fonksiyon denir.   üzerinde tanımlı tüm reel 

değerli  -sürekli fonksiyonların kümesini       

ile göstereceğiz. 

Tanım 2.5. Her  -sürekli fonksiyonun sürekli 

olduğu uzaya   -uzay denir.  

Teorem 2.6.             dır ancak ve ancak 

  uzayı   -uzaydır. 
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 İspat.             ise   üzerinde tanımlı tüm reel değerli  -sürekli fonksiyonlar sürekli 

olacağından   uzayı   -uzaydır. 

  uzayı   -uzay ise   üzerinde tanımlı tüm reel değerli  -sürekli fonksiyonlar süreklidir. Yani, 

            dir. Tersine sürekli bir fonksiyonun kısıtlama fonksiyonu da sürekli olacağından her 

sürekli fonksiyon  -süreklidir. Yani,             dir. Dolayısıyla             dir. 

Önerme 2.7.  ,    uzayının tüm yarı kompakt alt kümelerinin boĢtan farklı bir ailesi olsun. Her     

ve        için, 

                          

kümelerinin sınıfını       üzerinde bir alt bazdır. 

İspat.               ve         olsun.         ve            için   sınıfının 

         ve          kümelerini göz önüne alalım.  

                                                         

ve         ve            olduğundan                  elde edilir. O halde   sınıfı 

      üzerinde bir topoloji için alt bazdır. 

Tanım 2.8. Her     ve        için, 

                          

kümelerinin sınıfını       üzerinde bir alt baz kabul eden topolojiye yarı kompakt-açık topoloji denir 

ve bu uzay         ile gösterilir.  

Önerme 2.9. Her    ,         ve     için, 

                                     

kümelerinin sınıfı       üzerinde bir topoloji için bazdır. 

İspat.                                  olsun.                        için   sınıfının 

          ve           kümelerini göz önüne alalım.                       ise     için 

                ve                 dır. Buradan               alırsak   (  
 

 
)  

                    olduğu kolayca görülür. O halde   sınıfı        üzerinde bir topoloji için bir 

bazdır. 

Tanım 2.10. Her    ,         ve     için, 

                                     

kümelerinin sınıfı       üzerinde baz kabul eden topolojiye yarı kompakt kümeler üzerinde düzgün 

yakınsaklık topolojisi denir ve bu uzay           ile gösterilir.   
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      üzerindeki düzgün yakınsaklık topolojisini, metriği norma indirgeyerek de elde edebiliriz. Her 

    ve     için,       üzerinde                   yarı normunu ve         

                kümesini tanımlayalım.                     olmak üzere, her         

için               sınıfı   notasında yerel bazdır. Bu topoloji yarı normların sınıfı 

tarafından üretildiğinden yerel konvekstir ve ayrıca       üzerindeki yarı kompakt-açık topolojiyi ile 

aynıdır. Bu topolojinin Hausdorff olduğu kolayca gösterilebileceğinden        yerel konveks 

Hausdorff’tur.  

Teorem 2.11. Herhangi   uzayı için,                 dır. 

İspat.       ,        uzayında temel açık küme ve          olsun.      yarı kompakt kümesi   

de kompakt ve        olduğundan                   olacak biçimde     vardır (bkz. 

(Engelking, 1989) de Corollary 4.1.14).           ve     alırsak                      

olur. O halde       , yani          dir. Dolayısıyla                elde edilir. Buradan 

                olduğu görülür. 

Tersine,          uzayında   noktasının açık bir komĢuluğu         olsun.      kompakt 

olduğundan      ⋃        
 

 
       

 

 
  

    olacak biçimde      kümesinde 

                    noktaları vardır.           
 

 
       

 

 
  ve           

 

 
       

  

 
  

alalım. Burada  ̅     dır. Ayrıca      ⋃  ̅ 
 
    ⋃   

 
    dir.           ̅   alırsak    yarı 

kompakt ve   ⋃   
 
    olduğu kolayca görülür. Buradan        ̅     ve   ⋂         

 
    

dir. ġimdi ⋂         
 
            olduğunu gösterelim.   ⋂         

 
    ve     olsun. O 

halde      olacak biçimde bir   vardır ve sonuç olarak       ̅  ve         dir.             

                          
 

 
 

  

 
   olduğundan           dir. Buradan          

       olduğu görülür. 

      ile gösterilen      üzerinde yarı kompakt-açık topoloji (Tokat and Osmanoglu, 2016) de 

tanımlanmıĢtır.            olduğundan       uzayı        uzayının alt uzayıdır. 

       UZAYININ METRĠKLENEBĠLĠRLĠĞĠ VE TAM METRĠKLENEBĠLĠRLĠĞĠ 

Bu bölümde,        uzayının metriklenebilirliği ve tam metriklenebilirliği incelenecektir. q-uzay ve 

hemiyarı kompakt uzay kavramlarını hatırlatmakla baĢlayalım.  

Tanım 3.1.       için          sınıfı bir yığılma noktasına sahip olacak biçimde   noktasının 

açık komĢuluklarının          sınıfı varsa   uzayına q-uzay denir (Siwiec, 1975). 

Tanım 3.2.   uzayının herhangi yarı kompakt   alt kümesi için      olacak biçimde   uzayının 

yarı kompakt alt kümelerinin bir      dizisi varsa   uzayına hemiyarı kompakt uzay denir (Tokat and 

Osmanoglu, 2016). 
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Teorem 3.3. Herhangi   uzayı için aĢağıdaki ifadeler denktir. 

1.        uzayı metriklenebilirdir. 

2.        uzayı birinci sayılabilirdir. 

3.        uzayı bir q-uzaydır. 

4.   uzayı hemiyarı kompakttır. 

5.       uzayı metriklenebilirdir. 

 

İspat.         Herhangi bir metrik uzay birinci sayılabilir olduğundan kolayca görülür. 

        Birinci sayılabilir uzay q-uzay (Siwiec, 1975) olduğundan kolayca görülür. 

               uzayı bir q-uzay olsun. O halde her n için       ise          sınıfı        

uzayında bir yığılma noktasına sahip olacak biçimde        uzayında    sabit sıfır fonksiyonunun 

açık komĢuluklarının          sınıfı vardır. O zaman       
           olacak biçimde her   

için   uzayının yarı kompakt    alt kümesi ve      mevcuttur.   uzayının herhangi yarı kompakt   

alt kümesini alalım.   kümesi    kümesinin alt kümesi olmasın. O halde         vardır. Buradan 

her     için          ve             olacak biçimde        sürekli fonksiyonu vardır. 

Buradan       
        dir. Ancak      dizisi        uzayında bir yığılma noktasına sahip 

değildir. Eğer bu dizini bir   yığılma noktası olduğunu kabul edersek her     için    
         

olacak biçimde      pozitif tam sayısı vardır. Bu yüzden her     için      
     

(   
)    

       dır. Bu ise   fonksiyonun yarı kompakt   kümesi üzerinde sınırlı olmadığını gösterir. O 

halde      dizisi        uzayında bir yığılma noktasına sahip değildir. Bu durum        uzayının 

bir q-uzay olmasıyla çeliĢir. Dolayısıyla      olmalıdır. Yani   uzayı hemiyarı kompakttır. 

              uzayı metriklenebilirdir ancak ve ancak   uzayı hemiyarı kompakttır (Tokat and 

Osmanoglu, 2016). 

          uzayı hemiyarı kompakt olsun. O halde   uzayındaki her yarı kompakt   kümesi için 

     olacak biçimde bir yarı kompakt    kümesi vardır. Buradan              yarı normların 

sınıfı tarafından üretilen topoloji,     
      yarı normların sayılabilir sınıfı tarafından üretilen 

topolojiden kabadır. Ayrıca biz biliyoruz ki yarı normların sayılabilir bir sınıfı tarafından üretilen yerel 

konveks Hausdorff topoloji metriklenebilirdir. (bk. (Taylor and Lay, 1980)). Dolayısıyla        

uzayı metriklenebilirdir.   

       uzayının tamlığını karakterize etmek için, aĢağıdaki teoreme ihtiyacımız var. 

Teorem 3.4.        uzayı tamdır ancak ve ancak  ,   -uzaydır. 

İspat. Herhangi yarı kompakt   alt kümesi ve        için      kümesi   nin sınırlı bir alt 

kümesidir. (Kundu and Raha, 1995) de Theorem 4.6 den dolayı       tamdır. 
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Teorem 3.5. Herhangi   uzayı için,        uzayı tamdır. 

İspat.        uzayında bir Cauchy dizisi      olsun.   uzayının yarı kompakt   alt kümesi için 

       dizisi               uzayında bir Cauchy dizisidir. Teorem 3.4 den       tam olduğundan 

       dizisi       uzayında    noktasına yakınsar.     için       ,              

fonksiyonunu tanımlayalım. Burada   iyi tanımlı ve   uzayının her yarı kompakt   alt kümesi için 

        dır. O halde         olur. Buradan      Cauchy dizisinin   noktasına yakınsak olduğu 

görülür. 

Tanım 3.6. Bir uzay tam ve metriklenebilir ise bu uzaya tam metriklenebilir uzay denir. 

Sonuç 3.7. Herhangi bir   uzayı için,        uzayı tam metriklenebilirdir ancak ve ancak        

uzayı metriklenebilirdir. 

Sonuç 3.8. Herhangi   uzayı için aĢağıdaki ifadeler denktir. 

1.        uzayı tam metriklenebilirdir. 

2.        uzayı metriklenebilirdir. 

3.   uzayı hemiyarı kompakttır. 

Sonuç 3.9. Herhangi   uzayı için aĢağıdaki ifadeler denktir. 

1.       uzayı tam metriklenebilirdir. 

2.       uzayı metriklenebilirdir. 

3.   uzayı hemiyarı kompakt   -uzaydır. 

       UZAYININ AYRILABĠLĠRLĠĞĠ VE ĠKĠNCĠ SAYILABĠLĠRLĠĞĠ 

Bu bölümde,        uzayının ayrılabilirliği ve ikincisayılabilirliği incelenecektir. Öncesinde kozmik 

uzay, altmetriklenebilir uzay ve  -yarı kompakt uzay kavramlarını hatırlatalım.   

Tanım 4.1.   uzayının boĢtan farklı alt kümelerinin bir ailesi   olamak üzere, her     ve   in her 

açık   komĢuluğu için,       olacak Ģekilde     varsa   ailesine ağ denir.  

Tanım 4.2. Sayılabilir ağa sahip bir uzaya kozmik uzay denir. 

Tanım 4.3.   uzayından bir metrik uzaya sürekli, birebir ve içine bir fonksiyon varsa   uzayına 

altmetriklenebilir denir. Yani,   uzayı bir metrik uzaya gömülebilir ise  uzayına altmetriklenebilir 

denir. 

Tanım 4.4.   ⋃   
 
    olacak biçimde   uzayının yarı kompakt alt kümelerinin bir      dizisi 

varsa   uzayına  -yarı kompakt uzay denir. 

Önerme 4.5. Herhangi   uzayı için,       uzayı ayrılabilir ise   uzayı   -uzaydır. 

İspat.      uzayı ayrılabilir ise (Tokat and Osmanoglu, 2016) de Theorem 3.10 den   uzayı 

altmetriklenebilirdir. O halde   uzayının her yarı kompakt   alt kümesi için     kısıtlama fonksiyonu 

süreklidir.   uzayı tam regüler ve altmetriklenebilir olduğundan her yarı kompakt   alt kümesi 

kompakttır. O halde     nin       geniĢleme fonksiyonu süreklidir (Husain, 1977). Dolayısıyla   

uzayı   -uzaydır. 
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Sonuç 4.6.   uzayı altmetriklenebilir ise   uzayı   -uzaydır. 

Teorem 4.7.  -yarı kompakt   uzayı için aĢağıdaki ifadeler denktir 

1.       uzayı ayrılabilirdir. 

2.        uzayı ayrılabilirdir. 

3.   uzayının her yarı kompakt alt uzayı metriklenebilirdir 

4.   uzayı kozmiktir. 

5.   uzayı altmetriklenebilirdir. 

 

İspat.              uzayı ayrılabilir ise Önerme 4.5 den   uzayı   -uzaydır. Yani,            

dir. O halde       uzayı ayrılabilir ise        uzayı ayrılabilirdir.  

          uzayının   yarı kompakt alt kümesi için              dir. Ayrıca        uzayı 

ayrılabilir olduğundan       uzayı ayrılabilirdir. O halde (Tokat and Osmanoglu, 2016) de Theorem 

3.10 dan X uzayı altmetriklenebilirdir. Tam regüler, yarı kompakt ve altmetriklenebilir bir uzay 

metriklenebilir (McArthur, 1973) olacağından   metriklenebilirdir. 

          uzayı  -yarı kompakt uzay olduğundan   ⋃   
 
    olacak biçimde   uzayının yarı 

kompakt alt kümelerinin bir      dizisi vardır. Her    metriklenebilir olduğundan kompakttır. 

Dolayısıyla her    ikinci sayılabilirdir. O halde her   ,    sayılabilir ağına sahiptir. Buradan   

⋃   
 
   ,   uzayı için sayılabilir ağdır. Dolayısıyla   uzayı kozmik uzaydır. 

         (McCoy and Ntantu, 1988) de Theorem 4.3.4 den açıktır. 

        (Engelking, 1989) de Example 3.8.C den   uzayı  -yarı kompakt ve altmetriklenebilir 

uzaydır ancak ve ancak   uzayı ayrılabilir ve altmetrikelenebilridir. O halde (Tokat and Osmanoglu, 

2016) de Theorem 3.10 den       uzayı ayrılabilirdir. 

Teorem 4.8. Herhangi   uzayı için aĢağıdaki ifadeler denktir. 

1.       uzayı ikinci sayılabilirdir. 

2.        uzayı ikinci sayılabilirdir. 

3.   uzayı hemiyarı kompakt ve altmetriklenebilirdir. 

İspat.               uzayı ikinci sayılabilir ve ikinci sayılabilir uzay ayrılabilir olduğundan (Tokat 

and Osmanoglu, 2016) de Theorem 3.10 den   uzayı altmetriklenebilirdir. Sonuç 4.6 dan   uzayı   -

uzaydır. Yani,            dir. O halde       uzayı ikinci sayılabilir ise        uzayı ikinci 

sayılabilirdir. 

               uzayı ikinci sayılabilir ise metriklenebilir ve dolayısıyla ayrılabilirdir. Teorem 3.3 

den   uzayı hemiyarı kompakt ve Teorem 4.7 den   uzayı altmetriklenebilirdir.  

           uzayı hemiyarı kompakt ise (Tokat and Osmanoglu, 2016) de Theorem 3.8 den       

uzayı metriklenebilirdir. Buradan   uzayı hemiyarı kompakt ve altmetriklenebilir ise   uzayı 

ayrılabilir ve altmetriklenebilir. (Tokat and Osmanoglu, 2016) de Theorem 3.10 den       uzayı 

ayrılabilirdir. Bu yüzden       uzayı ikinci sayılabilirdir. 
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