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OZET: Bu makalede, Tychonoff X uzayinin yar1 kompakt alt kiimeleri {izerinde siirekli olan tiim reel
degerli fonksiyonlarin kiimesi QC(X) tlizerindeki yar1 kompakt-acik topoloji tanitildi. Daha sonra bu
topolojinin metriklenebilirligi, tam metriklenebilirligi, ayrilabilirligi ve ikinci sayilabilirligi ayrintili
olarak incelendi.
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GIRIS

C(X) kiimesi iizerinde birgok topolojinin
bulundugu bilinen bir gergektir. C(X) iizerindeki
topolojilerin ~ baslica  smiflari,  kiime-acgik
topolojiler ve diizgiin topolojilerdir. Kiime-acik
topolojilerin  en bilindikleri ise nokta-agik
topoloji ve kompakt-agik topolojidir. Kompakt-
acik topoloji ilk olarak Fox (1945) tarafindan
tamimlanmis, Arens ve Dugundji (Arens, 1946;
and Dugundji, 1951)
gelistirilmistir. Jackson (1952) bu topolojiyi
kompakt kiimeler iizerinde diizgiin yakinsak
fonksiyon dizileri tarafindan elde etmistir. Bu
yiizden kompakt-agik topoloji, kompakt kiimeler

Arens tarafindan

izerinde diizgiin yakinsaklik topolojisi olarak da
bilinir. Ayrica kompakt-acik topolojinin, diizgiin
yakinsaklik topolojisine denk olabilmesi icin
gerek ve yeter sartin uzaymn kompakt olmasi
gerektigini gostermistir. Kompaktlik giicli bir
kosul oldugundan bu iki topoloji arasinda kayda
deger bir arastirma alani vardir. Son elli yil
icinde bu iki topoloji arasinda pek ¢ok topoloji
tamimlanmistir.  Bazilarimi  o-kompakt-agik
(Gulick, 1992), sozde kompakt-agik (Kundu and
Garg, 2016), C-kompakt-acik (Osipov, 2012),
sinirli-agik (Kundu and Raha, 1995) ve acgik-agik
topoloji (Porter,1993) seklinde siralanabilir.

Bu caligmada, bir Tychonoff X uzaymin
yar1 kompakt alt kiimeleri lizerinde siirekli olan
tim reel degerli fonksiyonlarn kiimesi QC(X)
tizerindeki yar1 kompakt-acik topoloji tanimlandi
ve Dbu topolojinin  metriklenebilirlik, tam
metriklenebilirlik,  ayrilabilirlik  ve
sayilabilirlik 6zellikleri incelendi.

Herhangi bir karigikliga neden olmadigi
siirece (X, 1) topolojik uzaymi, X uzayr olarak

ikinci

ifade edecegiz. Aksi agikca belirtilmedikge
makale boyunca, tiim uzaylar Tychonoff (tam
regiiler Hausdorff) oldugu kabul edilecektir. X
tizerinde tanimli tim reel degerli siirekli
fonksiyonlarin kiimesini C(X) ile gosterecegiz.

R, iizerinde standart (alisilmig) topoloji ile ele

alinacaktir. X wuzaymin topolojisini 7(X) ile
gosterecegiz. T(Y) topolojisi t(X) topolojisinden
ince ise T(X) c t(Y) gosterimi yerine X <Y
gosterimi kullanilacaktir. Son olarak, C(X) deki
sabit sifir fonksiyonu f, ile gosterilecektir.

QUASIKOMPAKT-ACIK TOPOLOJI

Bu bolimde, QC(X) tzerindeki yar
kompakt-agik topoloji tanimlanacak ve bazi
esdeger tanimlari verilecektir.

Tamim 2.1. X uzayinda A = {x € X: f(x) = 0}
olacak bigimde reel degerli siirekli f fonksiyonu
varsa A kiimesine
kiimenin tliimleyenine tiimleyeni
(cozero-kiime) denir.

sifir kiime denir. Sifir
sifir kiime

Tamm 2.2. X uzaymin her timleyeni sifir kiime
Ortiisiiniin sonlu bir alt Ortlisi varsa, X uzayina
yar1 kompakt uzay denir (Frolik, 1959).

Tamm 2.3. Her f € C(X) i¢in f(X) kiimesi R
nin smirl bir alt kiimesi ise X uzaymna sozde
kompakt uzay denir.

Herhangi bir kompakt uzay yar1 kompakt,
yart kompakt uzay ise s6zde kompakttir. Ayrica
yar1 kompakt uzayin siirekli fonksiyon altindaki
goriintlisi  de yar1 kompakttir (D’Aristotle,
1973).

Tanim 2.4. R¥, X iizerinde tanimli tim reel
degerli fonksiyonlarin kiimesi olmak {izere, her
A € X yar1 kompakt kiimesi i¢in f|, fonksiyonu
sirekli ise f € R* fonksiyonuna g-siirekli
fonksiyon denir. X iizerinde tanimli tim reel
degerli g-siirekli fonksiyonlarin kiimesini QC (X)
ile gosterecegiz.

Tanmm 2.5. Her g-siirekli fonksiyonun siirekli
oldugu uzaya q¢-uzay denir.

Teorem 2.6. QC(X) = C(X) dir ancak ve ancak
X uzay1 q¢-uzaydir.

1091



Ismail OSMANOGLU Igdir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 9(2): 1090-1097, 2019
QC(X) Uzerinde Yar1 Kompakt-Acik Topoloji

Ispat. QC(X) = C(X) ise X iizerinde tanimli tiim reel degerli g-siirekli fonksiyonlar siirekli
olacagindan X uzay1 q¢-uzaydir.

X uzay1 qg-uzay ise X lizerinde tammli tiim reel degerli g-siirekli fonksiyonlar siireklidir. Yani,

QC(X) <€ C(X) dir. Tersine siirekli bir fonksiyonun kisitlama fonksiyonu da stirekli olacagindan her
stirekli fonksiyon g-siireklidir. Yani, C(X) S QC(X) dir. Dolayisiyla QC(X) = C(X) dir.

Onerme 2.7. a, X uzayinin tiim yar1 kompakt alt kiimelerinin bostan farkl1 bir ailesi olsun. Her 4 € «
ve V € t(R) igin,

SAV)={feQCX): fA <V}
kiimelerinin siifin1 QC (X) tizerinde bir alt bazdir.

Ispat. A ={S(AV):A€a ve V€1(R)} olsun. 4,4, €a ve V,V, € 1(R) igin A smifinin
S(A, V1) ve S(A,, V,) kiimelerini g6z Oniine alalim.

S(A1U A, Vi NVy) =S5(A, Vi NV) NS(Az, Vi NV2) € S(A1, Vi) NS(Az, V2)

ve A UA,; € aveV; NV, € t(R) oldugundan S(4; U 4,,V; nV,) € A elde edilir. O halde A simnifi
QC (X) tizerinde bir topoloji i¢in alt bazdir.

Tamim 2.8. Her A € a ve V € t(R) i¢in,

SAV)={feQcX): f(A)cV}

kiimelerinin smifin1 QC(X) tizerinde bir alt baz kabul eden topolojiye yari kompakt-agik topoloji denir
ve bu uzay QC,(X) ile gosterilir.

Onerme 2.9. Her A € a, f € QC(X) ve € > 0 igin,
Ba(f,€) ={g9 € QC(X) : Vx € X, |f(x) — g(x)| < &}
kiimelerinin sinifi QC (X) tizerinde bir topoloji igin bazdir.

Ispat. B = {B,(f,e):A€a,f € QC(X) vee > 0}olsun. f, f> € QC(X) ve g1, &, > 0 igin B smifinin
B,(f1,€1) ve B,(f,, &) kimelerini goz Oniine alalim. h € B,(f;,&1) N B4(f5,€,) ise x € A igin

lfilx) —h(x)| <& ve |fo(x) —h(x)| <e, dir. Buradan & = min{e;,&,} alirsak B, (h, 2) c

B,(f1,€1) N B4(f3, &5) oldugu kolayca goriiliir. O halde B simifi QC(X) iizerinde bir topoloji igin bir
bazdir.

Tamim 2.10. Her A € a, f € QC(X) ve € > 0 igin,

Bs(f, &) ={g € QC(X) : VX € X, |[f(x) — g(x)| < &}

kiimelerinin sinifi QC(X) tizerinde baz kabul eden topolojiye yar1 kompakt kiimeler tizerinde diizgiin
yakinsaklik topolojisi denir ve bu uzay QCy,,(X) ile gosterilir.
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QC(X) tizerindeki diizgiin yakinsaklik topolojisini, metrigi norma indirgeyerek de elde edebiliriz. Her
A€a ve €>0 i¢in, QC(X) tizerinde p, = sup{f(x):x € X} yar1 normunu ve V,.={f€
QC(X): pa(f) < €} kiimesini tanimlayalim. V = {V, .: A € a ve € > 0} olmak iizere, her f € QC(X)
icin f+V={f+V:V €V} smfi f notasinda yerel bazdir. Bu topoloji yar1 normlarin smifi
tarafindan tiretildiginden yerel konvekstir ve ayrica QC (X) tlizerindeki yar1 kompakt-acik topolojiyi ile
aymdir. Bu topolojinin Hausdorff oldugu kolayca gosterilebileceginden QC,(X) yerel konveks
Hausdorff’tur.

Teorem 2.11. Herhangi X uzayi i¢in, QC,(X) = QCq,,(X) dur.

Ispat. S(A,V), QC,4(X) uzaymda temel agik kiime ve f € S(4,V) olsun. f(A) yar1 kompakt kiimesi R
de kompakt ve f(A) €V oldugundan (f(A4) — ¢, f(A) + &) SV olacak bi¢imde € > 0 vardir (bkz.
(Engelking, 1989) de Corollary 4.1.14). g € B,(f,¢) ve x € A alirsak g(x) € (f(x) —¢, f(x) +¢€)
olur. O halde g(A) €V, yani g € S(4,V) dir. Dolayisiyla B4(f,€) S S(A,V) elde edilir. Buradan
QCy(X) < QCqy(X) oldugu goriiliir.

Tersine, QC,,(X) uzaymda f noktasmin agik bir komsulugu B,(f,e) olsun. f(A) kompakt
oldugundan f(4) € U™, (f(xy) —g, f(x) +§) olacak bigimde f(A) kiimesinde
f @), f @), - f (o) moktalan vardic. Vi = (f(x) =5, fO0) +3) veWs = (F(x) =5, f() +3)
alalim. Burada V; € W; dir. Ayrica f(A) € UL, V; € UL, W, dir. 4; = An f~1(V;) alirsak 4; yar
kompakt ve A = Uj~, 4; oldugu kolayca goriiliir. Buradan f(4;) € V; € W; ve f € NiL,S(4;, W;)
dir. Simdi N, S(4;,W;) € B,(f, &) oldugunu gosterelim. g € N, S(4;, W;) ve x € A olsun. O
halde x € A; olacak bigimde bir i vardir ve sonug olarak f(x) € V; ve g(x) € W; dir. |[f(x) — g(x)| <
FG) = FO) + If (x) — ()] <S+Z =€ oldugundan g € B,(f, ) dir. Buradan QCpu(X) <
QC,4(X) oldugu goriilir.

Cq(X) ile gosterilen C(X) lizerinde yar1 kompakt-agik topoloji (Tokat and Osmanoglu, 2016) de
tanimlanmigtir. C(X) € QC(X) oldugundan C,(X) uzay1 QC,(X) uzaymnin alt uzayidir.
QCq(X) UZAYININ METRIKLENEBILIRLiGi VE TAM METRIKLENEBILIRLiGi

Bu boliimde, QCq(X) uzaymin metriklenebilirligi ve tam metriklenebilirligi incelenecektir. q-uzay ve
hemiyar1 kompakt uzay kavramlarin1 hatirlatmakla baglayalim.

Tamm 3.1. x,, € U,, icin {x,,: n € N} smufi bir y1gilma noktasina sahip olacak bicimde x noktasinin
acik komsuluklarinin {U,: n € N} smifi varsa X uzayina q-uzay denir (Siwiec, 1975).

Tamm 3.2. X uzaymnin herhangi yar1 kompakt A alt kiimesi i¢in A € 4, olacak bicimde X uzaymin
yar1 kompakt alt kiimelerinin bir {4,,} dizisi varsa X uzayina hemiyar1 kompakt uzay denir (Tokat and
Osmanoglu, 2016).
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Teorem 3.3. Herhangi X uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir.

QCq(X) uzay1 metriklenebilirdir.
QCq(X) uzay1 birinci sayilabilirdir.
QCq(X) uzay1 bir q-uzaydir.

X uzay1 hemiyar1 kompakttir.
Cq(X) uzay1 metriklenebilirdir.

ok~ e

Ispat. (1) = (2) Herhangi bir metrik uzay birinci sayilabilir oldugundan kolayca goriiliir.
(2) = (3) Birinci sayilabilir uzay q-uzay (Siwiec, 1975) oldugundan kolayca goriiliir.

(3) = (4) QCq(X) uzay1 bir q-uzay olsun. O halde her n i¢in g,, € U, ise {g,:n € N} sinifi QCq(X)
uzayinda bir yi1gilma noktasina sahip olacak bicimde QCq(X) uzayinda f, sabit sifir fonksiyonunun
agik komsuluklarinim {Uy,:n € N} simfi vardir. O zaman f, € B,_(fo, €&,) € U, olacak bigimde her n
icin X uzaymin yar1 kompakt A,, alt kiimesi ve &, > 0 mevcuttur. X uzaymin herhangi yar1 kompakt A
alt kiimesini alalim. A kiimesi A,, kiimesinin alt kiimesi olmasin. O halde a,, € A\A,, vardir. Buradan
her n € N i¢in g,(a,) =n ve g,(4,) = {0} olacak bigimde g,:X — R siirekli fonksiyonu vardir.
Buradan g, € By, (fo,&,) dir. Ancak (g,) dizisi QCq(X) uzayinda bir yigilma noktasina sahip
degildir. Eger bu dizini bir g y18ilma noktast oldugunu kabul edersek her k € N igin ny € Ba (9. 1)
olacak bi¢imde ny > k pozitif tam sayis1 vardir. Bu ytizden her k € N i¢in g(a,,) > gn, (ank) -1=
n, — 1 = k dir. Bu ise g fonksiyonun yar1 kompakt A kiimesi iizerinde sinirlt olmadigin1 gosterir. O
halde (g,) dizisi QCq(X) uzayinda bir yigilma noktasina sahip degildir. Bu durum QCq(X) uzayinin
bir g-uzay olmasiyla gelisir. Dolayisiyla A € A,, olmalidir. Yani X uzay1 hemiyari kompakttir.

(4) © (5) Cq(X) uzayr metriklenebilirdir ancak ve ancak X uzayr hemiyari kompakttir (Tokat and
Osmanoglu, 2016).

(5) = (1) X uzay1 hemiyar1 kompakt olsun. O halde X uzayindaki her yar1 kompakt A kiimesi i¢in
A C A, olacak bigimde bir yar1 kompakt A, kiimesi vardir. Buradan {p,: A € QC(X)} yar1 normlarin
smifi tarafindan iretilen topoloji, {p4, :n € N} yari normlarin sayilabilir siifi tarafindan {iretilen

topolojiden kabadir. Ayrica biz biliyoruz ki yar1 normlarin sayilabilir bir sinifi tarafindan iiretilen yerel
konveks Hausdorff topoloji metriklenebilirdir. (bk. (Taylor and Lay, 1980)). Dolayisiyla QCq(X)
uzay1 metriklenebilirdir. m

QCq(X) uzaymin tamligin1 karakterize etmek i¢in, agagidaki teoreme ihtiyacimiz var.
Teorem 3.4. QCq(X) uzay: tamdir ancak ve ancak X, qf-uzaydir.

Ispat. Herhangi yar1 kompakt A alt kiimesi ve f € C(X) icin f(A) kiimesi R nin smirl bir alt
kiimesidir. (Kundu and Raha, 1995) de Theorem 4.6 den dolay1 Cq(X) tamdir.
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Teorem 3.5. Herhangi X uzayi i¢in, QCq(X) uzayi tamdir.

Ispat. QCq(X) uzaymnda bir Cauchy dizisi (f,) olsun. X uzaymin yar1 kompakt A alt kiimesi icin
(fnla) dizisi QCq(A) = Cq(A) uzayinda bir Cauchy dizisidir. Teorem 3.4 den Cq(A) tam oldugundan
(fula) dizisi Cq(A) uzayinda f; noktasina yakinsar. x €A igin f:X =R, f(x) = fa(x)
fonksiyonunu tanimlayalim. Burada f iyi tanimli ve X uzaymin her yar1 kompakt A alt kiimesi i¢in
fla = fa dir. O halde f € QC(X) olur. Buradan (f,,) Cauchy dizisinin f noktasina yakinsak oldugu
goriiliir.

Tamm 3.6. Bir uzay tam ve metriklenebilir ise bu uzaya tam metriklenebilir uzay denir.

Sonug¢ 3.7. Herhangi bir X uzayi i¢in, QCq(X) uzay1 tam metriklenebilirdir ancak ve ancak QCq(X)
uzay1 metriklenebilirdir.

Sonug 3.8. Herhangi X uzayi igin asagidaki ifadeler denktir.

1. QCq(X) uzay: tam metriklenebilirdir.
2. QCq(X) uzay1 metriklenebilirdir.
3. X uzay1 hemiyar1 kompakttir.

Sonug 3.9. Herhangi X uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir.

1. Cq(X) uzay1 tam metriklenebilirdir.
2. (Cq(X) uzay1 metriklenebilirdir.
3. X uzayr hemiyar1 kompakt qf-uzaydir.

QCq(X) UZAYININ AYRILABILIiRLiGi VE iKiNCi SAYILABILIiRLiGi

Bu boliimde, QCq(X) uzaymnm ayrilabilirligi ve ikincisayilabilirligi incelenecektir. Oncesinde kozmik
uzay, altmetriklenebilir uzay ve o-yar1 kompakt uzay kavramlarini hatirlatalim.

Tamim 4.1. X uzaymnin bostan farkli alt kiimelerinin bir ailesi F olamak {izere, her x € X ve x in her
acik U komsulugu i¢in, x € F € U olacak sekilde F € F varsa F ailesine ag denir.

Tamim 4.2. Sayilabilir aga sahip bir uzaya kozmik uzay denir.

Tanmm 4.3. X uzayindan bir metrik uzaya siirekli, birebir ve icine bir fonksiyon varsa X uzayma
altmetriklenebilir denir. Yani, X uzay1 bir metrik uzaya gomiilebilir ise Xuzayma altmetriklenebilir
denir.

Tanmm 4.4. X = U,_; A, olacak bigimde X uzaymin yar1 kompakt alt kiimelerinin bir {A4,} dizisi
varsa X uzayina o-yar1t kompakt uzay denir.

Onerme 4.5. Herhangi X uzayi igin, Cq(X) uzay: ayrilabilir ise X uzay1 qs-uzaydir.

Ispat. Cq(X)uzay1 ayrilabilir ise (Tokat and Osmanoglu, 2016) de Theorem 3.10 den X uzayi
altmetriklenebilirdir. O halde X uzaynin her yar1 kompakt A alt kiimesi i¢in f|4 kisitlama fonksiyonu
sireklidir. X uzay1 tam regiiler ve altmetriklenebilir oldugundan her yar1 kompakt A alt kiimesi
kompakttir. O halde f|4 nin f: X — R genisleme fonksiyonu siireklidir (Husain, 1977). Dolayisiyla X
uzay1 q-uzaydir.
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Sonug 4.6. X uzayi altmetriklenebilir ise X uzay1 qg-uzaydir.

Teorem 4.7. o-yar1 kompakt X uzayi i¢in asagidaki ifadeler denktir

Cq(X) uzay1 ayrilabilirdir.

QCq(X) uzay1 ayrilabilirdir.

X uzayinin her yar1 kompakt alt uzayr metriklenebilirdir
X uzay1 kozmiktir.

AR

X uzayi altmetriklenebilirdir.

Ispat. (1) = (2) Cq(X)uzay1 ayrilabilir ise Onerme 4.5 den X uzay1 q¢-uzaydir. Yani, C(X) = QC(X)
dir. O halde Cq(X) uzay1 ayrilabilir ise QCq(X) uzay1 ayrilabilirdir.

(2) = (3) X uzaymin A yar1 kompakt alt kiimesi i¢in QCq(A) = Cq(A) dir. Ayrica QCq(X) uzayi
ayrilabilir oldugundan Cq(X) uzay1 ayrilabilirdir. O halde (Tokat and Osmanoglu, 2016) de Theorem
3.10 dan X uzayr altmetriklenebilirdir. Tam regiiler, yar1 kompakt ve altmetriklenebilir bir uzay
metriklenebilir (McArthur, 1973) olacagindan A metriklenebilirdir.

(3) = (4) X uzay1 o-yan1 kompakt uzay oldugundan X = U;_, 4, olacak bigimde X uzayinin yari
kompakt alt kiimelerinin bir {A4,} dizisi vardir. Her A, metriklenebilir oldugundan kompakttir.
Dolayisiyla her A, ikinci sayilabilirdir. O halde her A,, B,, sayilabilir agina sahiptir. Buradan B =
Un=1 B, X uzayi i¢in sayilabilir agdir. Dolayisiyla X uzay1 kozmik uzaydir.

(4) = (5) (McCoy and Ntantu, 1988) de Theorem 4.3.4 den agiktir.

(5) = (1) (Engelking, 1989) de Example 3.8.C den X uzay1 o-yar1 kompakt ve altmetriklenebilir
uzaydir ancak ve ancak X uzay: ayrilabilir ve altmetrikelenebilridir. O halde (Tokat and Osmanoglu,
2016) de Theorem 3.10 den Cq(X) uzay1 ayrilabilirdir.

Teorem 4.8. Herhangi X uzay: i¢in asagidaki ifadeler denktir.

1. Cq(X) uzay ikinci sayilabilirdir.

2. QCq(X) uzay ikinci sayilabilirdir.

3. X uzay1 hemiyar1 kompakt ve altmetriklenebilirdir.
Ispat. (1) = (2) Cq(X) uzay ikinci sayilabilir ve ikinci sayilabilir uzay ayrilabilir oldugundan (Tokat
and Osmanoglu, 2016) de Theorem 3.10 den X uzay: altmetriklenebilirdir. Sonug 4.6 dan X uzay1 q-
uzaydir. Yani, C(X) = QC(X) dir. O halde Cq(X) uzay: ikinci sayilabilir ise QCq(X) uzay1 ikinci
sayilabilirdir.

(2) = (3) QCq(X) uzay1 ikinci sayilabilir ise metriklenebilir ve dolayisiyla ayrilabilirdir. Teorem 3.3
den X uzay1 hemiyar1 kompakt ve Teorem 4.7 den X uzay: altmetriklenebilirdir.

(3) = (1) X uzay1 hemiyar1 kompakt ise (Tokat and Osmanoglu, 2016) de Theorem 3.8 den Cq(X)
uzayl metriklenebilirdir. Buradan X uzayr hemiyar1 kompakt ve altmetriklenebilir ise X uzay1
ayrilabilir ve altmetriklenebilir. (Tokat and Osmanoglu, 2016) de Theorem 3.10 den Cq(X) uzay1
ayrilabilirdir. Bu yiizden Cq(X) uzayi ikinci sayilabilirdir.
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