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Oz

Bu ¢alismada Lebesgue uzaylari lizerinde tanimli bir operatdriin bilegske operator olmasi igin gerekli sartlar ve
bileske operatorlerinin sagladigi bazi 6zelliklerin gosterilmesi amaglanmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Bileske operator, Lebesgue uzayi, Radon-Nikodym tiirevi.

Composition Operators On Lebesgue Spaces

Abstract

In this paper, it is aimed to find necessary conditions for any operator defined on Lebesgue spaces to be a
composition operator. Also some properties of these operators will be examined.

Keywords: Composition operator, Lebesgue space, Radon-Nikodym derivative.

1. Giris

Bileske operatorleri klasik mekanik, istatiksel
mekanik, diferansiyellenebilir dinamik, dagi-
Iim teorisi ve dinamik gibi bir¢cok alanda
kullanildigindan dolay1 birgok matematikgi-
nin ilgisini cekmistir. Bu operatorler ilk olarak
Schroder’in  g¢alismasinda  kullanilmistir
(Schroder, 1871). Daha sonra Littlewood’un
subordinasyon teorisi c¢alismasinda kullanil-
mistir (Littlewood, 1925).

1930’larin  baglarinda bileske operatorleri
matematiksel fizik ve klasik mekanik prob-
lemlerini ¢6zmek i¢in 6zellikle Koopman’in
calismasinda kullanilmistir (Koopman and
Neumann, 1932; Koopman, 1931). O
donemlerde bu operatorlerin adi degisim
operatorleri veya doniisiim operatorleri olarak
biliniyordu. Banach bu operatorleri siirekli
fonksiyonlarin Banach uzaylar iizerindeki
izometrileri tanimlamak i¢in kullanmistir.
1940’11 ve 1950’11 yillarda bu operatérler Von
Neumann ve Halmos’un ergodic doniisiimler

*Sorumlu Yazar: rylmz@omu.edu.tr

caligmasinda kullanilmistir (Halmos, 1956;
Halmos and von Neumann, 1942). 1969
yilinda Schwartz ve Ridge sirasiyla uzaylar
ve uzaylarinda bileske operatorlerini kullan-
miglardir. 1972 yilinda Singh doktora tezini
bileske operatorleri lizerinde tamamladi. Daha
sonra ise Boyd, Caughron, Cima, Kamowitz,
Shaprio ve Wogen’in de aralarinda bulundugu
bir grup matematikgi tarafindan ¢alisilmasina
devam edildi (Boyd, 1974; Caughran and
Halmos, 1971; Caughran and Schwartz, 1975;
Cima and Wogen, 1974; Cima vd, 1974).
1979 yilinda Hilbert uzayr operatorleri
lizerine diizenlenen Long Beach Konferans’
inda Nodgren tarafindan sunulan bir dizi
caligmalar bileske operatorlerinin arastirilma-
sina ivme kazandirmistir (Nordgren, 1978).
Bu nedenle 1970’ler bileske operatorlerinin
calisilmasi agisindan ¢ok verimli bir donem
olmustur. Singh’in basini c¢ektigi bir grup
arastirmact 1973 yilindan itibaren Jammu’da
bileske operatorleri ¢alismasina katilmiglar-
dir. Bileske operatorleri {izerine yapilan
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sistematik calismalar 1980’lerin ortalarina
kadar devam etmistir. Daha sonra ise
Kamowitz tarafindan siirekli fonksiyonlar
uzayinda calisilmaya baslanmistir
(Kamowitz, 1981).

2. Materyal ve Metot

Tanmm 2.1: X bostan farkli bir kiime ve
P(X), X’in kuvvet kiimesi olmak iizere

Y < P(X) ailesi asagidaki sartlar1 saglasin.

i @,X ex

ii. AcX ise, X —AeX
iii. ¥ icindeki her A, dizisi igin UA1 ex.
n=1

Bu takdirde bu X ailesine bir o -cebiri,
(X,Z) ikilisine bir 6l¢iilebilir uzay ve X ’nin
her elemanma da Olgiilebilir kiime denir
(Bartle, 2014). (X ,%,), (Y,%,) olgiilebilir iki
uzay ve f:X —Y bir fonksiyon olsun. Eger
her SeX, i¢in f*(S)eZX, oluyorsa, f

fonksiyonuna olgiilebilir fonksiyon denir.
(X,XZ) tzerinde tanimh tim Olgiilebilir

fonksiyonlarin kiimesi M (X,X) ve negatif

olmayan Olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi
M*(X,X) ile gosterilir (Bartle, 2014).

Tanmmm 2.2: (X,X) Olgiilebilir uzay ve X
tizerinde tamml [0,00] deger kiimesine sahip

bir 4 fonksiyonu

a) u(@)=0

b) Her E€X i¢in wu(E)> 0

c) Ikiser ikiser ayrik olgiilebilir kiimelerin

olusturdugu E, dizisiigin

alJE) =2 u(E)

kosullarni sagliyorsa g ’ye bir dl¢lim denir
(Bartle, 2014). (X,Z, 1) bir 6l¢iim uzay1 ve
T ise X fzerinde bir doniisim olsun. Her

SeX u1(S)=0
1(T(S))=0 oluyorsa T ’ye tekil olmayan
dontisiim denir (Singh ve Manhas, 1993).

i¢cin oldugunda

Tamm 2.3: T, (X,%, 1) Ol¢iim uzayi lize-
rinde tanimli Slgiilebilir bir doniisiim olsun.
Eger hemen hemen her yerde T, oT =1 olacak
sekilde bir T, oOl¢iilebilir doniisiimii varsa T

’ye soldan terslenebilir (birebir) bir doniisiim
denir. Benzer sekilde hemen hemen her yerde
ToT,=1 olacak sekilde bir T, ol¢iilebilir

doniisimii varsa T ’ye sagdan terslenebilir
(6rten) bir doniisim denir. Eger T hem
sagdan hem de soldan terslenebilir ise T ’ye
terslenebilir doniisiim denir ve olgiilebilir bir
U doniisiimii icin hemen hemen her yerde
(ToU)(x) = (UoT)(x) =1(x) dir. (Singh ve
Manhas, 1993).

Tamm 2.4: (X,X) Olgiilebilir uzay, ¢ ve 1
, Xizerinde iki 6l¢iim olsun. Buradan her
AeX igin u(A)=0 oldugunda A(A)=0
oluyorsa A, ¥ tlizerinde u’ye gore mutlak
stirekli bir olgtimdiir denir ve Al u ile
gosterilir. Bu tanima gore T tekil olmayan bir
doniisiim ise uT ™, u’ ye gore mutlak siirekli
olgiim olup 4T 0 u ile gosterilir. Burada
ur SeX
(LT 7)(S) = u(TH(S))  olarak
(Singh and Manhas, 1993).

Olctimii her icin

tanimlidir

Tammm 2.5: (X,X,x) bir 6l¢glim uzay1 ve

1<p<w olsun. L°(X,Z,u) ile X

uzerinde tanimli ve

[1 00 du(x) <o

kosulunu saglayan tiim 6l¢iilebilir fonksiyon-
larmn ailesi gosterilir (Bartle, 2014). Herhangi

bir f e L°(X,Z, 1) igin
I, ={I|f<x>|”du<x>}"
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seklinde tanimli ||||p fonksiyonu bir norm

olup L°(X,u) uzayr bir normlu uzay olur

(Bartle, 2014). Gergel degerli, dlgiilebilir ve
hemen hemen her yerde simrli olan
fonksiyonlarin denklik siniflarinin

olusturdugu uzaya L"(X,Z,u) uzay1 denir.
Herhangi bir f eL”(X,Z, )
olmak tizere S(N) =Sup{| f (X)| Xe X — N}

olarak tanimlayalim. O halde

icin NeZX

| ], =inf{S(N):N eZ, u(N)=0}

fonksiyonu bir norm olup, (L*,|[.) bir

(X, Z, u)
elemanlarina esas sinirli fonksiyonlarda denir.

Eger f eLl”(X,X,u) ise hemen hemen her
xe X igin [f(x)|<| f], dur (Bartle, 2014).

normlu  uzaydir. uzayinin

Tamm 2.6:
f : X = [ o6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu

(X,Z, 1) bir 6lgim uzayr ve

f fonksiyonunun esas goriintiisii her £ >0
i¢in
ess.im(f):{z el u({xeX:|f(x)-2|<&}) >0}

veya acessim(f) ve her &>0

u(f7*(B(a,¢))) >0 olarak tanimhidir (Rudin,
1974).

i¢in

Tanim 2.7: 4, o—sonlu bir 6l¢im ve 4, X
iizerinde u’ ye gore mutlak siirekli bir 6l¢lim
olsun. Bu takdirde

/1(3)=jfdy veya dAES) _ ¢
s du(S)
sartint1  saglayan negatif olmayan bir

f e U'(1) fonksiyonu vardir ve bu f
fonksiyonuna A’nin  x’ye gore Radon-

Nikodym tiirevi denir (Singh and Manbhas,
1993).

3. Bulgular

Tamm 3.1: (X,X,x) bir 6lglim uzay1 ve
T:X — X tekil olmayan bir doniisiim olsun.
Bu T doniisiimii 1< p<oo ig¢in L?(u) uzayi

lizerinde her f € L”(u) igin
C,(f)="FoT

seklinde tanimli bir C; lineer doniislimi

C, P (u) > ()
doniistimiiniin siirekli olmas1 durumunda bu

indirger. Bu lineer

dontisime LP(u) Tlzerinde T tarafindan

indirgenen bileske operatorii denir.

Uyari 3.2: T ’nin tekil olmayan bir doniisiim
olmast C; ’nin iyi tanimli oldugunu sdyler.
Ciinkii T tekil olmayan bir doniisiim degilse
C,; iyi tanimli olmayabilir. Bunu bir 6rnekle

aciklayalim.

Ornek 3.3: X =[0,1] kiimesi iizerinde
Lebesgue oOlciimi alalm ve T:X — X

doniisiimii i¢in

2x , 0<x
TM=1
o 3 <X

A IA
]

seklinde tanimlansin. Bu takdirde T tekil
olmayan bir doniisim degildir. Gergekten

u({1})=0 iken u(T({L}))=u((3.1])=%=0
dir. Ayrica C; 1iyi tanmimli degildir. Ciinki
f =20y V&€ 0=xpy almrsa x=1 igin
f g olup ,u({l}):O oldugundan hemen
hemen her yerde f =g ’dir. Fakat hemen
yerde C,(f)=C,(g) dir.

hemen her

Gergekten
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1,
Cr(f)=(f o T)(X) = (X0 2 T)(X) ={O

Cr(9)=(g°T)(X) = (xpy°T)(X) = {1 , 0<x<1

olup olur.  Buradan

pu([32])=3=0
C,(f)#C;(g9) olur. Dolayisiyla C, iyi
tanimli degildir. O halde L"(x) lizerinde bir
bileske operatorii indirgemek i¢in T *nin tekil
olmayan bir doniisiim olmasi1 gerekir.

Not 3.4: L"(u) wuwzaymda T:X —> X
operatorii tekil olmayan bir doniisim ise
fel”(u) igin foT el (1) olup

IC; | =|foT|, <|f]| vyazilir. Gergekten
T(X) < X oldugu dikkate alinirsa

IC: £ =] f-T|, =eSS)l(Jp|(f oT)(X)| =eSS)l(Jp| f (T (x)|

=essup|f (u)| < ess;Jp| f)l=|f|.

ueT (X)

bulunur. Dolayisiyla C; bir daralmadir.

Teorem 3.5: C;’nin L*(u) fzerinde bir
izometri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul u
ve 4T "in denk yani w0 4T ve

4T "0y olmasidir.

ICr e, = HZT’I(E)

oldugundan ||C; x|, #|xc||, elde edilir.
Buradan C, bir izometri degildir. Dolayisiyla

istenen elde edilir. Aksine, kabul edelim ki
w0 uTrve uTH0 golsun. oT M0 u ise

w:inf{aeD :

Ispat: Kabul edelim ki x ve uT™ denk
olmasmn. O haldle ¥ #E < X kiimesi i¢in
4T (E) =0 oldugunu kabul edelim. Buradan

lzell, =inf{ael : u(xe X :|;(E|>a):0}:1
olur. Fakat

u(xe X :‘ZT’I(E)‘>a):O}:O

IC; £, <|f], esitsizligi Not 3.4’ten agiktir.
w0 pT™ yani her SeX icin 4T (S)=0
oldugunda (S) =0 olsun. O halde

{ael: uTH(xe X :|[f(x)]>a)=0}={ael : u(T(x)eX :|f(x)|>a)=0}
={ael : u(xeT(X) : |f(x)|>a)=0}

xeT(X)

ise Xx=T(u) olacak sekilde ue X wvardir.
Buradan

{ael: pueX :|f(TU)|>a)=0}c{ael : u(xeX :|f(x)|>a)=0}

olup her iki tarafin infimumu aliirsa

inf{ael : u(xe X : |f(x)|>a)=0}<inf{ael : uueX :|f(T(u))>a)=0}
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elde edilir. Buradan |f|| <||C,f| dir.

Dolayisiyla C; bir izometridir

Uyan 3.6: T ’nin tekil olmayan bir doniisiim
olmast 1< p<o igin LP(u) uzay: lizerinde
bir bileske operatoriinii indirgemek igin tek
basina yeterli degildir. X =0  kiimesi

iizerinde Lebesgue Ol¢iimii alalim ve her
x el i¢in T(x)=e€* olsun. Buradan T tekil
Ancak

f = Zon

olmayan bir dontistimdiir.

C.fel’ (1) dir

alinirsa her x € X igin

Gergekten

[ = I 0ol du) = [ [FOOFdut)+ [ [f(0]'du(x) =1+0=1<

[04]

olup fel’() olur. Fakat

Crf=foT=p44°T = Z.g OlUp

[0y

”CT f ”S = H(Z[_oo,O](X))‘pdﬂ(x) = _flpd,u(x) =

olur. Dolayisiyla C, f ¢ L (1) elde edilir.

Teorem 3.7: (X,Z,u) bir o-sonlu 6l¢iim
uzay1 ve T :X — X Odlgiilebilir bir doniisiim
olsun. Bu takdirde T ’nin L°(u) lizerinde bir
C, bileske operatorii indirgemesi igin gerek
ve yeter kosul her SeX ve b>0 igin
4T (S) <bu(S) olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki C,, T tarafindan

indirgenen bir bileske operatér olsun. O
zaman C, :L°(u) — L"(u) stirekli bir lineer

doniistim olur. x(S) <oo olanbir S e X igin

s OO =[5 (0| da(¥) = [ 125 O d () + [ 25 (0|7 d pa(x) = a(S) < o0

oldugundan olur.  Ayrica

xs € (1)
CiXs = X ) esitligi dikkate alinirsa

p

(T (S) =

yazilir. b= ||CT ”p alinirsa 4T 7(S) <bu(S)

olur. u(S)=o olmasi durumunda esitsizlik
aciktir.

Tersine, b>0 olmak tlizere her SeX ve
4T 1(S)<bu(S) oldugunu kabul edelim.
Buradan x(S)=0 iken, 4T *(S)=0 olur.
Dolayistyla #T [ g olup buradan 4T *’in,
1’ ye gore Radon-Nikodym tiirevi ortaya
cikar ve

Zews|, =1C Gy <IC L sl =l 1 49)

AT (S) = [ frdu u(S) =b[1dpu = [od
S S S

olup hemen hemen her yerde f. <b olur.
Simdi fel’(w)
Buradan her xe X i¢in T(X)=u doniistiimii

herhangi bir alalim.

yapilir ve duT = f.du esitligi géz 6niine

alinirsa
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e (F DI = [I(F T d2e(x) = [T ())]° ()

:j|f(u)|pdm-1(u) =j|f(u)|p frdu(u) <b| [’

elde edilir. Bu ise C,’nin L°(u) iizerinde

sinirl bir operator oldugunu soyler.

Yukaridaki teorem bize L°(u) tizerinde bir
bileske operatorii indirgeyen T doniistimii
4T ’in mutlak siirekliligini ve onun Radon-
f;’yi karakterize

Nikodym tiirevi olan

(Crx5)(X) = (x5 o T)(X) = 25 (T (X)) :{

)1, T(x)e$S
_{o , T(x)e$S
:ZT—l(S)(X)

oldugundan agiktir.

Sonug 3.8: (X,X, ) bir 6lglim uzay1 olsun.
T:X—>X Olciilebilir
1< p<ow igin L°(u) tzerinde C, bileske

doniistimiintin

operatorii indirgemesi ic¢in gerek ve yeter
kosul 4T [ u ve f. eL”(u) olmasidir. Bu

durumda |G, | <[ | dir

Ornek 3.9: X =0
Lebesgue olgiimii ve T', T ’nin tiirevi olmak

iizerindeki Olglim

lizere Ti esas sinirli olacak sekilde T

monoton bir fonksiyon olsun. O zaman C,,

LP(J) iizerinde siirekli bir operatordiir. Ozel

pT(X)
f
froeor ol
Ozel olarak

Olup ||C || _H H yazilir.

T(x) =ax alinirsa

etmeye yardimci olmustur. Eger bir operator
bileske operator ise L°(g) ’deki karakteristik

fonksiyonlart  alip  yine  karakteristik

fonksiyonlara gotiiriir. Bu durum

1, T(x)eS
0, T(X)eS
1, xeT™(S)

0, xeTX(S)
olarak a>0 ve T(x)=ax alinirsa C,,

L (D) lizerinde bir bileske operatoriidiir.

Herhangi bir fel?(U) ve

||C || = sup ||CT f || g0z Ontine alinirsa
Il <t

Céoziim:

I&: £17 = JICE o T)00[dx = [T ()] dx

p T'(X)
T(x)

olur. Burada T(x) =u doniisiimii yapilirsa

dx

= [If T o)

| f(u)|°du < H 1.

715 <o

o0

[C: £ = [|(F T dx = [| £ (T (x)["clx
p du

_j|f(ax)| dx = j|f(u)|

:gj|f(u)| du <o
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olup C, f e L°(U) elde edilir.

Tanmm 3.10:
Y X veT:Y — X olgiilebilir bir doniisiim
olsun. Herhangi bir f € L”() icin

F(T(x) .
o

(X,Z, ) bir 6l¢im uzayi,

xeY

CT(f):{ Xe X —Y

olarak tamimlansin. C; ’nin L"(x) iizerinde

stirekli olmas1 durumunda bu operatére T ve
Y tarafindan indirgenen genellestirilmis
bileske operatorii denir. Agiktir ki Y = X
aliirsa her bileske operatorii genellestirilmis
bileske operatoriidiir.

(X,Z, ) bir o-sonlu 6l¢iim uzayr olmak

tizere Ol¢iilebilir kiimelerin bir o -cebiri X
ailesi simetrik fark ve arakesit cebirsel
islemleri altinda bir halkadir.

S={S eX | ,u(S)=O} olmak iizere I, X
halkasinin bir idealidir. ¥ Boolean halkasi
oldugundan 2/3, boliim halkasi da bir Boolean
halkasidir. h: X — ¥ doniistimii simetrik fark,
arakesit, sayilabilir toplamsallik ve maksimal

eleman islemlerini korursa bu doniisiime o -
endomorfizmasi denir. ¥ tizerindeki her o -

endomorfizmasi Z/S {izerinde bir h' o -endo-

morfizmas: dogurur ve h'(SAT)=h(S)AT
olarak tanimlanir. T : X — X o0lg¢iilebilir bir

h (8)=T7(S)

h; :2 — X doniisiimii bir o -endomorfizma-

doniisim ise ile tanimh

sidir; dolayisiyla h 2/3 lizerinde bir o -

endomorfizmasidir. O halde her olgiilebilir
Axs =Cixs =xs°oT :{

olup T ’nin dlgiilebilir olmasi dikkate alinirsa
Ay, €eK?  elde

AKP cKP’dir. Tersine, kabul edelim Ki

edilir.  Dolayisiyla

1, T(xeS [1,
0, T(x)eS |0 ,

o e e Z . . . _ _
doniisim X ve /S izerinde bir o -endo

morfizmasi indirger. Daha genel bir ifadeyle
(X',%, /) bir dlgiim uzay1 ve T:X — X
Olgiilebilir bir doniisiim ise bu doniisiim
h:Z->3 ve J,

Olctimlii  kiimelerin

Y o -cebirinde sifir
ideali olmak tzere

h, : % - % o -endomorfizmasi indirger.

Teorem 3.11: (X,Z, ) standart Borel uzayi,
o bir dlglim uzayi ve ¢:(X,2, 1) > (X, 2, 1)
bir o -endomorfizmas: olsun. Bu takdirde
p=h sekilde T:X — X  bir

Olgiilebilir doniistimii vardir.

olacak

Asagidaki teoremde K ile X o -cebirinin
tiim karakteristik fonksiyonlar1 temsil etmek
lizere yani K={y;:SeX} olmak iizere

KP? =K N L"(u) olarak alinacaktir.

Teorem 3.12: (X,Z, i) standart Borel uzay1
ve A, L°(u) lizerinde bir operatér olsun. A
‘nin bir (genellestirilmis) bileske operatorii

olmas: icin gerek ve yeter kosul K" nin A
altinda degismez sabit kalmasidir. Yani

AKP cKP dir.

Ispat: Kabul edelim ki A, L°(u) iizerinde bir

(genellestirilmis) bileske operator olsun. O
halde Y €X i¢in A=C, olacak sekilde bir

T:Y > X
Zs €KP

Olgiilebilir doniisiimii  vardir.
Ay, €L’(w) olur.

Dolayisiyla Ay, € AKP? dir. Ayrica

icin

xeT™(S) _
xeT(s) *T'®

AK? cK® ve u(S)<owo olacak sekilde
S eX olsun. Buradan y, €K ve
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s = [l de = || de+ [ || d e =pu(S) < 0
X S s¢

olup y, € L°(u) elde edilir. O halde y, e K®  Olglime sahip kiimelerin birlesimi Uzerinde
elde  edilir Ay, € AKP cKP olup tanimlanir. S, ve S, sonlu 6l¢iime sahip ayrik
. s c

iki kiime olmak iizere bileske operatoriiniin

P>dir. Bu takdi < ici
Axs €K?dir. Bu takdirde (W) <co icin lineer olmasi dikkate alinirsa

Ay, =y, olacak sekilde W eX vardr.
Simdi ¢,(S)=W olsun. Buradan ¢, sonlu

A(Zslusz) = A(ﬂ(s1 +Zsz) = Alsl + AZSZ = Xw, T Xw,
olup uW, "W,)=0 ve vardir. Eger u(S) <o ise
$(S,US,) =¢,(S) Wy (S,) dir. Ayrica X, A(ys) = Arisy = Crxs Olup A ve C;, KP

o -sonlu 6l¢iim oldugundan X = USi olacak Uzerinde  dolayisiyla  L°(x)  flizerinde

i=1 cakigirlar. Buradan A=C; olup teoremin
sekilde sonlu dl¢time sahip ve ikiserli ayrik bir

{S,} dizisi vardir. Kabul edelim ki
Xi=¢,(S;) yani iel igin Ay, =y, Ve

ispat1 tamamlanir.

Sonug¢ 3.13: (X,X,u) standart Borel uzayi

i olsun. Bu takdirde A’nin L°(u) lizerinde bir
X':UXi olsun. Herhangi bir SeX i¢in (genellestirilmis) bileske operatorii olmasi

= icin gerek ve yeter kosul her f,g ve
%, (S) =U¢O(SmSi) olarak tammlanir. ¥, f.gel’(x) i¢in  A(f.g)=A(f).A(9)
= olmasidir.

X niin 6lgiilebilir alt kiimelerinin o -cebiri

olmak iizere ¢,:% >3 bir o -homomorfiz- Ispat: Kabul edelim ki A, L°(u) iizerinde bir

genellestirilmis bileske operatorii olsun. Bu
takdirde A=C; olacak sekildebir T :Y — X

masidir. Bu o -homomorfizmasi
P#(SAT) = ¢,(S)AT olacak sekilde

$:3/3—32/3F bir o -homomorfizmasini doniisiimi vardir. Her f,geL’(x) igin

dogurur. Teorem 3.11’den ¢=h, olacak

sekilde bir T: X — X &lciilebilir doniisiimii
A(f.g)=C.(f.9)=(f.9)T(x)=FT(X)g(T(x)
=C,(F)C,(g) = A(f).A(9)

elde edilir. Aksine, y; €KP” alalim. Buradan ise y,e€K ve y,el"(ux) dir. O zaman
Ay, € AK® oldugu agiktir. Ayrica y, e K S e€ZX igin 4(S)<co dir. O halde

HZSZHZ = H}(sz‘pdﬂ = I|Zsls|pdﬂ = I(|Zs|p -|Zs|p)dﬂ
X X X

= [l s+ [ Qs s e = 1a(S) = | ]
S s¢

olup Zsz = x5 dir. Ayrica A(y;) = A(Zsz) = A(xs xs) = Alxs)-Alxs) = (A(ﬂfs))2
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elde edilir. O halde Ay eK olup Ay, eKP

Dolayisiyla AKP c KP’dir. Teorem
3.12°ten A, L" ()
genellestirilmis bileske operatoriidiir.

olur.

uzerinde bir

Not 3.14: Teorem 3.12°den agiktir ki
AKP cKP ve X =X almrsa A, LP(u)
iizerinde genellestirilmis bileske operatorii
yerine bir bileske operatoridir. Eger

AK? c K" kosuluile A birebir bir operatdr
ise X =X olup A bir bileske operatoriidiir.

4. Sonuc¢

Bu c¢alisgmada T:X — X olgilebilir bir
doniislim olmak iizere 1< p <o i¢in uzay1

L" () bileske

tanimlandi. Bu operatoriin  L°(u) uzayma

tizerinde C; operatorii

genellemesi  yapilirken hangi  sartlarin
saglamasi gerektigi irdelendi. Bu ¢alismada

yapilanlar agirlikli Lebesgue I_\'z,( ,u) uzayla-

rinda agirlikli bileske operatdrlerinin 6zellik-
leri olarak incelenebilir. Yine agirlikli

Lebesgue L% () uzaylarnda Lambert tipi

bileske operatorler ve bunlarin agirlikli uzay-
larinda indirgenebilirligi incelenebilir. Agir-
liklar degistirilerek Lebesgue uzaylarinda
tamimlanan agirlikli  bileske operatorleri
incelenebilir. Ayrica Orlicz uzayi, Orlicz-
Lorentz uzaylarinda da bu operatdrlerin
ozelliklerini saglayip saglamadigi arastiri-
labilir. Olgiilebilir yerine zayif veya kuvvetli
Olgiilebilir  fonksiyonlar uzaylarinda da
agirlikli bileske operatdrlerinin 6zelliklerine
bakilabilir.

5. Kaynaklar

Bartle R. G. (2014). The elements of
integration and Lebesgue measure. John
Wiley & Sons,

Boyd D. M. (1974). Composition operators on
the Bergman space and analytic function
spaces on the annulus. University of North
Carolina at Chapel Hill

Caughran J. G. and Halmos P. (1971).
Polynomial approximation and spectral
properties of composition operators on H 2.
Indiana University Mathematics Journal,
21(1): 81-84

Caughran J. G. and Schwartz H. J. (1975).
Spectra of compact composition operators.
Proceedings of the American Mathematical
Society, 51(1): 127-130

Choksi J. (1966). Unitary operators induced
by measure preserving transformations.
Journal of Mathematics and Mechanics,
16(1): 83-100

Cima J. and Wogen W. (1974). On algebras
generated by composition operators. Canad. J.
Math, 26: 1234-1241

Cima J. A., Thomson J. and Wogen W.
(1974). On some properties of composition
operators. Indiana University Mathematics
Journal, 24(3): 215-220

Halmos P. R. (1956). Lectures on ergodic
theory. American Mathematical Soc.,

Halmos P. R. and von Neumann J (1942).
Operator methods in classical mechanics, 1.
Annals of Mathematics: 332-350

Harrington, D. J. and Whitley, R. (1984).
Seminormal composition operators. Journal
of Operator Theory, 125-135.

Johnson R. A. (1970). Atomic and nonatomic
measures. Proceedings of the American
Mathematical Society, 25(3): 650-655

Kamowitz H. (1981). Compact weighted
endomorphisms of Proceedings of the
American Mathematical Society, 83(3): 517-
521

Kaptanoglu,T.(2003)
Garip Cekerler ve Kaos.

Dinamik Sistemler,

Kizmaz H. (1993). Fonksiyonel Analize Giris.
Karadeniz Teknik Universitesi Basimevi,
Trabzon

941



Lebesgue Uzaylar1 Uzerinde Bileske Operatorler

Koopman B. and Neumann J. v (1932).
Dynamical systems of continuous spectra.
Proceedings of the National Academy of
Sciences, 18(3): 255-263

Koopman B. O. (1931). Hamiltonian systems
and transformation in Hilbert space.
Proceedings of the National Academy of
Sciences, 17(5): 315-318

Littlewood J. E. (1925). On inequalities in the
theory of functions. Proceedings of the
London Mathematical Society, 2(1): 481-519

Nordgren E. A. (1968). Composition
operators. Canad. J. Math, 20: 442-449
Nordgren E. A. (1978). Hilbert space

operators. Springer, 37-63.

Rudin W. (1987). Real and complex analysis.
Tata McGraw-Hill Education,

Rynne B. P. and Youngson M. A. (2000).
Linear functional analysis. Springer Science
and Business Media,

Singh, R. K. (1975). Normal and Hermitian
composition operators. Proceedings of the
American Mathematical Society, 47(2), 348-
350.

Singh, R. K. (1976a). Composition operators
induced by rational functions. Proceedings of
the American Mathematical Society, 59(2),
329-333.

Singh R.K. (1976b). invertible composition
operators on . Proceedings of the American
Mathematical Society, 56: 1, 127-129.

Singh, R. K. and Kumar, A. (1977).
Multiplication operators and composition
operators with closed ranges. Bull. Austral.
Math. Soc, 16, 247-252.

Singh, R. K., and Kumar, A. (1978).
Characterizations of invertible, unitary, and
normal composition operators. Bulletin of the
Australian Mathematical Society, 19(1), 81-
95.

Singh, R. K. and Kumar, A. (1979). Compact
composition operators. Journal of the
Australian Mathematical Society, 28(3), 309-
314.

Singh R. K. and Manhas J S (1993).
Composition operators on function spaces,
North-Holland Mathematics Studies, 179.

542



