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Oz

F bir K cismi {izerinde sonlu tiretilmis serbest Lie cebiri, y,, (F) F nin, n-inci alt merkezi terimi olmak tizere L =
F /¥, (F) olsun. Bu ¢alismada L nin otokomiitatdrleri ve G, L nin otomorfizm grubunun bir alt grubu olmak
lizere G ye gore L nin otomerkezi ve otomerkezi otomorfizmleri tanimlanmis olup bu otomorfizmlerin bazi
ozellikleri incelenmistir. Ayrica otomerkezi otomorfizmlerle ilgili sonuglar elde edilmis ve L nin merkezinin
otomerkezi otomorfizmler grubu igindeki merkezleyeni tanimlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Otomerkezi otomorfizmler, serbest Lie cebirleri

Autocentral Automorphisms of Free Nilpotent Lie Algebra

Abstract

Let F is a finite generated Lie algebra on a field K, and let L = F 4, (F) where y,,(F) is the nth lower central
term of F. In this study, the autocommutators of L and the autocentral, autocentral automorphisms of L
according to G were defined (where G is a subgroup of automorphism groups of L). In addition, the results
related to autocentral automorphisms were obtained and the centralizer of the center of L in autocentral
automorphisms group is defined.

Keywords: Autocentral automorphisms, free Lie algebra

1. Giris

K bir cisim ve F, K iizerinde sonlu rankli bir
serbest Lie cebiri ve L =F %,(F) n-inci
siiftan serbest nilpotent Lie cebiri olsun. L
nin tim otomorfizmlerinin grubunu Aut(L)
ile gosterelim. a € Aut(L) ve u €L igin
[@,u] = a(u) —u eleman1 o ile u nun
otokomiitatorii  olarak  adlandirilir.  Bu
calismada, otokomiitatorler kullanilarak L nin
otomerkezi, otokomiitator altcebiri ve
otomerkezi otomorfizmler grubunun yapisi
hakkinda bazi sonuglar elde edilmistir.

Lie cebirlerinin farkl tiplerdeki
otomorfizmlerini ve bu otomorfizmlerin
Ozelliklerini incelemek literatiirde {izerinde
caligilan 6dnemli bir problem haline gelmistir.
Ornegin bir serbest center-by-metabelyen Lie
cebirinin merkezi otomorfizmleri
(Esmerligil, 2016), serbest nilpotent Lie
cebirinin merkezi otomorfizmleri (Oztekin ve

* Sorumlu Yazar: ozgeoztekin@gantep.edu.tr

Ekici, 2017) ve bir serbest metabelyen
nilpotent Lie cebirinin normal
otomorfizmleri (Findik, 2010) calisilmistir.
Benzeri caligmalara gruplar teorisinde de
rastlanmaktadir (Attar, 2009; Hegarty 1994;
Hegarty 1997; Moghaddam ve Safa 2010).
Calismamizin temel amact Moghaddam ve
Safa (2010) da gruplar i¢in elde edilen bazi
sonuglarin serbest nilpotent Lie cebirlerinde
de dogru oldugunu gostermektir. Elde
ettigimiz sonuglar benzese de ispatta oldukca
onemli farkliliklar bulunmaktadir.

2. Temel Bilgiler

K karakteristigi sifir olan bir cisim, F K
iizerinde sonlu bir kiime tarafindan {iretilen
serbest Lie cebiri ve y,, (F), F nin alt merkezi
serisinin n-inci terimi olsun. O zaman L =
F/v,(F) n-inci dereceden serbest nilpotent
Lie cebiridir. u,v € L igin [u, v] komiitatorii
ile Lie carpimini gosterecegiz.
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Kullanacagimiz komiitatorler sol normlu

olup

[Ug, Uz, .. Uj—q, U] = [[Ug, Uz, o U1 ] 0], j 23

seklindedir. Her v €L igin adv(u) =
[u,v],u € L, olarak tanimlanan adv:L — L
lineer doniigiimii L nin bir tiirevi olup

nilpotenttir. Yani y,(L) =0 oldugundan
ad" v = 0 dir. O halde
adv _ 1 adv N ad?*v N ad™ v
S TR Y (n—2)!

lineer doniisiimii 1yi tanimli olup L nin bir i¢

otomorfizmidir. L nin tim i¢
otomorfizmlerinin  grubunu Inn(L) ile
gosterecegiz. I¢  otomorfizmler  grubu,
Aut(L) nin  bir normal altgrubunu

olustururlar.

a ile u nun
olarak

a € Aut(L) ve u €L igin
otokomiitatori  [a,u] = a(u) —u
tanimlanir.

Tamm 2.1. G, Aut(L) nin bir altgrubu olsun.
1.L° ={u €L | [a,u] =0,her a € G icin}
kiimesine L nin G ye gére otomerkezi denir.

2. [G,L]={[a,u] | « € G,u €L} kiimesi
tarafindan  dretilen  altcebire L  nin
otokomiitator altcebiri denir. Bu altcebiri
OK (L) ile gosterecegiz.

Onerme 2.1. G = Inn(L) ise

i) L¢ = Z(L) dir,

i) OK(L) = L' dir.
Burada Z(L) ve L’ sirastyla L nin merkezi ve
L nin tiiretilmis altcebiridir.

Ispat: G = Inn(L) olsun.

i) u € Z(L) olsun. Her 8 € G i¢in [6,u] =0
oldugunu gosterecegiz. 6 bir i¢ otomorfizm
oldugundan bir v € L i¢in

ad™ 2y
(n-2)!

adv

0 =e™

formundadir. Buna gore

[O,u] =0(u) —u
=u+ [u,v]
[u,v,v] [u,v,...,v]
2! +...+W

—u

ve u € Z(L) oldugundan [6,u] =0 elde
edilir. Yani, u € LS olup Z(L) < LE dir.

Simdi u € L¢ olsun. O zaman her 8 € G icin
0 = e* formunda olup

0=[0,ul=0(w)—u
= [u, v]

[u,v,v] [w,v,...,v]

T +...+—(n_2)!

ve [u,v] = 0 elde edilir. O halde L¢ c Z(L)
olup esitlik elde edilmis olur.

ii)Herue Lve 6 € G igin 8 = e, v € L,
formunda olup [6,u] = 6(u) —u = [u,v] +

+[uvv]+ +[1(w )U € L' dir. Yani
OK(L) < L' dir.

uel'ise wvwelL icin  u=[v,w]
formundadir.

U € y,_1(L) ise [v,w,w] =...=

[v,w...w] = 0olup

u=[v,wl+v—-—v=e*"(@w)—v

= [e%%,v] € OK(L)
dir. Simdi u € L(mody,_,(L)) olsun.
adlL = {adv |v € L} olmak lizere

L/Z(L) = adL oldugu iyi bilinen bir sonug
olup adL = L/Z(L) = F/4n(F) ¥n_1(F)/
Yn(F) 2 F/yp_1(F) dir. Simdi bu
izomorfizmden u € F'/y,,_1(F) oldugunu
diisiinebiliriz. Yani her u ya bir ig
otomorfizm karsilik gelir. Dolayisiyla bir
e € Inn(L) igin e%¥*® =y olacak
sekilde z,t€ L wvardir. Buradan u =
[e%42,t] € OK(L) elde edilir. Yani L' ¢
OK(L) dir. Boylece L' = OK(L) dir.

Tammm 2.2. a € G olsun. Her u € L igin
[a,u] € LY ise a ya G ye gore otomerkezi
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otomorfizm denir. Dikkat edilirse [a,u] =
a(u) —u € LY ise a(u) = u(modL®) dir. G
ye goOre tiim otomerkezi otomorfizmlerinin
grubunu OC;(L) ile gosterecegiz. 0Cg;(L),
Aut (L) nin bir normal altgrubudur.

Teorem 2.1. 0C; (L) = Hom(L/L¢, L%) dir.

Y: 0C4(L) » Hom(L/LC, L%)
Yo: LA - L¢ Y, (u +
olmak tUzere her «a €

Y(a) =Y, olarak

Ispat.
homomorfizmini,
L% =a(u) —u
0Cq(L) icin
tanimlayalim.

Y nin iyi taniml oldugunu gdsterelim. Bunun
icin Once P, nm iyi tanimhi oldugunu
gostermek gerekiyor.

us + LG, up + LS € L/LY icin uq + L= uy +
L%olsun. O zaman u, — u, € L% olup her a €
G i¢in  a(u; —uz) = uy — u, dir. Buradan
a(u;) —us = a(uz) —u, ve dolaysiyla
Ya(us + L=, (uz + LE) elde edilir. Yani
Y, 1yl tanimhdir. Simdi a, f € 0C;(L) igin
Y(a) #Y(B) oldugunu kabul edelim. O
zaman Y(@u+ L% =aluw) —u+
L) —u==y(B)(u+ L"), her u € L icin
olup @ # B dir. Yani ¢ iyi tanimlidir.

a € kery ise w(a) =0 dir. Her u € L igin
0=yY(@)(u+L) =alw)—uvea)=u
olup @ = Id dir. O halde kery = Id olup
birebirdir.

Her p € Hom(L/L°,L¢) igin a:L—L
homomorfizmini a(w) =u+pu+ L
olarak tanimlayalim. Buna gore a(u) —u €

L% olup a € 0C;(L) dir. O halde

ap(w) = pw) + [B(w),v] +

=u+w+[ut+wv]+

[u,v,v]

= u+[uv]+—==—+...

@y
= a(u) +w

Bu+ L% =a) —u =, (u+L?
= P(a)(u+ L)

esitliklerinden 8 = Y («) elde edilir. Yani i
ortendir.

Boylece 3 nin bir izomorfizma oldugu
goriiliir.

Not. «,B8 € OC;(L) ve her uel
af(u) = B(u)(modL®) = u(modL®) =
pa(u)(modL®) olup af = Pa dir. Yani
0C¢; (L) abelyandir.

igin

Simdi OC;(L) nin G deki merkezleyenini
tanimlayalim.

H=Z;(0C (L)) ={a€G|aB
= fa,her f € 0C;(L)}

W = [H, L] diyelim.
Lemma 2.2. [InnL, L] € Wdur.

Ispat. Once L¢ € Z(L) oldugunu gosterelim.
u € LY ise her 8 € G igin 6(u) = u dur. Ozel
olarak 8 bir i¢ otomorfizm ise yine 6(u) = u
olup Onerme 2.1 den LY € Z(L) oldugu
goriiliir.

Simdi InnL € H oldugunu gosterelim.

Her S € OC;(L) ve u €L igin f(u) =u+
w olacak sekilde bir w € L% oldugunu
biliyoruz. Ayrica L¢ € Z(L) oldugundan her

v €L igin [w,v] =0 dir.a € InnL ise a =
adv

e, olacak sekilde bir v € L vardir. Her
B €0C;(L) ve uE€EL icin
[B(w), v, v] [Bw),v,...,v]
—_—+... +
D) (n—2)!
[u+w,v,v] [u+wp,...,v]
N +...+ —(n—z)!
[wv,..,v] [w,v,v] [w,v,...,v]
+—(n_2)! +w+[w,v]+ & +... g
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elde edilir. Benzer sekilde fa(u) =u+w
dir. O halde aff = Ba olup a € H dir. Yani
InnL € H dir. Boylece

[InnL, L] < [H,L] =W

elde edilmis olur.

Lemma 2.3. OC;(L), W fiizerinde birim
olarak etki eder.

Ispat. B € 0C;(L), a € H veu € L olsun.,

Bla,u]) = B(a,ul) — [a,u] + [a,u]
=plaw) —f(w) —a(w) +u+ [a,u]
=a(BW) - BW) — a(w) + u + [a,u]
=a(fw) —w) - pw +u+ [au]
=pw) —u—-pw +u+lau

= [a,u].

Teorem 2.2. 0C;(L) = Hom(L,/W, L) dir.

Ispat. Y: 0C; (L) » Hom(L/W,L%)
fonksiyonunu her a € 0C;(L) i¢in Y(a) =
Y, olarak tanimlayalim oyle ki ¥, (u +
W)=a(u)—u olsun. Lemma 2.3 den
OC;(L) W tizerinde birim olarak etki
ettiginden w; +W = u, +W igin u; —
u, € W olup Lemma 2.3 den a(u; —uy) =
u;— u; ve dolayisiyla a(uy) —u; =
a(uz) — u, bulunur. O halde Yo (ug +
W) = ¢, (uy + W) dur. Yani ¢, iyi tanimh
olup ¥ de iyi tamimhdir. Y nin birebir ve
orten oldugu Teorem 2.1 deki gibi
gosterilebilir.

Teorem 2.3. Hom(L/L¢,L¢) = Hom(L, L)
dir.

Ispat. 6: Hom(L/L¢,L%) - Hom(L,L%)
fonksiyonunu her a € Hom(L/L¢,L%) igin
0, = 6(a), dyle ki her u+ L¢ € L/L¢ igin
O(a)(u+ L) =6,(u+LG) = a(u+ L%
olarak tanimlayalim.

0 nin iyi tanimh oldugunu gostermek icin
once 6, nin iyi taniml1 oldugunu gosterelim.

Her uy,u, € LY icin 8,(uq) # 6, (uz) olsun.
0,(u) = a(uy + L¢) # a(u, + L¢) =

0,(uz) dir.  a € Hom(L/L%, L% iyi
tammhidir. Dolayisiyla  uy + L& # uy + LS
olup uy # u, dir. Yani 6, iyi tanimhdir.

Simdi  8(a;) # 8(az) oldugunu kabul
edelim. a; = a, olsa O(a)(u) =
Oa;(u) = a;(u+ LY = az(u + L) =
O(az)(u) celigkisi elde edilir. Dolayisiyla
ay # a olup 8 iyi tanimlidir.

0 birebirdir: a € ker6 olsun 6(a) = 0 olup
her u€L icin 8(a)(w) =a(u+L%) =0
dir. Buradan a = 0 olup kery = 0 dur.

6 ortendir: Her u € f € Hom(L,L%) igin
a: L/L¢ — L homomorfizmini a(u + L) =
p(u) olarak tanimlayalim. Buradan f =
0(a) oldugu kolayca goriiliir.

Boylece Hom(L/L¢, L) = Hom(L,L%) elde
edilir.
Teorem 2.4. 0C;(L) = Hom(L, L%) dir.

Ispat. Teorem 2.1 ve Teorem 2.3 den sonug
hemen gortiliir.

Tanim 2.3.
merkezleyeni

Cocoy(Z(L)) = {a € 0Cs(L) | [a,u]
=0,heru € Z(L)}

Z(L) nin 0Cg(L) igindeki

olarak tanimlanir.

Lemma 2.4. Cocoy(Z(L)) =
Hom(L/Z(L) + [H, L], L%) dir.
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Ispat. 6: Coc,u)(Z(L)) » Hom(L/Z(L) +
[H,L],L%) fonksiyonunu her u €L icin
O,(u+Z(L)+[HL])) =a(u)—u olmak
lizere O(a) =6, olarak tanimlayalim. «,
Z(L) ve [H, L] tizerinde birim oldugundan 6,
iyi tanimhidir. 8 nin izomorfizma oldugu
Teorem 2.1 deki gibi gosterilir.
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