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Solutions of Proportional Learning and Forgetting Models by Proportional Laplace Transform on 

Time Scales 
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Abstract: Knowledge is acquired as a result of some activities but is forgotten over time.  Much work has been done on this 
subject in fields such as mathematics, engineering and psychology. There are many learning and forgetting models in literature. 
In this study, a learning and forgetting model considered in classical analysis is redefined with the help of proportional 
derivative on time scales. The cases where the learning and forgetting rates are constant and the Araştırma Makalesi Araştırma 
Makalesi learning function shows exponential and hyperbolic functions properties are analyzed. These models are solved with 
the help of the proportional Laplace transform. Finally, the models considered with the general solution method of first-order 
proportional dynamic equations were examined on the time scale. 
 
Key words: Proportional derivative, proportional Laplace transform, time scale, learning and forgetting model. 
 

 
Zaman Skalasında Oransal Öğrenme ve Unutma Modellerinin Oransal Laplace Dönüşümü ile Çözümleri  

Öz: Bilgi, bazı faaliyetler sonucunda kazanılır ancak zamanla unutulur. Matematik, mühendislik ve psikoloji gibi alanlarda bu 
konu üzerine pek çok çalışma yapılmıştır. Literatürde pek çok öğrenme ve unutma modeli bulunmaktadır. Bu çalışmada, klasik 
analizde ele alınan bir öğrenme ve unutma modeli, zaman skalasında oransal türev yardımıyla yeniden tanımlanmıştır. Öğrenme 
ve unutma oranlarının sabit olduğu ve öğrenme fonksiyonunun üstel ve hiperbolik fonksiyon özellikleri gösterdiği durumlar 
analiz edilmiştir. Bu modeller oransal Laplace dönüşümü yardımıyla çözülmektedir. Son olarak birinci mertebeden oransal 
dinamik denklemlerin genel çözüm yöntemi ile ele alınan modeler zaman skalasında incelenmiştir. 
 
Anahtar kelimeler: Oransal türev, oransal Laplace dönüşümü, zaman skalası, öğrenme  ve unutma modeli. 
 
1. Introduction 

Fractional calculus began to be studied shortly after the emergence of classical calculus. Fractional 
calculus is deeply related to the dynamics of complex problems. Many mathematical models can be expressed and 
solved by fractional order differential equations [1].  The fundamental theory of fractional calculus was developed 
by Grünwald, Letnikov, Liouville and Riemann [2]. There are many types of fractional derivatives. Riemann-
Liouville, Caputo, Liouville-Grünwald, Marchaud, Hilfer, Conformable, and Proportional are a few of them.  
Today, fractional calculus has been applied and solved in many mathematical fields such as engineering, biology, 
physics, psychology, mechanics and economics [3-8]. Time scale theory, which is one of the important fields of 
study, is preferred in many fields of study. One of these areas is fractional calculus. The idea of developing 
fractional calculus on time scales originated with Ph.D. thesis of Bastos [9-10]. Now let us give the necessary 
information about time scale calculus. 

A time scale ! is an arbitrary, non-empty, closed subset of ℝ. It was introduced by Hilger to unify 
continuous and discrete problems into a single theory [11]. In the following years, many important results have 
been obtained on this theory.  It’s basic concepts can be found in [12] and [13]. For an arbitrary time scale !, 
following information can be given [12]. #:	! → !	is forward jump operator described by 

#(() = inf{/ ∈ !, / > (},  

for ( ∈ !. And, 4: ! → [0,∞)	is graininess function as 

4(() = #(() − (.  

We also need a set !:, which is reproduced from ! as follows:  !: = ! − {;},  provided that ! has a left-scattered 
maximum ;. In other cases, !: = !. Suppose <:	! → ℝ and ( ∈ !:. Then, one can define <=(() to be a number 
(if it exists) with the property that given any > > 0,	there is a neighborhood ? of (	such that  

                                                             
* Corresponding Author: emrah231983@gmail.com. ORCID Numbers of Authors: 1 0000-0002-2310-4692, 2 0000-0002-7822-9193 
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@A<B#(()C − <(/)D − <=(()[#(() − /]@ ≤ >|#(() − /|,  

for ∀/ ∈ ?.  <=(() is Δ- derivative of < at (. On the other hand, there exists a function J that is pre-differentiable 
with a region of differentiation K and < is regulated. Then, indefinite delta integral of < is 

∫<(()∆( = J(() + O,  

where < and J satisfy J∆(() = <(()	for ∀( ∈ K and O ∈ ℝ. By the same reasoning, Cauchy integral of < on [P, /] 
is  

∫ <(()∆(Q
R = J(/) − J(P),  

for P, / ∈ !. Let S, T ∈ ! and < ∈ ORU where ORU	is set of all rd-continuous functions on !. Moreover, 

I. If [S, T] includes only isolated points, then 

∫ <(()∆( = V	
∑ 4(()<((),												X<	S < TZ∈[[,\)

	0,																																									X<	S = T
−∑ 4(()<((),							X<	S > TZ∈[\,[)

\
[ .  

II. If ! = ℤ, then 

∫ <(()∆( = V	
∑ <(()\^_
Z`[ ,																										X<	S < T
	0,																																							X<	S = T
−∑ <((),																							X<	S > T[^_

Z`\

\
[ .  

Now let us mention about proportional derivative, which is a variant of fractional derivative preferred in 
this study. The advantage of the proportional derivative over other fractional derivatives is that proportional 
fractional integrals have the semigroup property and provide a generalization to derivatives and integrals in 
classical analysis [14].  Moreover, in the proportional derivative, the fact that Ka satisfies the identity operator 
(Ka<(() 	= 	<(()) and K_ satisfies delta derivative operator (K_<(() 	= 	<∆(()) on time scale ! shows that it is 
conformable with the classical operator. Here, proportional derivative Kb is order c ∈ [0,1] [15-16]. The basic 
definitions and theorems for proportional derivative used in this study are given in the next section. 

Many dynamic processes occurring in real life can be modelled by some ordinary or partial differential 
equations. As a result of taking the orders of these models outside the natural number, the theory of fractional 
differential equations emerges [17]. Some studies on this subject are in the related references [18-25]. 

One of the methods used in the solution of mathematical models is Laplace transform. There are various 
studies on this subject. The application of Laplace transform to fractional systems is given in [14]. Akgül et al. 
solved the proportional Caputo derivative by Laplace transform [26]. Also, Anderson and Georgiev defined the 
proportional Laplace transform on !, which forms the basis of this work [16]. Detailed information about the 
proportional Laplace transform will be given in the next section. 

In this study, we reconstruct some versions of classical learning and forgetting model of Edelstein-Keshet 
[27] using proportional derivatives. Let us now explain the learning and forgetting model in classical case. One of 
the fields of study between mathematics and psychology is cognitive science and memory research. The learning 
and forgetting model on ! that we discuss in this study is an example of this research [28-29]. This model expresses 
the change in memory power as a function of time in a mathematical way. The classical case of the learning and 
forgetting model is as follows [27]: 

Ue
UZ
= f − <g((),                                                                                                                                                        (1) 

where g(() is the amount of information a person has at time ( (in years), < ≥ 0	 is rate of forgetting and f ≥ 0  is 
rate of learning. The degree of learning requires a subjective interpretation of the material learnt. It is therefore 
different for each individual. Knowledge with a better learning degree is more retained in the future compared to 
less learnt knowledge. The act of forgetting provides an adaptation to environmental realities [30-32]. In this paper, 
the classical model (1) is redefined with the help of the proportional derivative. We analysed the following models 
obtained by taking the learning rates as a constant, a proportional exponential function and a proportional 
hyperbolic function with the forgetting rate fixed. In this study, we choose f in different forms as i, jk((, 0), 
Ol/ℎk((, 0)  and jk((, 0) + Ol/ℎk((, 0), respectively where <	and i are fixed functions and ±i ∈ ℜp. Let c ∈
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[0,1]. Here, following different versions of the proportional learning-forgetting models  on time scales will be 
solved. 

Kbg(() = i − <g((),	
Kbg(() = jk((, 0) − <g((),	
Kbg(() = Ol/ℎk((, 0) − <g((),	
Kbg(() = jk((, 0) + Ol/ℎk((, 0) − <g((). 

The most important difference of the study is the difficulties that the Laplace transform and time scale theory will 
create in the proportional derivative. 

 
2. Preliminaries 

Here, important concepts and theorems related to proportional derivative on !, which form the basis of 
the study are given.  Let ! be a time scale with forward jump operator # and delta differentiation operator ∆. Also, 
let c ∈ [0,1]. Throughout this study, we suppose the below property (A1) holds. 
 
(A1) qa, q_: [0,1] × ! → [0,∞) are continuous functions such that  
lim
u→av

q_(c, () = 1,	 lim
u→_w

q_(c, () = 0,	  
lim
u→av

qa(c, () = 0, lim
u→_w

qa(c, () = 1,		  
q_(c, () ≠ 0, qa(c, () ≠ 0,		  
where  ( ∈ ! and , c ∈ [0,1) [16]. 
 
Definition 2.1. [16] Let < be ∆ − differentiable at ( ∈ !:. Proportional Δ−derivative of < at (	is 
Kb<(() = 	q_(c, ()<(() +	qa(c, ()<=((), c	 ∈ 	 [0, 1].  
This equation shows the relationship between proportional derivative on ! and the delta derivative on !. 
 
Definition 2.2.  [16] <:	! → ℝ is proportional regressive if  
qa(c, () − 4(()q_(c, () ≠ 0,  
and 
qa(c, () − 4(()(<(() − q_(c, ()) ≠ 0,  
for any c ∈ (0,1] and ( ∈ !. The set of all proportional regressive functions on !	 is denoted by ℜp. 

Definition 2.3. [16] Suppose that	c ∈ (0, 1], y ∈ ℜp. For (, (a ∈ !, proportional exponential function is as 
follows 
jz((, (a) = {|w}~

}�

((, (a),  

where {|w}~
}�

((, (a) is exponential function on !. Proportional exponential function is calculated using exponential 

function structure on !. 

Remark 2.4. [12] If y ∈ ℛ, where ℛ is the set of all rd-continuous, regressive functions on !, then exponential 
function on ! is defined by  

{z((, /) = expÑ∫ ÖÜ(á)By(à)C∆à
Z
Q â , 		/, ( ∈ !.  

Definition 2.5. [16] Let ±< ∈ ℜp. Proportional hyperbolic functions Ol/ℎä and fXãℎä are defined by 

Ol/ℎä =
åçéåwç

è
,  

and 

fXãℎä =
åç^åwç

è
.  

Definition 2.6. [16] Let c ∈ (0, 1], and fix ( ∈ !. For ℎ > 0, multi-valued proportional cylinder transformation 
êëp: ℂëp → ℂ is  
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êëp(ì) = î

_
ë
log ó1 + ℎ Ñò^ô~

(b,Z)

ô�(b,Z)
âö 		<lP	ℎ ≠ 0

ò^ô~(b,Z)
ô�(b,Z)

																		<lP	ℎ = 0,
  

where ℂëp  is given by 

ℂëp = õì ∈ ℂ: ì ≠ q_(c, () −
ô�(b,Z)

ë
ú,  

and ùlû is the multi-valued complex logarithm function. 

Definition 2.7. [16] Let < ∈ üRU(!) where üRU(!) is set of all rd-continuous functions on ! and qa(c, () −
4(()q_(c, () ≠ 0. Proportional antiderivative of <	is 
 
∫Kb<(()∆b ( = <(() + †ja((, (a),			† ∈ ℝ,					( ∈ !,  

and, proportional Δ − integral of < on [S, T] is 

∫ <(/)Z
[ ∆b,Z/,			( ∈ [S, T],  

where ∆b,Z/ =
å�(Z,°(Q))
ô�(b,Q)

Δ/. Here, proportional integral is calculated by reducing it to delta integral on !. 

Remark 2.8. [16] Let c	 ∈ (0, 1], qa and q_ satisfy (¢1), qa ∈ üRU_ (!) where üRU_ (!) is the set of delta 
differentiable functions whose delta derivatives are rd-continuous and |ja(∞, 0)| < ∞. Let ℎ ∈ üRU_ (!) and û ∈
ℜp be such that  
 
ìℎ°j£°(. ,0) = −ûj£(. ,0),                       (2) 

Kbℎ − ìℎℎ° + (ì − q_)ℎ° − q_ℎ = 0,   
	ℎ(0) = 1, 	
for ì ∈ ℋp(ℎ), where ℋp(ℎ) consists of all complex numbers ì ∈ ℜp for which ì − q_ ∈ ℜp and  

qa + ℎ°ì(4 − q_) ≠ 0.  

Note that there exists a unique ℎ ∈ üRU_  that satisfies the second and third equations of the system (2).  Hence, 
there exists a unique û ∈ ℜp that satisfies the first equation of (2). 

Definition 2.9. [16] Let <:	! → ℂ be regulated. Then, proportional Laplace transform of < is defined by  

ℒp(<)(ì) = ∫ <(()ℎ°(()j£°((, 0)∆b,ß(
ß
a ,  

for ì ∈ ®p(<), where ®p(<) consists of all complex number ì ∈ ℋp(ℎ) when the proportional improper integral 
exists. Here, ℒp^_ is called proportional inverse Laplace transform which satisfies the property ℒp^_(J)(ì) =
<(. ,0)	with ℒp(<(. ,0))(ì) = J(ì). 

Remark 2.10. [12]  <: ! → ℝ is regulated if its right-sided limits exist (finite) at all right-dense points in ! and its 
left-sided limits exist (finite) at all left-dense points in !. 

Theorem 2.11. [16] Let <, û:	! → ℂ be regulated functions and S, T	 ∈ ℂ. Then, 

ℒp(S< + Tû)(ì) = Sℒp(<)(ì) + Tℒp(û)(ì),  

for ì ∈ ®p(<)⋂®p(û). 

Here, it will be explained how the Laplace transform of proportional derivative is calculated, which will form the 
basis of the study. 

Theorem 2.12. [16] Let ã ∈ ℕ, <:	! → ℂ be such that (Kb)ô<, q ∈ {0,1, … , ã}, are regulated. Then  
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ℒp((Kb)¨<)(ì) = ì¨ℒp(<)(ì) − ja(∞, 0)(<(0)ì¨^_ + Kb<(0)ì¨^è +⋯+	(Kb)¨^_<(0))  

for any 

ì ∈ ®p(<)⋂®p (Kb(<))⋂…⋂®p B(Kb)¨(<)C,  

where 

lim
Z→ß

B(Kb)ô<(()ℎ(()j£((, 0)C = 0, 	q ∈ {0,1, … , ã}.  

Theorem 2.13. [16] The proportional Laplace transforms of some common functions are as follows. 

i. ℒp(1)(ì) =
_
ò
ja(∞, 0), ì ∈ ®p(1). 

ii. ℒpBjä(. ,0)C(ì) =
å�(ß,a)
ò^ä

, < ∈ ℜp  and for those 		ì ∈ ®pBjä(. ,0)C where 

 lim
Z→ß

Bjä((, 0)ℎ(()j£((, 0)C = 0	.    

iii. ℒpBOl/ℎä(. ,0)C(ì) =
òå�(ß,a)
òÆ^äÆ

, < ∈ ℜp  and for those 		ì ∈ ®pBjä(. ,0)⋂j^ä(. ,0)C where 

lim
Z→ß

Bjä((, 0)ℎ(()j£((, 0)C = lim
Z→ß

Bj^ä((, 0)ℎ(()j£((, 0)C = 0. 

Now let's calculate the Laplace transform of the proportional sin-function. 

Theorem 2.14.  Let  < ∈ ℜp  be a constant. Then, ℒpBfXãℎä(. ,0)C(ì) =
äå�(ß,a)
òÆ^äÆ

.  

Proof. By the definition of fXãℎä, we have  

ℒp ÑfXãℎä(. ,0)â (ì) = ℒp Ñ
åç(.,a)^åwç(.,a)

è
â (ì)  

																																						= _
è
ℒp Ñjä(. ,0)â (ì) −

_
è
ℒp Ñj^ä(. ,0)â (ì)  

																																							= å�(ß,a)
è(ò^ä)

− å�(ß,a)
è(òéä)

  

																																							= äå�(ß,a)
òÆ^äÆ

,  

for those 		ì ∈ ®pBjä(. ,0)⋂j^ä(. ,0)C where lim
Z→ß

Bjä((, 0)ℎ(()j£((, 0)C = lim
Z→ß

Bj^ä((, 0)ℎ(()j£((, 0)C = 0. 

Proportional Laplace transform is applied to proportional Ø∞±’s as follows. 

Theorem 2.15. [16] Consider the following proportional	Ø∞± 

(Kb)¨g + S¨^_(Kb)¨^_g +⋯+ S_Kbg + Sag = <((),			( > 0,                         (3) 

(Kb)¨^_g(0) = T¨^_,  

⋮                                       (4) 

Kbg(0) = T_,  

g(0) = Ta,  

where S≥, T≥ 	 ∈ ℂ, X ∈ {1,… , ã − 1}, <:	! → ℂ is regulated. Apply proportional Laplace transform to both sides of 
(3) and use initial conditions (4), we get 

ℒp(<)(ì) 	= ℒp((Kb)¨g + S¨^_(Kb)¨^_g +⋯+ S_Kbg + Sag)(ì) 	
																				= 	ℒp((Kb)¨g)(ì) + S¨^_ℒp((Kb)¨^_g)(ì) +⋯+ S_ℒp(Kbg)(ì) + Saℒp(g)(ì)	 	

= ì¨ℒp(g)(ì) − ja(∞, 0)Bg(0)ì¨^_ + Kbg(0)ì¨^è +⋯+ (Kb)¨^_g(0)C
+ S¨^_ Ñì¨^_ℒp(g)(ì) − ja(∞, 0)Bg(0)ì¨^è + Kbg(0)ì¨^∂ +⋯+ (Kb)¨^èg(0)Câ	
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																				+S_Bìℒp(g)(ì) − ja(∞, 0)g(0)C + Saℒp(g)(ì)	
							= (ì¨ + S¨^_ì¨^_ +⋯+ S_ì + Sa)ℒp(g)(ì) − ja(∞, 0)(Taì¨^_ + (T_ + Tè)ì¨^è + (Tè + T_ + Ta)ì¨^∂ 	

	
+⋯+ (T¨^è + T¨^_ +⋯+ T_ + Ta) + T¨^_ + T¨^è +⋯+ T_ + Ta).					  

ù(ì) = ja(∞, 0)(Taì¨^_ + (T_ + Tè)ì¨^è + (Tè + T_ + Ta)ì¨^∂ 	
																				+⋯+ (T¨^è + T¨^_ +⋯+ T_ + Ta) + T¨^_ + T¨^è +⋯+ T_ + Ta). 

Then 

(ì¨ + S¨^_ì¨^_ +⋯+ S_ì + Sa)ℒp(g)(ì) = ℒp(<)(ì) + ù(ì)  

or 

ℒp(g)(ì)(g)(ì) =
_

ò∑é[∑w~ò∑w~é⋯é[~òé[�
Bℒp(<)(ì) + ù(ì)C.  

Hence, 

g(() = ℒp^_ ó
_

ò∑é[∑w~ò∑w~é⋯é[~òé[�
Bℒp(<)(ì) + ù(ì)Cö , ( ≥ 0.  

Theorem 2.16. [16] Let y, ∏ ∈ üRU(!). Consider  

Kbg = (y(() + q_(c, ())g + ∏((),						( ∈ !:,                       (5) 

g((a) = ga,                                       (6) 

where (a ∈ !, ga ∈ ℝ. Suppose that  

qa(c, () + 4(()y(() ≠ 0,			c ∈ (0,1], ( ∈ !.  

Then the problem (5) − (6) has a unique solution represented in the form 

g(() = gajzéô~((, (a) + ∫ ∏(/)j£(#(/), ()∆b,Z/,				/, ( ∈ !:,
Z
Z�

  

where  

û = z(Üô~^ô�)
ô�éÜz

.  

Theorem 2.17. [16] Let y ∈ üRU(!)⋂ℜp and ∏ ∈ üRU(!). Consider 

Kbg = y(()g + ∏((),						( ∈ !:,	                       (7) 

g((a) = ga,                             (8) 

where	(a ∈ !, ga ∈ ℝ. We can rewrite the equation (7) in the form 

Kbg = By(() − q_(c, () + q_(c, ()Cg + ∏(()					( ∈ !:.  

Because y ∈ ℜp, we have  

1 + 4(()By(() − q_(c, ()C ≠ 0,			c ∈ (0,1], ( ∈ !:.  

Therefore, the solution g	of (7) can be represented in the form 

g(() = gajz((, (a) + ∫ ∏(/)j£(#(/), ()∆b,Z/,				( ∈ !:,
Z
Z�

  

where  

û = (z^ô~)(Üô~^ô�)
ô�éÜ(z^ô~)

.  
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3. Main Results 

In this section, we solve proportional versions of learning and forgetting models with proportional Laplace 
transform on time scales. What these solutions mean in psychology can be examined by scientists interested in 
that subject.  Here, qa(c, () and q_(c, () satisfy condition	(¢1), <	and i are constants and c ∈ [0,1].  

Since differential equations are transformed into polynomials that are easier to solve with the Laplace 
transform, it is used in modeling time-independent linear systems and solving differential equations, in various 
problems such as the initial value theorem, final value theorem and boundary value problem, in probability theory, 
and because it clearly shows the frequency characteristic of the relevant function. It is also used in processing. 
There are various methods used when solving proportional dynamic equations on the time scale. Since the Laplace 
transform has a detailed literature on the proportional time scale and its known functionality in the classical case, 
the problem addressed in this study will be solved using proportional Laplace transform on time scale. 

The model in the classical case has not only been generalized to proportional derivative on the time scale, but 
also the functions in the classical case have been changed in various ways and solutions have been obtained with 
the following theorems. 

In the following theorems, proportional learning-forgetting models will be solved in four different situations 
on !. Here, in addition to the Laplace transform, solutions were obtained for each model with two theorems used 
for first-order proportional dynamic equations on time scales. 

Theorem 3.1.  Consider 

Kbg(() = i − <g((),                         (9) 

g(0) = º, º ∈ ℝ.  

The solution of this proportional Ø∞± is  

g(() = ºj^ä((, 0) −
k
ä
j^ä((, 0) +

k
ä
	.  

Proof. If we apply proportional Laplace transform to both sides of (9) and consider Theorem 2.14, we get 

ℒpBKbg(()C(ì) = iℒp(1) − <ℒpBg(()C(ì),  

ìℒpBg(()C(ì) − ja(∞, 0)g(0) = i å�(ß,a)
ò

− <ℒpBg(()C(ì),  

(ì + <)ℒpBg(()C(z) = i å�(ß,a)
ò

+ ja(∞, 0)g(0),  

ℒpBg(()C(z) = i å�(ß,a)
ò(òéä)

+ å�(ß,a)
òéä

g(0).  

By applying inverse proportional Laplace transform to last equation and set	g(0) = º, we get 

g(() = ºj^ä((, 0) −
k
ä
j^ä((, 0) +

k
ä
.  

Conclusion 3.2. From Theorem 2.17., the solution to problem (9) is  

g(() = ºj^ä((, 0) + ∫ ij£(#(/), ()∆b,Z/,				( ∈ !:,
Z
a   

where  

û = (z^ô~)(Üô~^ô�)
ô�éÜ(z^ô~)

.  

Theorem 3.3.  Consider    

Kbg(() = jk((, 0) − <g((),                  (10) 

g(0) = º	, º ∈ ℝ.  
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The solution of this proportional Ø∞± is  

g(() = ºj^ä((, 0) +
_

äék
jk((, 0) −

_
äék

j^k((, 0).  

Proof. Considering proportional Laplace transform for equation (10) and using Theorem 2.14, we can perform 
the following operations; 

ℒpBKbg(()C(z) = ℒp Ñjk((, 0)â − <ℒpBg(()C(z),	  

ìℒpBg(()C(z) − ja(∞, 0)g(0) =
å�(ß,a)
ò^k

− <ℒpBg(()C(z),  

(ì + <)ℒpBg(()C(z) =
å�(ß,a)
ò^k

+ ja(∞, 0)g(0), 	

ℒpBg(()C(z) =
å�(ß,a)

(òéä)(ò^k)
+ å�(ß,a)

òéä
g(0).  

If inverse proportional Laplace transform is applied to perform necessary calculations, we get 

g(() = ºj^ä((, 0) +
_

äék
jk((, 0) −

_
äék

j^ä((, 0).  

Conclusion 3.4. From Theorem 2.17., the solution to problem (10) is  

g(() = ºj^ä((, 0) + ∫ jk(/, 0)j£(#(/), ()∆b,Z/,				( ∈ !:,
Z
a   

where  

û = (z^ô~)(Üô~^ô�)
ô�éÜ(z^ô~)

.  

Theorem 3.5.  Consider 

Kbg(() = Ol/ℎk((, 0) − <g((),                 (11) 

g(0) = º, º ∈ ℝ.  

The solution of this proportional Ø∞± is  

g(() = ºj^ä((, 0) +
ä

kÆ^äÆ
j^ä((, 0) −

ä
kÆ^äÆ

Ol/ℎk((, 0) +
k

kÆ^äÆ
fXãℎk((, 0).  

Proof.  Now let us solve equation (11) by proportional Laplace transform. By applying proportional Laplace 
transform to both sides of (11), we get 

ℒpBKbg(()C(z) = ℒp ÑOl/ℎk((, 0)â − <ℒpBg(()C(z) 	

ìℒpBg(()C(z) − ja(∞, 0)g(0) =
òå�(ß,a)
òÆ^kÆ

− <ℒpBg(()C(z), 	

(ì + <)ℒpBg(()C(z) = ja(∞, 0)g(0) +
òå�(ß,a)
òÆ^kÆ

, 	

ℒpBg(()C(z) =
å�(ß,a)
òéä

g(0) + òå�(ß,a)
(òéä)(òÆ^kÆ)

.0 

If the necessary calculations are made and g(0) = º	is taken into consideration, we get 

g(() = ºj^ä((, 0) +
ä

kÆ^äÆ
j^ä((, 0) −

ä
kÆ^äÆ

Ol/ℎk((, 0) +
k

kÆ^äÆ
fXãℎk((, 0).  

Conclusion 3.6. From Theorem 2.17., the solution to problem (11) is  

g(() = ºj^ä((, 0) + ∫ Ol/ℎk(/, 0)j£(#(/), ()∆b,Z/,				( ∈ !:,
Z
a   

where  
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û = (z^ô~)(Üô~^ô�)
ô�éÜ(z^ô~)

.  

Theorem 3.7.  Consider 

Kbg(() = Ol/ℎk((, 0) + jk((, 0) − <g((),                   (12) 

g(0) = º, º ∈ ℝ.  

The solution of this proportional Ø∞± is  

g(() = ºj^ä((, 0) +
ä

kÆ^äÆ
j^ä((, 0) −

ä
kÆ^äÆ

Ol/ℎk((, 0) +
k

kÆ^äÆ
fXãℎk((, 0) +

_
äék

jk((, 0) −
_

äék
j^ä((, 0).  

Proof. Let us take the proportional Laplace transform in equation (12). Considering g(0) = º	and Theorem 2.14, 
the following calculations can be made; 

ℒpBKbg(()C(z) = ℒp ÑOl/ℎk((, 0)â + ℒp Ñjk((, 0)â − <ℒpBg(()C(z), 	

ìℒpBg(()C(z) − ja(∞, 0)g(0) =
òå�(ß,a)
òÆ^kÆ

+ å�(ß,a)
ò^k

− <ℒpBg(()C(z), 	

(ì + <)ℒpBg(()C(z) = ja(∞, 0)g(0) +
òå�(ß,a)
òÆ^kÆ

+ å�(ß,a)
ò^k

, 	

ℒpBg(()C(z) =
å�(ß,a)
òéä

g(0) + òå�(ß,a)
(òéä)(òÆ^kÆ)

+ å�(ß,a)
(òéä)(ò^k)

.  

If inverse proportional Laplace transform is applied to last equation, we get 

g(() = ºj^ä((, 0) +
ä

kÆ^äÆ
j^ä((, 0) −

ä
kÆ^äÆ

Ol/ℎk((, 0) +
k

kÆ^äÆ
fXãℎk((, 0) +

_
äék

jk((, 0) −
_

äék
j^ä((, 0).  

Conclusion 3.8. From Theorem 2.17., the solution to problem (12) is  

g(() = ºj^ä((, 0) + ∫ (Ol/ℎk(/, 0) + jk(/, 0))j£(#(/), ()∆b,Z/,				( ∈ !:,
Z
a   

where  

û = (z^ô~)(Üô~^ô�)
ô�éÜ(z^ô~)

.  

 
4. Conclusion 
 

Learning is the phenomenon obtained by the individual as a result of his/her experiences. Forgetting is 
the change that occurs in learning over time. In this study, some proportional learning and forgetting models, which 
are very important fields of study in psychology, is discussed. This model is reconstructed with the help of 
proportional derivative and handled with various learning functions. These models are solved with the help of 
proportional Laplace transform. After using the Laplace transform for each of the models considered, solutions 
are presented with the help of two theorems that give the solutions of first-order proportional dynamic equations 
on the time scale. These solutions can be evaluated especially by scientists working in the field of psychology. 
With this study, the results obtained in the classical case have been generalized. Specific choices of time scale and 
alpha value give the results obtained in the classical case. 
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Öz: Ultrases dalgası, maddesel bir ortama ihtiyaç duyarak insan işitme limitinin üzerindeki frekanslarda yayılan bir ses 
dalgasıdır. Ultrases dalgası sıvılar içerisinde yayıldığında kavitasyon adı verilen kabarcıklar oluşturur. Kavitasyon kabarcıkları 
ultrasonik işlemin en önemli özelliğidir. Ultrases dalgası, endüstrinin birçok alanında kullanılmasının yanısıra cevher hazırlama 
ve zenginleştirme de kullanım alanı bulmuştur. Ultrases dalgası başta flotasyon olmak üzere öğütme, liç, katı-sıvı ayrımı, 
aglomerasyon, flokülasyon gibi cevher hazırlama ve zenginleştirme proseslerinde kullanılmıştır. Literatürde ultrasonik işlem 
farklı cihazlar, frekanslar, yöntemler kullanılarak flotasyonun değişik aşamalarında ve farklı minerallerin flotasyonunda 
uygulanmıştır. Flotasyon ile yapılan çalışmaların çoğu kömür flotasyonu üzerine yapılmıştır. Bu çalışmada ultrases dalgalarının 
özellikleri detaylı olarak incelenmiştir. Ayrıca, literatürde yer alan ultrasonik işlemin cevher hazırlama ve zenginleştirme 
proseslerinde kullanımı ile ilgili daha önceki çalışmalar derlenmiş ve sonuçları yorumlanmıştır. 
 
Anahtar kelimeler: Ultrases, kavitasyon, flotasyon, liç, sedimantasyon. 

 

Applications of Ultrasound Wave in Mineral Preparation and Processing 

Abstract: Ultrasound, a sound wave that spreads at frequencies above the human hearing limit, requiring a material medium. 
When ultrasound is propagated in liquids, it creates bubbles called cavitation. Cavitation bubbles are the most important 
characteristic of ultrasonic processing. In addition to being used in various fields of industry, ultrasonics has also found 
application in ore preparation and mineral processing. Ultrasound is a sound wave that propagates at frequencies above the 
limit of human hearing and requires a material medium. When ultrasound is propagated in liquids, it creates bubbles called 
cavitation. Cavitation bubbles are the most important characteristic of ultrasonic processing. In addition to being used in various 
fields of industry, ultrasonics has also found application in ore preparation and enrichment. Ultrasonic processing has been 
used in ore preparation and enrichment processes such as flotation, grinding, leaching, solid-liquid separation, agglomeration, 
and flocculation. In the literature, ultrasonic processing has been applied to different stages of flotation and flotation of different 
minerals using different devices, frequencies, and methods. Most of the studies on flotation have been conducted on coal 
flotation. In this study, the properties of ultrasound waves were studied in detail. In addition, previous studies on the use of 
ultrasonic processing in ore preparation and enrichment processes in the literature have been compiled and their results have 
been interpreted. 
Keywords: Ultrasound, Cavitation, Flotation, Leaching, Sedimentation.  

1. Giriş 
 

Yeni madencilik rezervlerinin keşfi ve maden yataklarının ekonomik olarak işletilmesi, cevher hazırlama 
teknolojilerinin kullanılmasını zorunlu kılmaktadır. Madenlerin ekonomik olarak işletilmesi cevher hazırlama 
teknolojisine bağlıdır. Ülkelerin ekonomik gelişimi doğal kaynakların yüksek katma değerle kullanılmasına ve 
madencilik üretimlerinin geliştirilmesine bağlıdır.  Bu bağlamda, cevher hazırlama ve zenginleştirme sürecinin 
önemi artmaktadır; çünkü bu süreç, cevherdeki mineralleri endüstrinin ihtiyaçlarını karşılayacak hale getirmek 
için yapılan işlemleri kapsar [1]. Bu nedenle, zenginleştirme işlemlerinin geliştirilmesi için pek çok çalışma 
yapılmaktadır ve ultrasonik işlem kullanımı da bu çalışmalar içerisinde kendine yer bulmuştur. 

Ses dalgaları, madde içinde titreşim hareketi yaparak ilerler. Bu titreşim hareketinin frekansı, insan kulağının 
duyabilme yeteneğini belirler. İnsan kulağının duyamadığı frekanslardaki ses, ultrasonik, ultrases veya sesötesi 
olarak adlandırılır. 20 kHz'nin üzerinde frekansa sahip mekanik titreşim dalgasına ultrasonik dalga denir; 
ultrasonik kavitasyon etkisi, minerallerin özelliklerini veya durumunu değiştirmektedir. Ultrasonik titreşim 
genellikle malzemelerin fiziksel özelliklerini karakterize etmek için kullanılırken, aynı zamanda tıbbi tasarımlarda, 
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malzeme test yöntemlerinde, temizleme süreçlerinde, kaynak (eritme) süreçlerinde ve birçok endüstride 
emülsiyonlarda parçacık stabilitesi sağlamak için de kullanılır [2,3].  

Son yıllarda, mineral zenginleştirme alanında ultrasonik işlem kullanımı daha fazla dikkat çekmiş ve özellikle 
kömür flotasyonu üzerinde çeşitli çalışmalar yapılmıştır [4-17]. Akustik kavitasyonun, kolektör etkisini artırarak 
parçacık yüzeylerini temizlemesi ve böylece şlam kaplamalarını azaltması, ultrasonik işlemin flotasyon 
çalışmalarında başarılı olmasının nedenlerinden biri olarak belirtilmiştir [18-20]. Ayrıca, ultrasonik kavitasyon 
sonucu oluşan mikro kabarcıkların kömür-kabarcık yapışma verimini artırmak için potansiyel olduğu da 
belirtilmektedir [5]. Öte yandan, ultrasonun fiziksel ve kimyasal etkileri henüz açıklanmamıştır. Farklı ultrasonik 
yoğunluklar ve sürelerle ve farklı yöntemlerle (ön işlem ve eşzamanlı) kullanımı farklı sonuçlara yol açmıştır. 

Bu çalışmada öncelikle ultrasonik ses dalgaları ve özellikleri hakkında bilgi verilecek, ardından ultrasonik 
işlemin cevher hazırlama ve zenginleştirme proseslerinde kullanımı ile ilgili yapılmış literatürde bulunan önceki 
çalışmalar derlenip, yorumlanıp, sonuçlar karşılaştırılacaktır. 
 

2. Ultrasonik Kavitasyon Kabarcıkları 
 
Ultrases dalgası, ardışık sıkıştırma ve seyreltme döngülerinden oluşan üç boyutlu bir basınç dalgasıdır. 

Seyreltme döngüsü negatif basınca sahiptir ve takip eden sıkıştırma döngüsü pozitif basınca sahiptir. Seyreltme 
döngüsü, sıvıyı bir arada tutan ara moleküler kuvvetleri aşarak mikro kabarcıkların oluşumuna neden olur, 
ardından sıkıştırma döngüsü anlık olarak lokalize bir enerji patlaması meydana getirir. Bu olay, kavitasyon olarak 
adlandırılmaktadır [20-22].  

 
 

 

 

Şekil. 1. Kavitasyon Kabarcıklarının Oluşumu [23] 

 

Kavitasyon kabarcıkları "geçici kavitasyon" ve "kararlı kavitasyon" olmak üzere iki türe ayrılır [24]. Geçici 
kavitasyon kabarcıkları, boyutları genişlemesinden sonra pozitif basınç yarı döngüsünde şiddetli bir şekilde çöker 
ve birçok küçük kabarcığa bölünür. Kararlı kavitasyon kabarcıkları ise bir çekirdek olarak başlar ve difüzyonu 
düzeltmeyle büyür. Kavitasyon kabarcıklarının yapısı, kabarcıklar ile partiküller arasındaki mineralizasyon 
verimliliği açısından önemlidir [24,25]. 20 ila 40 kHz frekans aralığındaki düşük frekansta ultrasonik, özellikle 
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kavitasyon etkisiyle işlem sonuçlarına etki ederken, 400 kHz ve 1 MHz üzerindeki akustik akıntı etkisi belirleyici 
bir rol oynar. Literatürde yapılmış çalışmalara göre, düşük frekanslı bir ultrasonik işlem, küçük hacimlerde akustik 
enerjiyi yoğunlaştırma özelliği nedeniyle cevher zenginleştirme süreçlerinde etkin olabileceği belirtilmiştir [26]. 
Bu nedenle, kavitasyon, ince kömürün flotasyon performansını artırmak için başlıca mekanizma olarak kabul 
edilmektedir.  

 

 

Şekil. 2. Kavitasyon Kabarcıkları [17] 

 

2.1. Ultrasonik işlem cihazları ve uygulama metotları 
 

Ultrasonik işlem pratikte ultrasonik problar ve banyolar olmak üzere iki farklı cihaz ile uygulanır. Ultrasonik 
prob tarafından üretilen ses dalgaları, korna tipi dalgalar olarak da adlandırılan trompet benzeri görünürler. 
Dalgaların türü, prob konumunda en yüksek genliği üretir ve bu nedenle çok güçlü mekanik ve kimyasal etkiler 
elde edebilir (Şekil 3a). Ultrasonik banyolarda ise ultrasonik dönüştürücüler genellikle banyo haznesinin alt 
kısmına konumlandırılmıştır [25,27-29].  Prob tipi ultrasonik ekipmanla karşılaştırıldığında, banyo tipi ultrasonik 
ekipmanın en büyük özelliği, sensör tarafından üretilen duran dalgaların paralel yayılım olmasıdır. (Şekil 3b).  
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Şekil. 3. Farklı ultrasonik cihazlar tarafından üretilen dalga formları [29] 
 
     Ultrasonik ön işlem ve eşzamanlı muamele minerallerin flotasyonunun iyileştirmek için kullanılan iki 

yaygın yöntem olarak bilinmektedir. Ultrasonik ön işlem tekniği, flotasyondan önce ön koşullanma sürecinde 
uygulanmaktadır. Mineral taneciğinin yüzeyi geçici kavitasyon etkisi ile temizlenmekte ve süspansiyon içine 
eklenen flotasyon reaktifleri, mineral yüzeyi ile daha iyi bir bağ oluşturmak için yeterince dağılma sağlayarak 
flotasyon başarısını artırmaktadır. Flotasyondan önce ultrason uygulaması, kabarcıkların yükselmesi için orta 
derecede bir akış alanı sağlamaktadır. Flotasyondan bağımsız bir süreç olan ultrasonik ön işlem yönteminde, 
ultrasonik uygulama süresi ve yoğunluğu kolayca ayarlanabilmektedir. Ultrasonik işlem eş zamanlı uygulama 
yöntemi ultrasonik ön işlem ile karşılaştırıldığında, ultrasonik işlemin geleneksel flotasyon kabarcıkları üzerindeki 
etkisi daha belirgin olmaktadır [17,29]. Ultrasonik eş zamanlı uygulama tekniği, geleneksel flotasyon 
kabarcıklarını daha küçük bir boyuta böler, bu da ince partiküllerin flotasyonunu artırmaya yardımcı olmaktadır. 
Ancak, ultrason yoğunluğu aşırı büyük olduğunda kabarcıklar, reaktif ve tanecikler arasındaki ayrılma olasılığı da 
önemli ölçüde artmaktadır. Bu yöntemin daha çok kimyasal kollektör adsorpsiyon gerektiren mineral flotasyonu 
için faydalı olduğu belirtilmiştir [15,16]. 

 

3. Ultrasesin Cevher Hazırlama ve Zenginleştirme İşlemlerinde Kullanımı 
 
3.1. Öğütme işleminde kullanımı 
 

Yerkovic vd. [30] yaptıkları çalışmada, Şili porfiri bakır cevherinin ultrasonik işlem etkisi altında öğütülmesi 
konusunda farklı sonuçlara ulaşmışlardır. Araştırmada, kömür ve kireçtaşı gibi yumuşak malzemelerin yanı sıra, 
daha sert olan bakır cevherlerinin de ultrasonik merdaneli öğütücüyle başarılı bir şekilde öğütebileceği 
gözlemlenmiştir. Bu çalışma, bakır cevherlerinin öğütülmesi için umut verici bir alternatif olarak 
değerlendirilmiştir. 

Gaeto- Garreton vd. [31] tarafından yapılan çalışmada, araştırmacılar öğütme işlemi için ultrasonik titreşimin 
kullanılabilirliğini incelemişlerdir. Ultrasonik enerji uygulamasıyla normal öğütme koşulları karşılaştırıldığında, 
ultrasonik titreşimin daha az enerji harcadığı sonucuna ulaşılmıştır.  
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Ambedkar vd. [26] çalışmalarında ultrasonik işlemin farklı frekans değerlerine bağlı olarak kömür tane 
boyutuna etkisini araştırmışlar ve düşük frekanstaki ultrasonik işlemin kısa sürelerde uygulanmasıyla ortalama 
tane boyutunu azalttığını belirtmişlerdir.  (Şekil 4). 

 
 

Şekil 4. Ultrasonik frekansın farklı sürelerde kömür tane boyutu üzerine etkisi [26] 
 

Kömür üzerinde yapılan başka bir çalışmada Kang vd. [32] ultrasonik işlemin tane boyutuna etkisini saptamak 
amacıyla ultrasonik işlemden önce ve sonra elek analizleri yapmışlardır. Sonuç olarak, ultrasonik enerjinin 
kömürün tane boyutunu küçültmede daha etkili olduğunu not etmişlerdir. 

Toraman [33] tarafından yapılan çalışmada, ultrasonik işlem kullanılarak kalsit cevheri üzerinde yapılan 
muamelelerin, partikül büyüklüğünün azaltılmasında başarılı sonuçlar verdiği ifade edilmiştir. Bu yöntem 
kullanılarak elde edilen ince partiküllerin daha homojen, düşük boyutlu ve yüksek yüzey alanına sahip olduğu 
belirtilmiştir. Ultrasonik işlemin kalsit cevherinin öğütülmesini kolaylaştırdığı ve endüstriyel uygulamalarda 
avantaj sağlayabileceği sonucuna varılmıştır.  
 
3.2. Susuzlandırma işlemlerinde kullanımı 
 

Singh [34], vakum filtrasyonunda ince kömür susuzlandırma verimini artırmak için sonik dalgaların etkileri 
üzerine bir araştırma yapmıştır ve optimum koşullar altında, atık kek neminin azaldığını ve filtrasyon hızının da 
artığını belirtmiştir. 

Swamy vd. [35] çalışmalarında, susuzlandırma öncesi taneli örneklerin ses dalgalarının etkisiyle nem 
içeriğinden arındırılabileceği araştırılmıştır. Bu çalışmada, manyezit, kalsiyum karbonat, kum ve talaş örnekleri 
kullanılmıştır. Sonuç olarak, ultrasonik titreşimin kullanıldığı durumlarda nem içeriğinde bir azalma olduğu tespit 
edilmiştir. Bu bulgular, ses dalgalarının taneli örneklerin kurutulmasında etkili bir yöntem olabileceğini 
göstermiştir. 

Riera-Franco de Sarabia vd. [36] tarafında yapılan çalışmada, ince parçacıkları gaz ve sıvı ortamlardan 
ayırmak için yüksek yoğunluklu ultrasonik kullanmışlardır. Çalışmanın sonuçları, yüksek yoğunluklu ultrasonik 
titreşimin parçacıkların ayırılmasında geleneksel yöntemlere göre daha etkili olduğunu göstermektedir.  

Önal vd. [20] tarafından yapılan çalışmada, killerin sedimantasyonu için ultrasonik enerji, flokülant ilavesi 
ve pülp yoğunluğu gibi faktörlerin etkisi araştırılmıştır. Çalışmada, farklı yerlerden alınan kil örnekleri kullanılmış 
ve bu örnekler üzerinde deneyler gerçekleştirilmiştir. Sonuçlar, ultrasonik işlemin sedimantasyon süresini 
kısalttığını göstermiştir. Yani, kil örnekleri ultrasonik enerjiye maruz kaldığında, çökelme işlemi daha hızlı 
gerçekleşmiştir. Ayrıca, flokülant ilavesi ve pülp yoğunluğunun da sedimantasyon süresi üzerinde etkili olduğu 
belirlenmiştir (Şekil 5). Bu çalışma, killerin susuzlaştırılması sürecinde ultrasonik işlemin kullanımının faydalı 
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olduğunu ortaya koymaktadır. Ultrasonik enerji, kilin sedimantasyonunu hızlandırarak süreci daha verimli hale 
getirmektedir. Bu bulgular, sanayide killerin susuzlaştırılması sürecinde ultrasonik işlemin kullanılmasının 
avantajlı olabileceğini göstermektedir. 

 

 

Şekil 5. Kil sedimantasyonu üzerine ultrasonik işlemin etkisi (Flokülant varlığında ve yokluğunda 
karşılaştırılması [20]. 

3.3. Flokülasyon ve yağ aglomerayonu işlemlerinde kullanımı 
 

Katı sıvı sistemlerinde büyük etkiler gerçekleştiren ultrasonik titreşimin, flotasyon işlemlerinin yanında 
seçimli flokülasyon ve yağ aglomerasyonu işlemlerinde kullanımına yönelik sınırlı sayıda çalışmalar 
bulunmaktadır. Burat vd. [37], yüksek frekanslı bir titreşimli elek kullanarak ince kömür partiküllerinin 
susuzlandırmasında ultrasonun etkilerini araştırdılar ve ultrasonik işlem ile daha düşük nem içeriği elde ettiler. 

 
Demir vd. [38] çalışmalarında, Türkiye'nin Ağıldere ve Hisarcık bölgelerinin bor atıklarının flokülasyon 

üzerindeki etkisini, anyonik, katyonik ve non-iyonik flokülantların varlığında incelemiştir ve flokülasyona destek 
amaçlı ultrasonik işlem kullanılmıştır. Sonuçlar, ultrasonik uygulamanın her iki numunenin çökelme oranını 
düşürmesine rağmen, ultrasonik işlem varlığında daha kompakt bir çökelti yatağının oluşması nedeniyle Hisarcık 
numunesi için daha düşük tortu yatağı yüksekliklerinin elde edildiğini göstermiştir. Ding vd. [39] yaptıkları 
çalışmada ultrasonik ön muamelesinin flok boyutunda bir artışa (Şekil 6) neden olduğunu, böylece kömür şlam 
suyunun çökelmesini arttırdığını belirtmişlerdir. Ayrıca, ultrasonik ön işlemin, yeni bir aktif yüzey oluşturarak, 
flokülantın kömür şlam parçacıklarının yüzeyine adsorpsiyonunu artırarak ve parçacık istikrarsızlaşmasını 
destekleyen parçacık potansiyelini azaltarak kömür şlam parçacıklarının flokülasyonuna ve çökelmesine katkıda 
bulunduğu sonucuna varmışlardır. 
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Şekil 6. Ultrasonik işlemden önce ve sonra kömür şlam floklarının karşılaştırılması (a: 0 dk, b: 4 dk, c: 8 
dk) [39]. 

 
Ozkan ve Esmeli [40] kolemanit süspansiyon kararlılığı üzerine ultrasonik işlemin etkisini araştırmışlardır. 

Deneysel bulgular sonucunda, ultrasonik uygulamanın süspansiyon kararlılığını azalttığını; yani, ultrasonik 
işlemin kolemanit süspansiyonunun flokülasyonunu arttırdığı sonucuna varmışlardır. Ozkan ve Esmeli [41] 
selestitin kollektörlerle gerçekleştirilen makaslama flokülasyon işleminde ultrasonik enerji kullanımını 
araştırmışlar ve ultrasonik işlemin mineral süspansiyonları için ön faz olarak kullanılması durumunda, ince mineral 
parçacıklarının flokülasyonunun iyileştirilebileceğini göstermişlerdir. Ancak, ultrasonik işlemin doğrudan 
aglomerasyon aşamasına uygulandığında (yalnızca ultrason kaynaklı çökeltme), selestit parçacıklarının 
flokülasyon sürecinin olumsuz etkilendiğini kaydetmişlerdir.  

Şahinoğlu ve Uslu'nun [42] çalışmasında, 9.5-72.8 Watt/cm2 arasındaki ultrasonik güç değerlerinin 
kullanıldığı durumlarda, kül uzaklaştırma oranlarının arttığı belirtilmiştir. Bu çalışmada ultrasonik işlem 
uygulanan numunenin morfolojik analizi yapılmış ve kömür yüzeyinde bulunan çatlak ve kırıkların ultrasonik 
muameleden sonra azaldığı kömür yüzeyinden kil ve diğer mineral maddelerin uzaklaştığı tespit edilmiştir. Bu 
sebeple, ultrasonik işlemin kavitasyon etkisiyle kömür yüzey üzerindeki oksitlenmiş tabakayı azalttığı ve daha 
temiz kömür yüzeyleri ve boşlukları oluşturduğu düşünülmektedir. Bu sonuçlar, daha yüksek ultrasonik güç 
değerlerinin daha etkili kül uzaklaştırma sağladığını göstermektedir. Esmeli [43] tarafından yapılan atık motor 
yağı ile kömür aglomerasyon çalışmasında da benzer bulgular kaydedilmiş, yüksek güç değerinde ultrasonik ön 
işlem uygulanmasının kömür süspansiyonunun kül içeriğini azaltırken, yanabilir verim de de azalmaya yol açtığı 
kaydedilmiştir (Şekil 7). 
 

 
 
 

Şekil 7. Linyit süspansiyonunun kül içeriği ve yanabilir kömür verimi [43] 
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Esmeli [44] çalışmasında ultrasonik işlemin barit cevherinin yağ aglomerasyonu üzerindeki etkisini 
araştırmıştır ve ultrasonik işlemin, baritin yağ aglomerasyonu sürecinde bir ön işlem olarak uygulanması 
durumunda baritin aglomerasyon verimini arttırmanın yanı sıra oleat ve gazyağı tüketimini de azalttığını 
kaydetmiştir. Ayrıca ultrasonik işlemin temas açısı değerlerini ultrasonsuz yapılan deneylere kıyasla artırdığı 
belirtilmiştir. 

 
3.4. Liç işlemlerinde kullanımı 
 

Slaczka [45], tarafından yapılan çalışma, karbonatlı çinko cevherlerinin amonyak liçinde ultrasonik enerjinin 
kullanılmasının etkisini araştırmayı amaçlamıştır. Ultrasonik alanın uygulanması, liç edilen cevherin yüzeyindeki 
difüzyon tabakasının kalınlığını azaltarak liçin daha hızlı gerçekleşmesini sağlamıştır. Swamy vd. [46], nikel 
cevherinin mikrobiyal liç işlemine ultrasonik titreşimin etkisini incelemiştir. Ultrasonik işlem ile gerçekleştirilen 
mikrobiyal liç işlemi, sıradan asit liçlerinin kullanıldığı işlemlerle karşılaştırılmıştır. Nikel veriminin ultrasonik 
işlem ile daha yüksek olduğu tespit edilmiştir. Bu sonuçlar, ultrasonik titreşimin mikrobiyal liç işleminde etkin bir 
rol oynayabileceğini göstermektedir.  

Ultra ses destekli liç teknolojisi, kalkopirit [47], çinko oksit cevheri [48], nikel latarit cevheri [49], nadir 
toprak cevheri [50], refrakter altın cevheri [51], refrakter gümüş cevheri [52], kuvars kumu [53], sfalerit [54,55] 
gibi metal cevherlerinden değerli metallerin çıkarılmasında yaygın olarak uygulanmıştır. Literatürde yapılan 
çalışmalarda, ultra ses destekli liçin, geleneksel mekanik karıştırmaya kıyasla, liç verimini artırma, liç süresini 
kısaltma, kimyasal reaktif tüketimini azaltma vb. konularda büyük potansiyele sahip olduğu belirtilmiştir. 

     
Wang vd. [56] tarafından yapılan çalışmada ultrasonik etkisinin sülfirik asit liçi üzerine etkisi araştırılmıştır.  

Şekil 8’ de görüldüğü gibi, liç süresi ve sıcaklığı liç verimini etkilemiştir ve ultrasonik işlemin güç değerlerine 
bağlı olarak verim de artmıştır.  

 

 
Şekil.8.  Ultrason süresinin liç verimine etkisi [56] 

 
3.5. Flotasyon işlemlerinde kullanımı 
 

Tablo 1, ultrasonik işlemin mineral flotasyonuna etkisi üzerine yapılmış çalışmaları özetlemektedir. 
Flotasyon çalışmalarında, ultrasonik işlemin olumlu etkisi, ultrasonik işlemin reaktiflerin süspansiyon içerisinde 
daha homojen dağılım sağlayarak reaktiflerin performanslarını artırmasına bağlanmıştır [4,20]. Başka bir etki ise 
akustik kavitasyonun partikül yüzeylerini temizlemesi ve şlam tabakaların oluşmasını en aza indirgeyerek 
reaktiflerin etkisini kolaylaştırması ve buna bağlı olarak reaktif tüketimini azaltması olarak açıklanmaktadır.  
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Tablo1. Ultrasonik işlemin mineral flotasyonuna etkisi üzerine yapılmış çalışmalar 

Kullanılan cevher Metot Sonuç Referans 
Barit-florit-kuvars 
cevherinden baritin 
kazanımı flotasyonu 

Ultrasonik işlem Çalışmalar sonucunda, ultrasonik ön işlemin 
baritin seçimliliğini arttırdığı bulunmuştur. 

[46] 

Bakır cevheri 
flotasyonunda Ultrasonik işlem 

Bu çalışmada ultrasonik işlem ile metal veriminde 
% 6 oranında daha fazla bir iyileşme sağlandığı 
sonucuna varılmıştır. 

[57] 

Kolemanit flotasyonu Ultrasonik işlem 
Ultrasonik işlem, kolemaniti kaplayan kil 
taneciklerinin seçimli olarak ayrılmasına yardımcı 
olduğu belirtilmiştir. 

[4] 

Manyezit şlamlarının 
flotasyon ile 
kazanılması 

Ultrasonik eş 
zamanlı flotasyon 

Ultrasonik işlemin köpük alma zamanını ve köpük 
kararlılığını arttırdığını belirlemiştir. [58] 

Arsenopirit 
flotasyonu 

Ultrasonik ile ön 
koşullandırma 

Ultrasonik işlemin oksitli arsenopiritin oksit 
tabakasını uzaklaştırarak verimi arttırdığı sonucuna 
varmışlardır. 

[59] 

Kuvars -kalsit barit -
pirit -galen flotasyonu Ultrasonik işlem 

Ultrasonik işlemin, kalsit, galen ve barit flotasyon 
verimi üzerinde olumlu etkisi olurken, kuvars 
flotasyon verimini üzerinde olumsuz bir etkiye 
sahip olduğunu tespit etmişlerdir. 

[60] 

Bakır-demir sülfür 
cevheri  

Ultrasonik eş 
zamanlı flotasyon 

Ultrasonik işlem sayesinde flotasyon seçiciliğinde 
ve veriminde önemli bir iyileşme gözlemlediler. 
 

[61] 

Barit ve kalkopirit 
flotasyonu 

Köpük bölgesinde 
ultrasonik işlem 

Ultrasonik işlemin mineral seçiciliği üzerine etkisi 
olduğu ve ultrasonik işlem uygulanmış deneyler ile 
uygulanmayan deneyler arasında kabarcık dağılımı 
arasında anlamlı bir fark olduğu ileri sürülmüştür. 

[62] 

Kolemanit flotasyonu Ultrasonik ön 
işlem 

Ultrasonik ön muamele sonucunda %49 tenörlü 
%80 verim değerine sahip kolemanit konsantresi 
elde edilebilmiştir. 

[63] 

Kurşun-çinko-bakır 
cevheri 

Ultrasonik ön 
işlem 

Ultrasonik ön işlemin, ultrasonik temizleme 
banyosunda üretilen kavitasyon kabarcıkları 
tarafından salınan enerji nedeniyle çinko 
flotasyonunda tenörü ve verimi artırmıştır. 

[64] 

Kuvars-amin 
flotasyonu Ultrasonik işlem Ultrasonik güç değerinin artmasıyla flotasyon 

verimi %45’ten sırasıyla %64 ve %66’ya çıkmıştır. [65] 

Bakır flotasyonu 
üzerine ultrasoniğin 
etkisi 

Ultrasonik eş 
zamanlı flotasyon 

Atıklardan bakırın geri kazanılmasında ultrasonik 
işlem ile % 3.5 artış elde edilmiştir. 

[66] 

Oksitli Pirit cevheri Ultrasonik eş 
zamanlı flotasyon 

Ultrasonikasyon, ultrasonun sadece flotasyon 
sırasında kullanıldığı piritin geri kazanımını 
önemli ölçüde iyileştirdi. Ek olarak, 
ultrasonikasyon, flotasyon hücresinde pirit 
flotasyonu için de faydalı olan ince kabarcıkların 
oluşumunu artırmıştır. 

[67] 

Grafit Ultrasonik ön 
işlem 

Grafit şlamından grafit cevherinin geri kazanımını 
önemli ölçüde artırabildiğini buldu. [68] 

Siderit varlığında 
kuvars flotasyon 

Ultrasonik işlem 
Kuvars flotasyon verimini ultrasonik işlemden 
sonra yaklaşık%50 oranında artırmıştır. [69] 

Pirotit-klorit 
flotayonu 

Ultrasonik ön 
işlem uygulaması 

Ultrasonik ön işlem ile pirotitin kloritten flotasyon 
ayrımını artırmıştır. [70] 
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Zhou vd. [71] çalışmalarında, kavitasyonun ince minerallerin flotasyonu üzerindeki olumlu etkisini iki faktöre 
bağlamıştır. Birincisi: Kavitasyonun, kabarcıklar arasında köprü oluşturarak tane boyutunun büyümesine sebep 
olduğunu ve bunun da tane/kabarcık çarpışma olasılığını artırmasıdır. İkinci faktörü ise; Yüzeylerine küçük 
kabarcıklar yapışmış tanelerin, flotasyon kabarcıklarına daha kolay tutunmasıyla ve mineral tanesine küçük 
kabarcıkların yapışmasından sonra tane-küçük kabarcık ikilisinin flotasyon boyutundaki kabarcığa tutunup 
birleşmesiyle açıklamaktadır.  

 
3.5.1. Kömür flotasyonu üzerine ultrasonik işlemin etkisi 

Kömür flotasyonunda, ayrılma süreci büyük ölçüde hava kabarcıklarının mineralizasyon düzeyine bağlıdır. 
Ultrasonik kavitasyonun flotasyon kabarcık boyutu veya köpük tabakası üzerindeki etkisi birçok bilim insanı 
tarafından da rapor edilmiştir.  Ultrasonik etkisi ile oluşan kavitasyon kabarcıklarının kömür üzerindeki fiziksel 
mekanizması Şekil 9 'da gösterilmektedir. Kavitasyon kabarcıkları ikincil bir kollektör görevi yaparak partiküllerin 
tutunma olasılığını arttırmakta, ayrılma olasılığını ise azaltmaktadır [72].  

 

 

Şekil. 9. Kavitasyon ile ultrason destekli kabarcıkların önerilen mekanizması [72] 
     
 Çeşitli araştırmacılar tarafından gerçekleştirilen kömür flotasyonunda ultrasonik işlem kullanımına ilişkin 

çalışmalar Şekil 10 'da gösterildiği gibi, ultrasonik kavitasyon kabarcıkları, ultrasonik emülsiyonlaştırılmış reaktif, 
ultrasonik ön işlem (yüzey temizliği, fiziksel işlem ve kimyasal işlem) ve eş zamanlı gerçekleştirilen ultrasonik 
flotasyon (ultrasonik prob veya banyo kullanılarak) gibi çalışma alanlarını kapsamaktadır. 

 

 

Şekil 10. İnce kömür flotasyonunda ultrason uygulaması [13]. 
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Mao vd.  [14] tarafından yapılan flotasyon çalışmalarını, ultrasonik ön işlem flotasyonu ve ultrasonik eş 
zamanlı flotasyonu kapsamaktadır ve ultrasonik ön işlem flotasyonunun geleneksel flotasyona göre kül içeriğini 
azalttığı, ancak verimde kayda değer bir değişim olmadığı belirtilmiştir. Ancak, ultrasonik eş zamanlı flotasyon 
yöntemi ile hem kül içeriğinde hem de verimde iyileşmeler gözlemlenmiştir. Ayrıca, kömür partiküllerinin pürüzlü 
yüzeyindeki küçük kabarcıkların kavitasyon davranışı nedeniyle kül içeriğini azalttığını tespit etmişlerdir. Ayrıca, 
ultrasonun yüksek güç etkisi nedeniyle kabarcıkların birleştiğini ve küresel şekillerini koruduğu belirlenmiştir ve 
bu kabarcıklardaki değişikliğin verimde iyileşmenin nedenlerinden biri olabileceğini öne sürmüşlerdir. Özkan ve 
Kuyumcu [6], eşzamanlı ultrasonik flotasyon sırasında hava kabarcığının, geleneksel flotasyona kıyasla daha 
homojen ve daha ince olduğunu gözlemlemişlerdir. Ancak, kavitasyondan etkilenen kabarcık büyüklüğü ile 
flotasyon performansı arasındaki ilişki henüz araştırılmamıştır. Li vd. [73] ise ultrasonik eş zamanlı kok kömürü 
flotasyonunu araştırmış ve geleneksel flotasyona kıyasla daha yüksek yanabilir verim ve daha düşük kül içeriği 
bulmuşlardır. Ayrıca, taramalı elektron mikroskobuyla ultrasonun, kömürün yüzeyine yapışmış şlamı azalttığını 
ortaya koymuşlardır. 

     Xu vd. [9], oksitlenmiş kömür flotasyonu üzerine ultrason ön işleminin etkisini araştırmışlardır. Bu 
çalışmada, kömür veriminin başlangıçta arttığını daha sonra artan ultrasonik işlem süresi ile azaldığını 
belirtmişlerdir. Kömür veriminin başlangıçta artması, oksijenli tabakanın uzaklaştırılmasıyla açıklanmıştır, ancak 
ardından gelen verim azalmasını, uzun süreli ultrasonik işleme maruz kalması nedeniyle kömür yüzeyinin tekrar 
oksitlenmesine bağlamışlardır. Kang vd. [74], ultrasonik ön koşullandırmanın yüksek kükürt içerikli kömür 
flotasyonu üzerindeki etkisini incelemişlerdir. Bu çalışmada, ultrasonik işlemin kömür pülpünün yüzey yapısını 
ve kömürün yüzey yapısını değiştirerek kömür flotasyonunda kükürt giderimini artırdığı belirlenmiştir.  

Fan vd. [72] çalışmalarında nano kabarcıkların flotasyona etkilerini, tane boyutu, tane yoğunluğu ve 
yüzebilirlik özelliklerine bağlı olarak araştırmıştır. Bu çalışmada, mekanik ve kolon flotasyonunda nano kabarcık 
kullanımının flotasyon verimini %8 ile %27 değerleri arasında bir iyileşme sağladığı tespit edilmiştir. Peng vd. 
[8], kavitasyon tarafından üretilen mikro-kabarcıkların varoluşsal durumunu nitel olarak analiz etmişlerdir. 
Ultrasonik uygulama ve köpürtücü eklenmeksizin yapılan deneyler ile ultrasonik uygulaması olmayan deneyler 
arasında kabarcık durumu açısından önemli bir fark olmadığını bulmuşlardır. Ancak, flotasyon hücresine 
köpürtücü eklenmesi durumunda ultrasonik işlemle birçok stabil mikro-kabarcık üretildiği tespit edilmiştir. Kömür 
şlamında, kavitasyon tarafından üretilen bu mikro-kabarcıkların kömür yüzeyine yapışarak ve kabarcık-parçacık 
bağlanmasında bir köprü vazifesi görerek flotasyon konsantresinde kül miktarının azalmasına yol açtığı 
belirtilmiştir.  Prozorov vd. [75] yaptıkları çalışmada ultrasonik işlem uygulanan ortamda tanelerin çarpışmasını 
araştırmışlardır. Kavitasyon kabarcığının patlaması sırasında oluşan şok dalgalarının tanelerin yüksek hızda 
çarpışmasına sebebiyet verdiğini belirtmişlerdir. Bu çarpışmalar sırasında çarpışma noktasında oluşan yüksek 
ısıların birçok katı-sıvı reaksiyonunu arttırdığını belirtmişlerdir. 

4. Sonuçlar ve Öneriler 
 

    Ultrasonik işlem, cevher hazırlama ve zenginleştirme proseslerinde yüzey temizleme ve verimi artırmak 
için kullanılabilir. Ultrasonik uygulama, ön işlem veya eş zamanlı olarak proseslerde uygulanabilmektedir. 
Ultrasonik işlemin etkilerini etkileyen faktörler arasında cihazın özellikleri, uygulama şartları, uygulama aşaması 
ve ortam sıcaklığı yer almaktadır. Ayrıca ultrasonik cihazın uygulanma süresi ve frekans değerleri de etkileyici 
faktörler arasında yer almaktadır. Ultrasonik işlem özellikle flotasyon olmak üzere öğütme, liç, katı-sıvı ayrımı, 
aglomerasyon, flokülasyon gibi cevher hazırlama ve zenginleştirme proseslerinde kullanılmıştır. Flotasyon 
çalışmalarında, ultrasonik işlemin olumlu etkisi, reaktiflerin süspansiyon içinde daha homojen bir dağılım 
sağlayarak performanslarını artırmasına bağlanmıştır. Bununla birlikte, akustik kavitasyonun partikül yüzeylerini 
temizleyerek ve şlam tabakalarının oluşmasını en aza indirgeyerek reaktiflerin etkisini kolaylaştırması ve reaktif 
tüketimini azaltması gibi başka bir etkisi de vardır. Dolayısıyla, ultrasonik işlemin yüzey temizleme ve şlam 
uzaklaştırma yeteneği sayesinde flotasyon üzerinde olumlu bir etkisi olduğu söylenebilir. Bunun yanı sıra, 
ultrasonik işlemin mineral-kollektör arasındaki zayıf bağları kırarak olumsuz etkilerinin olabileceği de 
düşünülmektedir. Cevher zenginleştirme proseslerinde ultrasonik işlem kullanımı genellikle laboratuvar ölçeğinde 
denenmiş olup pilot ve endüstriyel ölçeklerde denemelerin yapılması, farklı frekans ve güç seviyelerinde ultrasonik 
enerji destekli zenginleştirme cihazlarının tasarlanmasıyla zenginleştirme tesislerinde ultrasonik işlemin 
kullanılması yaygın hale getirilebilir. 
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Abstract: CuAlNi shape memory alloys (SMAs) are one of the most prominent Cu-based SMAs mainly due to their shape 
memory properties at high temperatures. Therefore, they are interested in high temperature SMA applications. Their good 
thermal stability but brittleness originated from their coarse grain size are their other pros and cons. In this study, the low-cost 
quaternary CuAlNiCr high-temperature SMA (HTSMA) with a new unprecedented chemical composition including trace 
amount of chromium element was fabricated by arc melting technique. After arc melting process, traditional homogenization 
of small alloy samples in the high β-phase temperature region and quenching them in iced-brine water were proceeded. To 
characterize the shape memory effect property of the alloy, differential calorimetry and microstructural X-ray diffraction (XRD) 
tests were carried out. The cyclic DSC (differential scanning calorimetry) tests carried out at various heating/cooling rates 
showed the splendid endothermic and exothermic peaks of reversible martensitic phase transformations in the temperature 
range between around 150-220 °C, thence the produced alloy is qualified as a high-temperature SMA. Using DSC peak analysis 
data, the finish and start temperatures of every martensitic phase transition, hysteresis gap, plus some other important 
thermodynamic parameters' values were also determined. Among them, the high enthalpy change amounts occurred during the 
transformations implied the good shape memory effect feature of the alloy. A DTA (differential thermal calorimetry) test taken 
at only one heating/cooling rate revealed both the reversible martensitic transformation peaks and the other phase transition 
peaks at higher temperatures. The consecutive phase transition step peaks of β'1→ B1(L21)→B2→A2 on the heating-part of 
the DTA thermogram curve of the alloy were observed as similar to those seen in the other Cu-based shape memory alloys. 
Furthermore, at room temperature, the presence and types of the martensite phases formed in the alloy were revealed by the 
XRD pattern of the alloy obtained by using CuKα radiation. The results showed that the novel CuAlNiCr high-temperature 
SMA can be useful in the high-temperature SMA applications.  
 
Key words: High-temperature shape memory alloy, CuAlNiCr, martensitic transformation, DSC, DTA. 

 
Termodinamik ve Yapısal Şekil Hafıza Etkisinin Dörtlü CuAlNiCr YSŞHA Karakteristikleri 

 
Öz: CuAlNi şekil hafızalı alaşımlar (ŞHA'lar), esas olarak yüksek sıcaklıklardaki şekil hafızalı özelliklerinden dolayı en öne 
çıkan Cu-bazlı ŞHA'lardandır. Bu ŞHA'lara bu nedenle yüksek sıcaklık ŞHA uygulamalarında ilgi duyulmaktadır. İyi termal 
kararlılıkları ancak iri tane boyutlarından kaynaklanan kırılganlıkları diğer artıları ve eksileridir. Bu çalışmada, eser miktarda 
krom elementi içeren benzersiz bir kimyasal bileşime sahip dörtlü CuAlNiCr yüksek sıcaklık ŞHA (YSŞHA), ark eritme tekniği 
ile üretildi. Ark eritme işleminden sonra, küçük alaşım numunelerinin yüksek β fazı sıcaklık bölgesinde geleneksel 
homojenleştirilip tuzlu buzlu suda hızlıca soğutuldu. Alaşımın şekil hafıza etkisi özelliğini karakterize etmek için diferansiyel 
kalorimetri ve mikroyapısal X-ışını kırınımı (XRD) testleri gerçekleştirildi. Farklı ısıtma/soğutma hızlarında gerçekleştirilen 
diferansiyel taramalı kalorimetri (DSC) testleri, yaklaşık 150-220 °C arasındaki sıcaklık aralığında tersinir martensitik faz 
dönüşümlerinin olağanüstü ekzotermik ve endotermik piklerini gösterdi; bundan dolayı üretilen alaşım bir yüksek sıcaklık ŞHA 
olarak sınıflandırıldı. DSC pik analizi verileri kullanılarak her bir martensitik faz dönüşümünün başlangıç ve bitiş sıcaklıkları, 
histeresiz aralığı ve diğer bazı önemli termodinamik parametreleri belirlendi. Bunlar arasında, dönüşümler sırasında meydana 
gelen yüksek entalpi değişim miktarları, alaşımın iyi şekil hafıza etkisi özelliğine sahip olduğuna işaret etmiştir. Tek bir 
ısıtma/soğutma hızında daha yüksek sıcaklıklara kadar çıkılarak yapılan diferansiyel termal kalorimetri (DTA) testi, hem 
tersinir martensitik dönüşüm piklerini yine ve hem de diğer faz geçiş piklerinin oluştuğunu gösterdi. Alaşımın DTA eğrisinin 
ısınma kısmında β'1→B1(L21)→B2→A2 ardışık faz geçiş adımı pikleri diğer Cu bazlı şekil hafızalı alaşımlarda görülenlere 
benzer şekilde gözlendi. Ayrıca oda sıcaklığında alaşımda oluşan martensit fazların varlığı, alaşımın CuKα radyasyonu 
kullanılarak elde edilen XRD deseni ile ortaya çıkarılmıştır. Sonuçlar, yeni CuAlNiCr yüksek sıcaklık ŞHA'sının yüksek 
sıcaklık ŞHA uygulamalarında faydalı olabileceğini gösterdi. 
 
Anahtar kelimeler: Yüksek sıcaklık şekil hafızalı alaşım, CuAlNiCr, martensitik dönüşüm, DSC, DTA. 
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1. Introduction 
 

As it is renowned, shape memory alloys (SMAs) [1,2], which are the second most commercial smart material 
group after piezoelectrics, have been extensively studied due to their unique and magic-like shape memory effect 
(SME), superelasticity and excellent damping properties. These properties made these materials very attractive 
and useful in many industrial and technological application fields such as actuator, automotive, medical, aero-
space, robotics, construction, energy harvesting/converting, micro and nano electromechanic systems 
(M/NEMSs), textile, etc. [1–8]. 

In most of applications nickel-titanium (NiTi) SMAs [9,10] are used due to their superior shape memory and 
superelastic properties. Although NiTi SMAs have already been commercially used in numerous applications such 
as medical, aerospace or automotive [9,11–14], thus having great importance, the processability or machinability 
of these SMAs is relatively hard arising from their high ductility and deformation hardening, high chemical 
reactivity, low thermal conductivity and elastic modulus which results in poor surface finish and poor tool life 
[15,16]. But nearly ten times cheaper copper-based SMAs are thought as the nearest alternative to NiTi SMAs. 
The mechanism of shape memory effect property of SMAs depends on a solid-to-solid phase transition known as 
martensitic transformation. Martensitic transformations occur reversibly, atomically non-diffusional and 
isostatical between two different solid phases of SMAs called as the product phase or martensite (low-temperature 
phase) and the parent or austenite (high-temperature) phase [1]. A martensitic transformation can be occur when 
SMAs are exposured to external forces such as heat or ellectric/magnetic fields, the internal crystal lattice stresses 
occur by the external forces and these stesses impell the unit cell of a martensitic phase to change into the other 
unite cell of other martensitic phase. The total changes of all unit cells results a macro size shape change in SMAs 
that we can see. For example, when the temperature goes down to a critical level by cooling a NiTi SMA [9,17], 
a cubic lattice structure of austenite phase can transform into a martensite phase with a monoclinic lattice structure. 
This type of transformation from austenite to martensite is called as forward martensitic transformation. If 
temperature increase up again, at this time a reverse martensitic transformation occurs from martensite to austenite. 
The finish and start temperatures of reverse transformation (to parent phase) and forward (to martensite) 
transformation reactions, from the highest to the lowest, are ranked as Af > As > Ms > Mf. Austenite phase becomes 
disordered after a critical Md (>Af) temperature, and between Af and Md temperatures SMAs can exhibit 
superelasticity (pseudoelasticity) [18,19]. If SMAs are made deformed plastically by a mechanical force or stress 
(load) when they are in martensite phase, then if the load is removed away and they are exposured to heat, a reverse 
transformation take place and accordingly they return back to their pre-deformed original shape. But when SMAs 
are cooled down to the martensite temperature region they will not take the deformed shape back again and this is 
known as one-way shape memory effect (OWSME), and if some extra training treatments applied they can also 
show two-way shape memory effect (TWSME) [19]. 

NiTi, Cu-based (Cu-rich) and Fe-based (Fe-rich) SMA bases are three primary SMAs families. Among these, 
practically and industrially NiTi SMAs are the most preffered ones due to their superlative SE and SME features. 
But NiTi ones are much more expensive and arduously processable when compared to Cu-based ones showing 
better SE and SME than those of iron-based SMAs. For this reason, Cu-based SMAs are deemed as the nearest 
alternative to NiTi ones [20]. They are regarded as an alternative to be used in high-temperature operations and to 
other commercial SMAs because of their lesser production costs, too [20]. In spite of that Cu-based SMAs have 
been considerably investigated, they have still many issues to be overcome. Polycrystalline Cu-based SMAs 
exhibit some drawbacks such as their brittleness, and thermal instability or instability of martensite and austenite 
phases that affects transformation temperatures, hysteresis, strain recovery i.e. the shape memory properties. These 
problems stems mainly from the coarse grains, defects or types of martensite and are also highly dependent on the 
material production/processing history and the composition of these alloys [20]. A common way used to solve 
these problems is adding some grain-refiner elements like Be, Ni, Ti, Mg, Fe, Zn, Mn, Co, etc. in these SMAs 
[20–28]. The shape memory properties of the SMAs are extremely sensitive to their alloying compositions.  

The shape memory effect mechanism of Cu-based SMAs depending on a martensitic transformation from 
usually a cubic β-phase (DO3 or L21) which is high symmetry austenite (A) phase to a low symmetry martensite 
(M) phase. Martensite phase in Cu-based SMAs can mostly form in monoclinic (β’), orthorhombic (γ’) or β’’ (a 
mix of βʹ+γʹ) forms depending on the alloy composition and also on the stress level of these alloys [5,20,27]. The 
low-temperature martensitic phases that can be found in these alloys are: α1′(3R) observed for low Al contents, 
β1′(18R) for intermediate (9-14 wt.%) Al contents, and γ1′(2H) that is predominant in alloys with high Al contents 
[20,29]. 

The customary CuAlNi and CuZnAl SMAs and CuAlMn, CuAlFeMn and CuAlBe SMAs are the most salient 
Cu-based SMAs [1,20,24,30]. Cu-based SMAs, especially CuAlNi ones, are more capable than NiTi SMAs in 
terms of operating at high temperatures [5,31–44]. 

The effect of Cr element on CuAlNi SMAs has not been adequately studied before, except only three studies 
[45–47] on CuAlNiCr alloys, two of them with low martensitic transformation temperatures, and different alloying 
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compositions have been found in the literature. Also, there were some other works but they are not about shape 
memory aspects. The effects of adding chromium on CuAlNi , therefore, still have not understand well. 

The addition of chromium (Cr) to copper-aluminum (Cu-Al) SMAs can significantly influence their 
microstructure, phase stability, and transformation temperatures [48–50] , thereby enhancing their shape memory 
properties and expanding their potential applications. Notably, the addition of Cr to Cu-Al SMAs has been reported 
to enhance the thermal and compositional stability of the alloy, forming stable precipitates. 

 In this study, the quaternary CuAlNiCr with unprecedented 72.56Cu-22.34Al-4.34Ni-0.77Cr (at.%) 
composition was manufactured in an arc melter. The characteristic shape memory effect parameters were revealed 
by differential calorimetric DSC and DTA measurements and based analyses and calculations, and by structural 
XRD test.  

 
2. Experimental 

 
The CuAlNiCr high-temperature SMA was manufactured by melting the pellets obtained by pressing powder 

mixture of highly pure (%99.9) metal powders of Cu, Al, Ni, and Cr in a vacuum arc melter. After arc melting, the 
alloy obtained as-casted ingot was sliced as proper test samples. Then these test samples were homogenized at 900 
ºC for 1 h and immediately immersed (quenched) in iced-brine water (to form martensitic structure in the alloy by 
this rapid cooling). The DSC tests were performed out via using a Shimadzu-60A label DSC equipment at varied 
heating/cooling rates of 10, 15, 20 and 25 °C/min under inert (argon) gas with a constant flow rate of 100 ml/min 
for revealing thermally induced shape memory behavior. By using a Shimadzu DTG-60AH instrument the DTA 
test was performed out at a single 25 °C/min of heating/cooling rate between room temperature and high beta-
phase temperature region under same inert gas condition to observe behavior of the alloy at high temperatures. 
The XRD pattern of the alloy was obtained in room conditions via using a Rigaku Miniflex 600 model X-ray 
diffractometer (by using CuKα wavelenght rays) for revealing the formed martensite phases in the alloy matrix. 
The EDS analysis was made to determine the alloying composition of the CuAlNiCr alloy by using a SEM-Hitachi 
SU3500 instrument at room temperature. 
 
3. Results and Discussion 
 

The detected 72.56Cu-22.34Al-4.34Ni-0.77Cr (at.%) alloying composition of the CuAlNiCr HTSMA 
obtained by the EDS test result is given in Figure 1, and in Table 1. Average electron concentration per atom (e/a) 
ratio of the CuAlNiCr HTSMA was calculated as 1.49 by substituting the (at.%)-fractions of every metal element 
of the detected alloy composition in the formula [27] expressed as e/a=Σfi.vi, where f represents the (at.%)-fractions 
of the alloying elements and v refers to the corresponding valency (numbers) of these elements. Thus, the e/a ratio 
of the CuAlNiCr alloy was found as 1.49. This e/a parameter of the produced CuAlNiCr alloy is fall in between 
the e/a ratio range of 1.45-1.51 which range is regarded as a theoretical condition for copper-based alloys to exhibit 
most probably a shape memory effect [1,27]. Also, in this e/a ratio range Cu-based SMAs are expected to have 
two different martensite forms (β1ʹ and γ1ʹ) together. 

 

   
Figure 1. The EDS test result of the CuAlNiCr HTSMA. 
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Table 1. The EDS alloy composition of the CuAlNiCr HTSMA. 
 

 Cu Al Ni Cr 
Atomic percentage 

(at.%) 72.56 22.34 4.34 0.77 

 
 
The multi-curves DSC results each at different heating/cooling heating rate are given in Figure 2 show the 

formation of down endothermic and up exothermic solid-to-solid reaction peaks indicating the reversible 
martensitic phase transformations of the CuAlNiCr HTSMA. The cycling DSC heating/cooling curves taken at 
different 10 - 25 °C/min of rates show the highly stable reverse (martensite to austenite; M→A) transformation on 
heating fragments of these thermograms and the forward austenite to martensite (A→M) transitions on cooling 
fragments of these curves [18,27,51] due to very slightly changes of peak positions and no any peak splitting 
observed as occurence of secondary phase transitons [52] on or near these peaks even after several time of DSC 
runnings at different heating/cooling rates. 

 

    
Figure 2. The multiple DSC curves of the CuAlNiCr HTSMA obtained at different heating/cooling heating 

rates. 
 
The characteristic martensitic transformation temperatures and other thermodynamic parameter values of the 

CuAlNiCr HTSMA obtained from the DSC peak analyses data and calculations based on were given in Table 2. 
In this table, the thermal equilibrium temperature (T0) parameter values, at where there is zero gap between the 
Gibbs (chemical) free energies of austenite and martensite phases, were determined by T0=(Af+Ms)/2 formula [27]. 
And, the entropy change (∆S) happened with M→A reactions were calculated by using the enthalpy ∆H change 
values in ∆SM→A=∆HM→A /T0 formula [27]. The high martensitic transformation temperatures of the produced 
CuAlNiCr alloy was found ranging in between 146.29 °C (the minimum Mf) and 204.45 °C (the maximum Af) 
temperatures range which range is found higher than the range of  37.53 °C and 113.22 °C [45], -44.66 °C and -
6.09 °C [46] reported in previous works. So, the transformation temperatures range determined in this work being 
much higher than those reported in previous works [45,46] is found as unique and the only high-temperatures 
range and thus the only high-temperature CuAlNiCr shape memory alloy, too. 
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Table 2. The characteristic temperatures of martensitic transformation and thermodynamic parameters of the 
fabricated CuAlNiCr HTSMA. 

 
 

 

 

 
 
 
 
The transformation temperatures and thermodynamic parameters of CuAlNiCr HTSMA changing with 

heating/cooling rate were also displayed as plots given in Figure 3-a and -b. By the increase of heating/cooling 
rate, while Af and T0 temperatures are seen increased, Mf temperature is seen decreased, and the enthalpy and 
entropy change values of reverse transformation are both seen decreased. The faster heating, the lower volume of 
martensite allowed to transform to austenite. Because, for a fully transformation enough time keeping at same 
isostatic temperature (more like a small temperature interval) is needed, since martensitic transformations occur 
isostatically. When the heating rate is high the temperature goes up so rapidly leaving some of martensites un-
transformed behind. Some times, at much higher rates, a temperature lag (lag of Af) occurs as a sign of late 
transformation of the rest un-transformed martensites [17]. 

 

 
a) 

 
b) 

 
Figure 3. The plots showing a) the transformation temperatures and b) kinetic parameters of CuAlNiCr 

HTSMA changing with heating/cooling rate. 
 
The kinetic activation energy (Ea) is a determining parameter in formation of martensitic transformation 

reaction and crystallization of the alloy. Here, for the activation energy of the CuAlNiCr HTSMA the below-given 
Kissinger formula in eq. (1) [27,53] was used; 
 
!"#$% &

'()
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= −12
3   (1) 

 
where; Tm is maximum austenite formation (M→A) peak temperature (Amax), ϕ is heating/cooling rate, R is the 
universal gas constant (R=8.314 J/mol.K). The plot of activation energy change of the reverse transformation of 
the CuAlNiCr HTSMA is given in Figure 4. The lineer fitting-slope of this plot represents the left term of the Eq.1. 
By using slope value instead of the left term in Eq.1, the Ea activation energy value of the reverse martensitic phase 
transition of the produced CuAlNiCr HTSMA was computed as 102.55 kJ/mol. 
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Figure 4. The activation energy change plot of the reverse martensitic transformation of the CuAlNiCr HTSMA. 

 
The cyclic DTA curve taken at single 25 °C/min of heating/cooling rate given in Figure 5 shows the reverse 

and forward martensitic transformation peaks again and also the other thermally induced phase transitions 
reactions in the CuAlNiCr HTSMA at high temperatures. A phase transition chain observed on heating as follows: 
martensite (β1ʹ) →austenite (β1, L21) → B2 (metastable cubic) → precipitating → eutectoid recomposition → B2 
(ordered cubic) →A2 (disordered cubic) [1,27,51,54,55] and this phase transitions chain is seen common in Cu-
based SMAs. The eutectoid point (this peak is seen formed at 500 °C circa on heating part, and vice versa on 
cooling part) indicates the dissolution of precipitations (that form before this peak) into β (or B2) phase. Here, the 
forward martensitic transformation (β1→β1ʹ) peak is seen on cooling the CuAlNiCr alloy become smaller as 
compared with the sharp and large reverse one (β1ʹ →β1) seen on heating. The reason for this is that the alloy's 
composition or structure might have been some changed in some local domains when passing through the high 
temperature region of precipitating and eutectoid region. Precipitations occur by diffusion of atoms at high 
temperatures, and they disarrange some of martensitic structure, i.e. lead to a reducement of some shape memory 
capacity understood from the shrinking of transformation peak. By giving an extra heating of the CuAlNiCr 
HTSMA up to β-phase temperature region above its eutectoid point (the peak seen formed at 500 °C circa on 
heating part) and then by rapidly quenching the alloy from that high temperature can be done to bring the forward 
transformation peak (shape memory capacity) back to its normal size again. 

 

   
Figure 5. The DTA termogram of the CuAlNiCr HTSMA. 
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The XRD pattern of the CuAlNiCr HTSMA is given in Figure 6 and it shows the formed martensitic phases 
in the alloy at room temperature. Here, the main observed peak is β1ʹ(122) martensite peak, and the others are also 
some β1ʹ  and some γ1ʹ type martensite peaks [25,27,28,38,56–59]. The XRD pattern of the CuAlNiCr HTSMA 
shows the co-existence of monoclinic β1ʹ (18R) and orthorhombic γ1ʹ (2H) type martensite phases just as above-
predicted over the e/a ratio of the alloy. 

 

   
Figure 6. The XRD pattern of the CuAlNiCr HTSMA. 

 
The mean size of the ordered (crystalline) domains, i.e. the Debye-Scherrer crystallite size (D) of the alloy 

was also calculated by using Debye-Scherrer formula [27] as below in (2); 
 
4 = 5.78

9-
)
:;< = (2) 

 
where; λ refers to the used wavelength (CuKα radiation, λ= 0.15406 nm) of X-ray diffracted from the surface of 
the alloy in the XRD test, B1/2 stands for the full width at half maximum (FWHM) value of the highest intensity 
peak, and θ represents the Bragg angle of the diffraction. The crystallite size D values were determined as 29.69 
nm by using the FWHM value of the highest β1ʹ (122) peak at the 2θ angle of 40.14°. 
 
4. Conclusions 
 

The quaternary CuAlNiCr HTSMA was manufactured succesfully by arc melting technique and the shape 
memory effect characterization of the alloy was made by differential calorimetry (DSC, DTA) and structural 
(XRD, EDS) measurements. 

The DSC results showed the powerful and stable reversible martensitic transformation peaks at the 
temperatures above 100 °C approximately between 150 °C and 200 °C, and also the DTA curve on heating showed 
the multi-step phase transitions chain of β1ˊ(or β1ˊ+γ1ˊ) → β1(L21) → B2 → A2 which is common to the Cu-
based shape memory alloys. Heating up above eutectoid point can reduce the enthalpy change of martensitic 
transformation and shape memory effect capacity of the alloy due to some local compositional changes might have 
been originated from some residual precipitations and intermetallic phases emerging during the heating and some 
remaining during cooling back. In this case, an additional heating the alloy up to its high beta-phase temperature 
region and quenching will probably be the convenient remedy to entirely re-build the martensitic structure of shape 
memory mechanism in the alloy again. 

The XRD result showed the co-existence of β1ˊand γ1ˊ type martensites which constitutes the base 
crystallographic mechanism for the shape memory effect property of the CuAlNiCr HTSMA. 

The obtained results showed that the new composition CuAlNiCr HTSMA can be useful in various HTSMA 
related applications. The results obtained in this study on CuAlNiCr HTSMA will help in research and 
development on Cu-based SMAs, CuAlNi SMAs and Cr incorporated CuAl-based SMAs which are demanded for 
their low cost and some relatively more practical fabrication ease than NiTi SMAs, also brings new literature 
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information that will be used by the researchers in their perspectives and in future works. Moreover, the next work 
can be done on the ternary CuAlCr alloy with more amount of Cr addition to see the effect of Cr on CuAl-base 
system and its shape memory and microstructure properties. 
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Abstract: The dynamics of solid material dissolving in a solvent are fundamentally described by the Noyes-Whitney 

equation. For the purpose of simulating intricate processes with memory effects and non-local behaviors, fractional calculus 
offers a strong foundation. We explore the effects of memory and non-locality on dissolution kinetics by solving the Noyes-
Whitney equation using fractional derivatives. By means of mathematical analysis, we provide insights into the dissolving 
processes in chemical engineering and pharmaceutical applications by clarifying the behavior of the Noyes-Whitney equation 
with proportional fractional derivative. In this study, after discussing the characteristics and theories of the proportional 
fractional derivative on a time scale, we solve the proportional fractional Noyes-Whitney dynamic equation in the presence of 
the initial condition and give several examples on various time scales via the proportional fractional derivative. 
 
 
Key words: Noyes-Whitney dynamic equation, fractional calculus, proportional fractional derivative. 

 
Noyes-Whitney Dinamik Denkleminin Çözümlerinin Oransal Kesirli Türeve Göre İncelenmesi 

 
Öz: Katı maddenin bir çözücü içinde çözünmesinin dinamiği temel olarak Noyes-Whitney denklemi ile tanımlanır. 

Karmaşık süreçleri hafıza etkileri ve yerel olmayan davranışlarla simüle etmek amacıyla kesirli analiz güçlü bir temel sunar. 
Noyes-Whitney denklemini kesirli türevler kullanarak çözerek hafızanın ve yerel olmamanın çözünme kinetiği üzerindeki 
etkilerini araştırıyoruz. Matematiksel analiz yoluyla, Noyes-Whitney denkleminin orantılı kesirli türevle davranışını açıklığa 
kavuşturarak kimya mühendisliği ve farmasötik uygulamalardaki çözünme süreçlerine ilişkin bilgiler sağlıyoruz. Bu çalışmada 
oransal kesirli türevin özelliklerini ve teorilerini zaman ölçeğinde verdikten sonra oransal kesirli Noyes-Whitney dinamik 
denklemini başlangıç koşulunun varlığında ve oransal kesirli türev üzerinden çeşitli zaman ölçeklerinde birkaç örnek vererek 
çözüyoruz. 
 
Anahtar kelimeler: Noyes-Whitney dinamik denklemi, kesirli hesap, oransal kesirli türev. 
 
1. Introduction 
 

Numerous industrial and scientific operations depend heavily on the kinetics of a solid substance's dissolution 
in a solvent. Based on variables including surface area, diffusion coefficient, and concentration gradient, the 
Noyes-Whitney equation [15,23,26,30,32,33] offers a standard model for explaining dissolution rates. We 
introduce a proportional fractional derivative to the Noyes-Whitney equation in this study, inspired by the non-
local behaviors and memory effects found in dissolution events. 

 
The classical fractional derivative operators [1,10,11,17,19,24,25,27,34] are extended by the new 

conformable fractional derivative, named proportional fractional derivative [4,5,18], with parameters !" and !#. 
If $" is the unit operator and $# is the classical differential operator, then the differential operator $%	is called a 
proportional derivative where ' ∈ [0,1]. In order to overcome some constraints of the current fractional calculus 
operators and offer a more adaptable framework for characterizing the behavior of complex systems with 
fractional-order dynamics, the conformable fractional derivative was developed. 

 
With respect to parameters !" and !#, the proportional fractional derivative is defined as follows:  

Definition 1.1 [5] Assume that ' ∈ [0,1], 	!", !#: [0,1] × ℝ  → ℝ"
2  are continuous functions and that  
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                                         3

lim
%→"7 !"(', :) = 0,								 lim

%→"7 !#(', :) = 1,

lim
%→#=

 !"(', :) = 1,									 lim
%→#=

 !#(', :) = 0,

!"(', :) ≠ 0, ' ∈ (0,1],			!#(',  :) ≠ 0, ' ∈ [0,1),

                                               (1.1) 

are true. In this situation, if the function ? is differentiable at : and ?′= A
AB

?, then the differential operator $% 
defined by  

                                                           $%?(:)=!#(', :)?(:) + !"(', :)?D(:),                                                   (1.2) 

is said to be proportional.  

It is possible to modify the behavior and characteristics of the proportional fractional derivative operator by 
varying the parameters !" and !#. With respect to linearity, commutativity, and the chain rule, the proportional 
fractional derivative with parameters !" and !# inherits some of the beneficial characteristics of conventional 
fractional derivatives. Furthermore, when modeling complicated systems [8,31] with fractional-order dynamics, it 
provides increased flexibility and adaptability. There are several applications of this fractional derivative in the 
domains of signal processing, physics, engineering, biology, and finance [3,7,9,16,21,22,28]. Among the 
phenomena displaying fractional-order behavior include viscoelasticity, anomalous diffusion, fractional-order 
control systems, and so on. The features and behavior of this derivative are investigated through mathematical 
modeling and analysis, utilizing experimental validation, numerical simulations, and analytical techniques. The 
fractional derivative operator can be tailored to the unique properties of the system under study because to the 
flexibility offered by the parameters !" and !#. In comparison to conventional fractional calculus operators, the 
proportional fractional derivative with parameters !" and !# offers greater flexibility and versatility, making it a 
useful tool for characterizing and comprehending the dynamics of complex systems with fractional-order behavior. 
 

A time scale E is a closed, nonempty subset of the real numbers that denotes the domain of evolution of a 
dynamic process. It offers a comprehensive framework for researching dynamic processes and systems that change 
throughout different kinds and durations of time. Time scales having irregular or non-uniform time intervals can 
be modeled using continuous, discrete, or hybrid time scales. Since its introduction by Stefan Hilger in 1988 [20], 
time scale calculus has grown to be an essential tool for the study of dynamic systems with a wide range of temporal 
features. Numerous disciplines, including engineering, physics, biology, economics, and finance, can benefit from 
the use of time scale calculus. It is applied to population dynamics, mathematical biology, control theory, signal 
processing, and other fields to model and understand dynamic systems.  

 
A basic equation used to characterize the rate at which a solid material dissolves into a solvent is the Noyes-

Whitney equation, sometimes referred to as the Noyes-Whitney equation of dissolution kinetics. It offers a 
numerical connection between the dissolution rate and other process-influencing variables.  

 
The aim of the study is to obtain analytical solutions of the fractional derivative Noyes-Whitney Dynamic 

Equation with proportional delay. The formula for the Noyes-Whitney problem is  
                                                        AF

AB
= G(HI − H),				H(0) = 0.                                                              (1.3) 

The solubility of the substance, or the concentration of its saturated solution, is represented by H; the concentration 
at the expiration of the time : is represented by HI; and G is a constant. This indicates that the solution profile, as 
derived from the integration of Eq. (1.3), is exponential and reaches the plateau value HI in an indefinite amount 
of time: 

                                                                             H = HIL1 − MNOBP.                                                               (1.4) 
 

In this article, we consider the proportional fractional Noyes-Whitney dynamic equation 
 

                                                                            $%H(:) = G(HI − H)(:).                                                         (1.5) 
Firstly, we will give some properties and theories about the proportional fractional derivative on a time scale, and 
then we will find the solution of Eq. (1.5) with the initial condition and give some examples on different time 
scales.  
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2. Preliminaries 
 
Some basic definitions and features of proportional fractional calculus theories will be covered in this part. 

Firstly, let us denote on a time scale E by Q, R and S the graininess function, the backward and forward jump 
operators, respectively, and additionally note that ET=E − {V} if there is a maximum V point of E; else, ET=E. 
Detailed information about time scale calculation can be found in [2,6,12-15,23,26,30,33].  

The proportional delta derivative of the function ? : E → ℝ of order ' ∈ [0, 1] at point : ∈ ET will now be 
defined.  

Let us define  
                    X(E)=Y ? : E → ℝ  :  $%?(:) exists and is finite for all : ∈ ETZ, 
as the collection of all proportional delta differentiable functions [29]. 
 
Theorem 2.1 [29] Let ? : E → ℝ be a function, : ∈ ET;	!" and !# be continuous functions that fulfill the 
conditions (1.1). In this case 

                        $%?(:)=!"(', :) ?\(:) + !#(', :) ?(:),                                  (2.1) 
defines the '-th order proportional derivative of ? at point : where ' ∈ [0, 1]. 
 
Lemma 2.2 [29] If ?#, ?] : E → ℝ are proportional delta differentiable at the point : ∈ ET and !" and !# satisfy 
the conditions (1.1) and are continuous functions, then the following properties are provided: 
(i)   $%[R?# + ^?]]=R$%[?#] + ^$%[?]],  all R, ^ ∈ ℝ; 

(ii)  $%[?#?]]= ?#
_$%[?]] + $%[?#]?] − ?#

_?]!#(', . ); 

(iii) `a bcd
ce

f = gh[cd] ceiN cdgh[ ce]
 cecei + cdi

cei !#(', . ),     ?]?]
_ ≠ 0. 

Definition 2.3 [29] Let ' ∈ [0, 1] and !", !# : [0, 1] j E → ℝ"
2	be continuous functions that fulfill (1.1). k: E → ℝ 

is regarded as being '-regressive if the requirement 

 1 + l(m) N nd(%, m)
no(%, m)

Q(p) ≠ 0, all : ∈ ET, 

is hold. The collection of all '-regressive and rd-continuous functions on E is represented by ℜ%=ℜ%(E).  

Definition 2.4 [29] Let ' ∈ (0, 1], k ∈ ℜ%. Assume that !", !#		are continuous functions and k !",⁄   !# !"⁄  delta 
integrable functions on E, and that (1.1) is satisfied.  

stl(:, u)=exp yz #
{(m)

|}~ �1 + l(m) N nd(%, m)
no(%, m)

Q(p) Ä
B

I
ÅpÇ,                                                                                       (2.2) 

st"(:, u)=exp yz #
{(m)

|}~ �1 −  nd(%, m)
no(%, m)

Q(p)Ä
B

I
ÅpÇ,  u, : ∈ E,  

defines the proportional exponential function on E for operator $%, where Log is the fundamental logarithm 
function.  

  stl(:, u)=exp yz �  l(m) N nd(%, m)
no(%, m)

 Ä
B

I
ÅpÇ,      Q(:)  =  0,                                                                                      (2.3) 

 
Definition 2.5 [29] Let k  :  E  → ℝ and ' ∈ (0, 1]. Let us use  ℜ%

2 to define all positive '-regressive components 
of ℜ%, that is,  
 ℜ%

2 = É k ∈ ℜ%  :  1 + l(m) N nd(%, m)
no(%, m)

Q(p) > 0, all  : ∈ EÖ. 

Theorem 2.6 [29] If k ∈ ℜ%
2 and ' ∈ (0, 1], the following properties are true: 

(i)  stl(S(:), u)= � 1 + l(B) N nd(%, B)
no(%, B)

 Q(:)Ä stl(:, u); 
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(ii)  stl(:, u)=
#

Ütá(I, B)
; 

(iii)  stl(:, u)stl(u, à)=stl(:, à); 

(iv)  stl\(:, u)= �  l(B) N nd(%, B)
no(%, B) Ä  stl(:, u). 

Lemma 2.7 [29] Let ' ∈ (0, 1]		and k ∈ ℜ%. For fixed u ∈ E, 

$%âstl(. , u)ä = k(:)stl(. , u), 

and for the proportional exponential function st", 

 $% y  z c(m)Üto(B, _(m))
no(%, m)

B

ã
 ÅpÇ =?(:).                                                                                                                    (2.4) 

 
Definition 2.8 [29] Assume that 	? ∈ åçA(ℝ), ' ∈ (0, 1],		and :" ∈ E. The indefinite proportional integral (anti 
derivative) is defined as 

 ∫  $%?(:)Åap =?(:) + èst"(:, :"), 		∀: ∈ E , è ∈ ℝ, 

with respect to Lemma 2.7 

        ∫ ?(p)st"(:, S(p)) Å%p
B
ã = z   c(m)Üto(B, _(m))

no(%, m)
 Åp,

B

ã
  Å%p= #

no(%, m)
 Åp,                                                            (2.5) 

describes the indefinite proportional integral (anti derivative) of ? on [ë, í]E. 

Lemma 2.9 [29] Let ' ∈ (0, 1], ? ∈ åçA(ℝ), and !", !# be continuous functions and satisfy (1.1). Then, 

 $% bì  ?(p)st"(:, S(p)) Å%p
B

ã
f=?(:).                                                                    (2.6) 

Lemma 2.10 [29] If ? ∈ X(E),  

z  $%  [?(p)]
B

ã

 st"(:, S(p)) Å%p = [?(p) st"(:, S(p))]mîã
B  . 

Definition 2.11 [4] It is assumed that ?  :  E  → ℂ  is regulated. Afterward, for each ~ ∈ H%(ó), where H%(ó) is 
the set of all complex numbers that fulfill 

!" + ó_~(Q − !#) ≠ 0,							 ~ − !# ∈ ℜ%, 

h = −	~ó_ ô1 + Q
h − !#

!"
ö, 

the proportional fractional Laplace transform of ? is given as  

L%(?)(ú) = z  ?(ú)ó_(ú)stù(:,0) Å%,ûp.					
û

"

 

Theorem 2.12  [4] Assume that ?#, ?]  :  E  → ℂ are regulated; ü#, ü] ∈ ℂ. Thus, for ú ∈ H'L?1P ∩ H'L?2P, 

L%Lü1?1 + ü2?2P(ú) = ü1L%L?1P(ú) + ü2L%L?2P(ú). 
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Lemma 2.13 [4]  (i)  L%(1)(ú) = #
¢
st"(∞,0),				ú ∈ H'(1),		 

(ii)  L% �st§(∞,0)Ä = Üto(û,0)
¢N•

. 
 
 
3. Main Results 
 

Using the Laplace transform, solutions of the proportional fractional Noyes-Whitney problem 
 

                                                                     ¶ $%H(:) = G(HI − H)(:),																																																																		(3.1)
																										H(0) = H",																																																																			(3.2)		

 

 
for various time scales will be found in this section.  
 
Theorem 3.1 The solutions of the proportional fractional Noyes-Whitney problem (3.1)-(3.2) is  
 
                                                                    H(:) = HI + (H" − HI)s®−O(:,0),                                               (3.3)  
where HI(:) = HI. 
 
Proof: Using the initial condition (3.2) and the proportional fractional Laplace transform of both sides of Eq. (3.1) 
can result in the discovery that     
 

L'($%H)(ú) = L'(G(HI − H))(ú) 
                                                                                     = G(HI − H)L'(1)(ú) 
                                                                                     = GHIL'(1)(ú) − GL'(H)(ú), 
and then using lemma 2.13 

úL%(H)(ú) − H0st"(∞,0) = 	GHu
st"(∞,0)

ú
− GL%(H)(ú), 

 

L%(H)(ú) =
GHu + H0ú
ú(ú + G)

st"(∞,0), 

 
                                                                          = �F©

¢
+ FoNF©

¢2O Äs®0(∞,0). 
 
By applying the inverse proportional fractional Laplace transform to both sides,  

H(:) = HI + (H" − HI)s®−O(:,0), 
 
is found. 

                                                                                                     
Example 3.2 Let E = ℤ, !#(', :) = (1 − ')3%/],		 !"(', :) = '3(#N%)/].	In	 this	 case,	 the	 solution	 of	 the	
problem 

                                                              ∑ $#/]H(:) = −∏
]
(HI − H)(:),																																																																		(3.4)

																										H(0) = H",																																																																										(3.5)		
 

is  
 
                                                                    H(:) = HI + (H" − HI)exp[:|}~2].   
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Solution Since Q(:) = 1,	from the definition of the proportional fractional exponential function (4), we have 

stNO(:,0) = exp

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

æ|}~ ø1 −
−3

2 + 3
2

3
2

 ¿

B

"

Åú

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

                                                           = expâ∫ |}~2
:

0
Åúä 

                                                          = exp[|}~2∑ 1:−1
0 ] 

                                                          = exp[:|}~2]. 
Hence, the solution of (3.4)-(3.5) is given that 

       H(:) = HI + (H" − HI)exp[:|}~2]. 
 

Example 3.3 Let E = 3ℕo, !#(', :) = (1 − '),		!"(', :) = ':
∆h
« .	In this case, the solution of the problem is: 

                                                              ¶ $#/∏H(:) = −(HI − H)(:),																																																																				(3.6)
																										H(1) = H#,																																																																										(3.7)		

 

 
 
                                                                    H(:) = HI + (H# − HI)3T.  
Solution: Since Q(:) = 2:,	we get 

                                                                                  stNO(:,1) = exp  À 1
2ú|}~Ã1−−1 + 13

2
3:

2: Õ
:

u
ÅúŒ 

                                                           = exp yz 1

2ú
|}~3

:

0
ÅúÇ 

                                                          = expâ|}~3∑ 1:/3
1 ä 

                                                          = exp b|}~3∑ 13œ−1

30 f 

                                                          = exp[œ|}~3],								 

                                                          = 3œ,								: = 3œ,			œ ∈ ℕ, 

and the solution can be obtained as 

      H(:) = HI + (H# − HI)3T.   
 
 
4. Conclusion  
Following a discussion of the properties and theories of the proportional fractional derivative on a time scale, we 
solve the proportional fractional Noyes-Whitney dynamic equation in this study while the initial condition is 
present. We then provide multiple examples using the proportional fractional derivative on different time scales. 
We provide light on the behavior of the Noyes-Whitney equation with proportional fractional derivative, so 
offering insights into dissolving processes in chemical engineering and medicinal applications. 
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