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k. mertebeden periyodik katsayili x(n+k)=A(n)x(n) sistemi i¢in yeni Schur
kararhlik parametresi ve Schur kararhlik parametreleri arasindaki iliskiler
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Oz

Bu galigmada k. mertebeden x(n + k) = A(n)x(n) periyodik katsayili lineer fark denklem sisteminin Schur kararlihiginin
kalitesini gosteren yeni @, (A4, T) parametresi tanimlandi. @; (4, T) parametresi ile yeni @, (A, T) parametresi arasindaki
esitsizlikler elde edildi. Elde edilen esitsizlikler yardimiyla k. mertebeden periyodik katsayili lineer fark denklemlerinin,
w1 (A, T) parametresine bagl olarak daha 6nce verilen sonuglar @, (A4, T) parametresi i¢in yeniden ifade edildi. Ayrica
elde edilen sonuglar bir niimerik 6rnek ile desteklendi.
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Abstract

In this study, a new parameter @, (A, T) which indicates the quality of Schur stability of k-th order linear difference
equation system with periodic coefficients x(n+k)=A(n)x(n) has been defined. Inequalities between parameter @, (4, T)
and new parameter @, (A4, T) have been obtained. With the help of obtained inequalities, the previously given results for
k-th order linear difference equations with periodic coefficients which depends on the parameter &, (4, T) have been re-
expressed for w, (4, T). In addition, the obtained results have been supported by a numerical example.
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1. Giris
A(m) = A(n + T) € CV*N periyodik matris ve x(n) € C¥** olmak iizere
x(n+k)=An)x(n), x(s) =x, (s =0,1,2,..,k — 1) Q)
k. mertebeden Cauchy problemini ele alalim. (1) sisteminin ¢éziimii

n=ukT+v,0<v<kT—1,0<s<k-—1vev =rk+ s olmak lizere

x(n) = Xy () (X (T)) " x

olarak elde edilmistir (Celik Kizilkan ve Duman, 2020). Bu ¢6ziime dayanarak, k. mertebeden periyodik
katsayili (1) sisteminin Schur kararliligi, X = {X,(T)|s = 0,1,2, ..., k — 1} matris ailesindeki her bir matrisin
Schur kararli olmasina denktir (Celik Kizilkan ve Duman, 2020).

Benzer olarak Lyapunov teoremine gére “(1) sisteminin (X matris ailesindeki her bir matrisin) Schur kararl
olmasi igin gerek ve yeter sart s =0,1,2,..,k —1 i¢in X;(T) matrisinin X;(T)EX;(T) —F,+1=0
Lyapunov fark matris denkleminin (LFMD) F, = X52,(Xs(T))! (Xs(T))) = i > 0 tek ¢dziimiine sahip
olmasidir” (Celik Kizilkan ve Duman, 2020).

Celik Kizilkan ve Duman (2020) tarafindan (1) sisteminin Schur kararliliginin kalitesini gosteren kararlilik
parametresi;
w1(A,T) = maxosssi-1IFsl,

seklinde tanitilmistir. Buna gore; @, (A, T) < oo oluyorsa sistem Schur kararlidir. Aksi takdirde sistem Schur
kararsizdir ve bu durumda @; (A4, T) = o oldugu kabul edilir.

2. Ana sonuclar
2.1. Semboller
Caligma icin gerekli olan bazi gdsterimler asagida tanitilmistir.
— @ =maxgejep—1||Zmoo X m)X;m)|,
= Bs = maxy<i<r|Qs(T, DII(1 + (T — Dmax; <i<r-111Qs (0 0)1)

= ¥s = (T — Dmax,<i<r[[Qs(T, Dl
<72 ||A(ik + ; i<r—2 ||A(ik + <1
— U = maxy<i<r 105 (T, DI x{ maxo<i<r-2||AC s maxo<i<r-2||AC Il

(maxg<i<r—2 |AGk + s)IDT72; maxgeicr—2|AGKk + )| > 1
— Qs(p,7) =TIPS AGik +5),

- W(p,r) =112} B(ik +5),

- 8= [IXDIE + 5 ~ XDl
— A= maxogi<cr—1 ||B(ik + $)| (ﬁs + ¥smaxygisr-111Ws (@ 0)[| +

s TT23 [ B151 o (maxosisr 1 1B (ik + 9)ID']),

max_||Qs(D[(A+(T-1) max [[XsD])

— AS= 1stjsT 1<i<T-1 Blik + s
371201 max 10,GON, max 1B+ 1517~ x Bk + ),

- j||x (DI + 2= XD,

. — @, (AT
A= fImIE + 2D il
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2.2. Yeni Schur kararlilik parametresi

k. mertebeden (1) sisteminin Schur kararliliinin kalitesini gosteren ikinci bir kararlilik parametresini
asagidaki sekilde tanimlayalim.

Tamm 1.1. {D}*23 = {371 X:(m)X,(m)}ZL olsun. s =0,1,2,....k — 1 igin X;(T)PX(T) — g +
Ds = 0 LFMD’ nin ¢dziimii @5 = Y520 Xs(T)/ DsXs(T) = X320 X (NXs (), ®5 = @5 > 0 matris serisi
olmak tizere; (1) sisteminin Schur kararliliginin kalitesini gosteren yeni kararlilik parametresi

w2 (A, T) = maxosss-111Psll

seklinde tanimlanir.

Buna gore (1) sistemi; @, (A, T) < oo ise Schur kararli; aksi halde Schur kararsizdir ve @, (A4, T) = oo seklinde
gosterilir.

Ayrica " > 1 pratik Schur kararlilik parametresi olmak tizere @;(4,T) < " (i = 1,2) esitsizligi saglaniyorsa
(1) sistemine pratik Schur kararli ya da kisaca "~ Schur kararli, aksi halde &"— Schur kararsiz sistem denir.

2.3. w1 (A, T) ve w, (A, T) kararlilik parametreleri arasindaki iliskiler
w41(A,T) ve w, (A, T) parametreleri arasindaki bazi esitsizlikler asagida verilmistir.
Teorem 2.1. w1 (A, T) < @w,(A,T) ve w,(A, T) < aw,(A,T) esitsizlikleri dogrudur.

ispat. (D=t = (S0 X2 ()X, (m)}¥cd olmak iizere

D5 = N0 X5 (T) DgXs(T) = X520 X5 (T) (XiZo X5 ()X (m)) X (T)
= X0 Xs (M) (I + X" (DX (D) + -+ + X" (T = DX(T — 1))Xs(T)
= Z;OZOXS*(T)].XS(T)J' + ZﬁOXS*(T)j(Xs*(l)Xs(l) + -t Xs*(T - 1)XS(T - 1))XS(T)j
= Fs + Z?.;OXS*(T)j(Xs*(l)Xs(l) + o+ Xs*(T - 1)X5(T - 1))X5(T)j

ves =0,1,2,...,k — 1igin ||| = ||F;|| oldugundan

w1 (A,T) <wy(AT)

oldugu goriiliir. Ayrica;

Il = {12520 X DX DI| = [ 12520 X2 (1) (B2 X2 (m) X (m) X (T)]

< ||Zh20 X )X m)|| |25 Xs (T X5 (T || = || 2o Xs™ (m) X m) |||l
oldugundan

maxosjsk—lncbj” < maxosjsk—lu Tm_=10Xj*(m)Xj(m)||maxosjsk—1||Fj||

elde edilir. @ = maxogj<p—1 || Zhzo X;* (m)X;(m)|| olmak iizere

W, (A, T) < aw,(A,T) 2
oldugu kolayca goriiliir.

Not 2.1. (2) den

a ~
B (AT) — Dy(AT) oldugu agiktir.

Sonug 2.1. Kararlilik parametreleri arasinda

~@,(AT) <@1(AT) < @,(AT) < a@, (A,T)

veya buna denk olarak

1 1 1 a
a1 (AT) = @,(AT) — ®1(AT) ~ @y(AT)
esitsizlikleri saglanir.

Teorem 2.2. (1) sistemi i¢in
|01 (A, T) — @,(A,T)| < (@ — Dwy (A T)
esitsizligi dogrudur.
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Ispat. Teorem 2.1.den @,(A,T) < @,(A,T) ve @,(A,T) < aw, (4, T) oldugu bilindigine gore,
w,(A,T) —w;(AT) <aw,(AT)—w0,(AT)=(a—1Dw,(4T)

ve

01 (AT)—aw,(AT) <w,(AT)—w,(AT)<O0

olur. Boylece

|01 (A, T) = @,(A,T)| < (@ = D@y (4,T)

esitsizligi saglanir.

2.4. k. Mertebeden periyodik katsayili x(n + k) = A(n)x(n) lineer fark denklem sisteminin siirekliligi iizerine
bazi sonuclar

Simdin >0,T > 0,A(n) = A(n+T) ve B(n) = B(n + T) olmak iizere (1)’ in
y(n+k) =AM +BMm)ym), y(s) =ys (s =0,1,2,...,k = 1) ®)

bozunum sistemini ele alalim. (3) sisteminin fundamental matrisi s =0,1,2,...,k—1 i¢in Yy;(n) =
[T (A(ik + s) + B(ik + s)) dir.

(3) sisteminin agikar ¢oziimiiniin Schur kararliligt i¢in Celik Kizilkan ve Duman (2020) tarafindan B(n)
bozunum matrisi tizerine @, (A4, T) parametresine bagli bazi sartlar verilmistir. Simdi bu sonuglar1 @, (4, T)
parametresine gore ifade edelim:

Teorem 2.3.s=0,1,2,...,k — 1 i¢gin (1) in monodromi matrisi X;(T) ve (3) iin monodromi matrisi Yy(T)
olsun. Bu takdirde

a

I¥:T) = XD < [IIX (DI + s = XD @

ifadesini saglayan B(n) bozunum matrisi i¢in (3) sistemi Schur kararlidur.

Ispat. Bu teorem Celik Kizilkan ve Duman’da (2020)’deki @, (A, T) parametresi i¢in verilen Teorem 3.1. in
@, (A, T) parametresine uyarlanmasidir. Dolayistyla, Teorem 3.1. in ispatinda (FSYS((p + 1)T)W,YS((p +
1)T)W) i¢c garpiminda F; matrisi yerine &, matrisi alinip ispat adim adim izlenirse (4) esitsizligine ulagilir.
Fakat Teorem 2.3. deki sonucu elde etmek i¢in Celik Kizilkan ve Duman’daki (2020)’deki ispat teknigini adim

a
®1(AT) — @3(AT)
esitsizligini Celik Kizilkan ve Duman (2020) Teorem 3.1. de kullanmak yeterlidir. Gergekten,

adim uygulamaya gerek yoktur. (4) esitsizligini elde etmek igin Sonug 2.1. de verilen

Celik Kizilkan ve Duman (2020), Teorem 3.1.” de s = 0,1,2, ..., k — 1 i¢in (1) in monodromi matrisi X(T)
ve (3) iin monodromi matrisi Y;(T") olmak {izere

1
%) = XDI] < [ + s = Il

ifadesini saglayan B(n) bozunum matrisi i¢in (3) sistemi Schur kararli oldugu ifade edilmistir.

a - .y [ .
Sonug 2.1. den PiAT < 22(AT) oldugu bilindigine gore

a

T = (D] < [IIX (DI + 57 = XD

oldugu agiktir. Boylece Teorem 2.3. ispatlanmis olur.

Teorem 2.4. (1) in Schur kararli olmasi durumunda, B(n) bozunum matrisi igin
i) A2< A$
i) |1B()|| < 4

max [10GONIa+T-D(, max [1XD1]+a7)]

sartlar1 saglanirsa (3) bozunum sistemi Schur kararlidir.

Teorem 2.5. (1) sistemi Schur kararli olmak tizere, B(n) bozunum matrisi i¢in

AS
B(n)|| < -
1@ max [10GDI[+T-1( max [IXsDI|+a3)]
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sartlar1 saglanirsa (3) bozunum sistemi Schur kararlidir. Ayrica;

— @3(AT) SR (2-[1Xs (D] +43)A5 @, (AT)?
@2(A+B,T) < 1-(2|1Xs(D)||+435)AS @, (AT) ' |IFs = Kl < 1-(2—|1Xs(D)|| +A%)AS @2 (AT)
esitsizlikleri dogrudur.

Teorem 2.6. o"=Schur kararli (2) sistemi verilsin. Eger B(n) bozunum matrisi i¢in
i) AS< A,
A

i) |IB(m)]| <
Y IB@| max [1QG.I|[(1+T-D(, max [IXs(I[+45)]

1<j,r<T

sartlar1 saglanirsa, (3) bozunum sistemi de ®"—Schur kararli olur.

Not 2.2. W, (A, T) <w,(A,T)ve ll w,(A,T) < al @w,(A,T) esitsizlikleri dikkate alinarak Teorem 2.4. ispati
Duman ve Aydin’daki (2011) Teorem3-4 ve Teorem 2.4-2.5. in ispat1 sirastyla Duman vd.’daki (2016) Teorem
7-8 kaynaklarindaki teorem ispatlarina benzer sekilde kolaylikla elde edilir. Tekrara diismemek acisindan
ispatlar verilmemistir.

Not 2.3. (1) sisteminde k =1 ve T =1 olmasi durumunda @,(4,T) = w,(A4,T) = w(A) elde edilir. Bu
durumda (1) sistemi 1. mertebeden sabit katsayili sisteme doniigir ve Teorem 2.3.—2.5. teoremleri 1.
mertebeden sabit katsayili sistem igin yazilan sonuglar ile ortismektedir. Bu ise Teorem 2.3.—2.5. in
literatiirdeki benzer sonuglarla olan uyumunu goéstermektedir.

Not 2.4. Calismamizdaki hesaplamalar MVC (Bulgak ve Eminov, 2001) kullanilarak yapilmistir.

Elde edilen esitsizlikleri hesaplamak icin asagidaki 6rnegi ele alalim.

Ornek 2.1.i =1, 2, 3 icin 4;(n) matrisleri

(—21)" 0 (-)n 3 sin (%ﬂ n) 0
A (n) = 1|42 (n) = < 2 > ve Az (n) = -
0 3 0 0.2 0 cos (? n)

olmak tizere 2. mertebeden periyodik katsayili x(n+2)= A(n) x(n) sistemini ele alalim. A(n) katsay1 matrisleri
icin elde ettigimiz esitsizliklerin saglandigi Tablo 2.1. de goriillmektedir.

Gosterimde kolaylik saglamasi agisindan asagidaki esitsizlikleri

- w(AT)<aw;(4T) @

_ 1 a b)
B1(AT) = @a(AT) (

- |@1(4T) — 0,4 D] < (e — Dw(47T) (c)

seklinde numaralandiralim.

Tablo 1. A(n) Matrisleri i¢in Hesaplanan Parametre Degerleri ve Esitsizlikler

Al(n) Az(n) A3(n)
w1(A,T) 1.06667 8.09005 1.06667
@,(A,T) 1.33333 24.1037 2.5
o 1.25 10.2889 2.5
() 1.33333<1.3333375  24.1037 < 83.237715 2.5<2.666675
(b) 0.937497 <0.9375 0.1236086 < 0.4268598 0.937497<1
(c) 0.266663 < 0.2666675 16.01365< 75.177665  1.43333 < 1.600005

w1 (A, T), w,(A,T) parametrelerinden herhangi birine gore yazilmis bir sonucun diger parametreye gore
yazilmasini saglayan (a), (b) ve (c) esitsizlikleri ile ilgili niimerik 6rnekler Tablo 1. de verilmistir.
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3. Sonuclar

Bu calismada; k. mertebeden periyodik katsayili
(1) Cauchy problemi ele alinmistir. (1) Cauchy
problemi i¢in elde edilen sonuclar asagidaki gibi
Ozetlenebilir.

o w,(AT) Schur kararhlik  parametresi
tanitilmistir.
o (A T) parametresi ile yeni ®,(A,T)

parametresi arasindaki fonksiyonel esitsizlikler

elde edilmistir.
Problemin Schur kararli olmast durumunda hangi
bozunumlar altinda sistemin Schur kararli kaldigini
gosteren w4 (4, T) parametresine bagli olarak daha
once verilen siireklilik teoremleri, (1) problemi i¢in
yeni tanimlanan @®,(A,T) Schur kararlilik
parametresine bagli olarak yeniden ifade edilmistir.
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