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Asimtotik iterasyon Metodu Yardimiyla Bir Boyutlu Bazi Cift Kuvvet
Potansiyelleri i¢cin Ozdeger Denklem Géziimleri
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Ozet: Bu ¢alismada; asimtotik iterasyon metadunu bir boyutlu V(x)=Ax"+Bx™ (k=2,3,4) seklindeki potansiyelterin enerji
dzdegerterini elde etmek amaciyla, ikinci dereceden bazi homojen diferansiyel denklemlere uyguladik. Bazi eneji
ozdegerleri elde ettik ve yapilmig dijer bazi hesaplamalarla karsitastirdik.

Anahtar Kelimeler: Anhannonfk osilatdr, Schrodinger denklemi, enerji dzdegerleri
The Solutions of Eigenvalue Problems for some One-dimensional Potentials
with Even Power by Asymptotic iteration Method
Abstarct: In this study, we have applied asymptotic iteration method{(AlIM) to some second order differential equation

to obtain eigenenergies of one dimensional potential like V(x)=Ax*+Bx™ (k=2,3,4). We have calculated some
eigenenergies and compared with some other calculations.
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Girig

Matematiksel  fizigin bir g¢ok  alarunda
Y'= 25 (x)y"+5,(x)y seklindeki ikinci mertebeden

homojen bir diferansiyel denklemle karsilagilr,
Hermite, Laguerre, Bessel, Jacobi, Legendre
diferansiyel  denklemleri bunlardan  bazitandir,

Relativistik olmayan kuantum mekanidinde fiziksel
sistemlerin anlasiimasi igin o sisteme ait Schrédinger
dalga denkleminin ¢oziilmesi gerekir, Schréidinger
dalga denkleminin asimtotik ¢bziimleri verildikten
sonra, denklem ikinci dereceden bir homojen
diferansiyel denkleme indirgenir. Bu tir diferansiyel
denkiemterin ¢zuminde bir  gok metod
kullaniimaktadir. WKB (Krieger ve ark. 1967),
Supersimetrik  kuantum  mekanigi{Cooper  ve
Freedman 1983),1/N agiimi{Mlodinow ve Shatz
1984 ), Hill-determinant (Hautot 1986) ve Levai
metedu({Levai 1989) bunlardan bazilanidir. Potansiyel
cbzmleri igin, son zamanlarda Ciftgi ve arkadaslari
(2003) Asimtotik lterasyon Metodu (AIM) adiyla anilan
yeni bir metod 6nerdiler. Su ana kadar bu metodun bir
gok uygulamasi yapimistir. Asadida bu metodu
kisaca verecediz.

Materyal ve Yontem

Bu bdlimde, asimtotik iterasyon metodunu kisaca
verecegiz. Asimtotik iterasyon metodu

¥'= Ay (x)y'+sq(x)y (1)
seklinde verilen ikinci dereceden homojen bir
diferansiyel denklermin sagd tarafindaki terimlerin
simetrisi Ozerine bina ediliyor. Eger {1} denkleminin
her iki tarafinin tOrevi alinirsa

Y= A (x)y+s, (x)y 2)
elde ediir. Buradaki A;(x) ve 5(x) ifadeleri
agafidaki gibidir :

' 2
A (X) = Ay (x) + 54 () + 4 (x) (3)

51(x) =5'9 (%) + 50 (x) A9 (x) (4)
Yine; (1) ile verilen denklemin ikinci téirevi alinirsa
Y''= Ay (0)y+s, (x)y (5)
elde edilir. Burada da

Ay = A48+ Ay (6)
322 S11+S0/1] (7)

seklindedir. Bu gekilde devam edilerek (1)in (n+1) ve
(n+2Yinci threvi alinirsa

YU = A ()Y, () @
Y = 4, (1)y' s, (1) ©
ifadeleri elde edilir, Boylece A, ve s, katsayilar

A = Fogy + 8,4 + A
5,58, + 554, (1)

n
olarak elde edilir. (9) denkleminde verilen (n+2)inci

(10)

n~1

tirevi (8) denkleminde verilen {(n+1)ci tlreve
oranlanirsa
5
A (y'+E8)
i]n(y':”"'”) - y(u+2) _ n A, (12)
dx y(HH) o, Sa-l
A 2
n-1
elde edilir. Eger n yeterince biyiikse
§ hY
L= =g (13)
/ln ﬂn
olacaktir. Boylece (12) ile verilen esitlik
d A
—=In(y"*0) = 2 (14)
dx A

n—1
seklinde indirgenecektir. Buradan Cl integral sabiti
olmak Gzere
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+ b An
y(n 1)(x) = Cl exp(jrg;dt]

n

=CA,_, expﬁ(a + Zﬂ)dtj {15)

elde edilir. (15} (8)de yerine konulursa

X

y+oay =C, exp[j (a+ 4, )dtj {16)

ifadesi elde edilir. {16)'nin ¢ézllmesiile

y(x)= exp[— fa(t)dtj X

C2+ leexp[} (Zo(0)+ 2a(r)dr)}f¢ a7

geklindeki genel ¢dzOme ulasilir. Diger yandan
dzdegerleri elde etmek igin

0, (%, E)=A,,(x)s,(x)—A,(x)s,,,(x)=0

(18)
sartini  sadlayan hassas £, eneri tzdegerleri
degerleri bulunur, S8z konusu hassasiyet dalga
fonksiyonunun secimine ve iterasyon sayisina baghdir.
Uygun bir iterasyon sayisina gelindiginde E,1
dederleri yakinsar.

Metodun bir uygulamasi olarak
Vix)= Ax? + Bx* (k = 2,3,4) seklinde verilen
bir boyutlu bazi potansiyeller igin géztmler verilecektir.
Bdyle bir sisteme ait Hamiltoniyen( 24 = /i = 1),

2

Hz—d + Ax? + Bx* (19)

dxl

seklindedir. Cozillecek olan dzdeger denklemi ise

Hy(x) = Ey(x) (20)
dir. Ww(x—>+c)=0 sartini saglayan dalga
fonksiyonu

-px?
p(x)=e "% f(x) (21)
formunda aranabilir. Ciftei
Vix)= x% + At potansivelin  yakinsaklhigin
hizlandirmak igin dalda fonksiyonunu

~Lax?il gty

plx)=e 2 4 f(x)

sekline almigtir.Cok sayida iterasyon gdze alhimirsa (21)
ile wverilen fonksiyon da uygundur. Burada B'yva
yakinsama parametresi olarak bakilabilir. Potansiyelin
kuvveti arttkga B uygun bir bigimde arttirilarak
yakinsama hizi dizenlenebilir. (21) ile verilen dalga
fonksiyonun x’e gore ikinci tirevi alinirsa
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Cyx) _|dPf ,, df
dx? [dxz e

+(48% 7 - 28) f ']f_ﬂ < (22)

elde edilir. {22) ile verilen ifade (20)de vyering

gl
yazildiktan sonra e A terimleri sadelestirilir ve
Y= Ay (x)y'+8y(x)y formatinda diizenlenirse

LS 4 I
dx® dx

+ (B + (A~ 4N 128 -E)f(x)  (23)

elde edilir. Boylece A, ve 5, igin

Ay =40x (24

so = Bx* +(A-4p%)x* +28-E, (25)
ifadelerine ulagilir. {24) ve (25) ile verilen baslangig
degerleri A, (x) ve 5,(x)"i elde etmek igin (10) ve

(11ydeki tekrarlama badmntilannda tekrar  tekrar
kullanilacaktir.

Bulgular ve Tartigma

llk olarak harmonik osilatér potansiyeli igin
gozimler verilecektir. Bir boyutiu harmonik osilatér
potansiyeli matematiksel fizikte analitik gdzUmi olan
problemlerden biridir. Harmonik osilatér potansiyelin ik
7 enerji dzdeferini buimak igin & iterasyon adim
yeterlidir, Btdn sonuglar tamdir.

Clzelge 1. p(x) = 4x? potansiyelinin hesaplanmig ilk 7
enerji ézdegerleri E(a.b) (A=1, B=0)

=

E

n

1.0

3.0

50

7.0

9.0
11.0
13.0

s LN 2O

ikinci ek olarak ¥ (x) = Bx* potansiyeli icin
¢ozumler verilecektir. B'nin dederlerine bagh olarak 80

iterasyon kullanilarak hesaplamalar  yapilmis  ve
sonuglar Cizelge 2’de verilmigtir.

Cizelge 2. V(x)= Bx* potansiyelinin hesaplanmig
ilk 7 enetji $zdegderleri(B=1)

E

n

1.06036
3.79967
7.45570
11.6447
16.2618
21.2384
26,5285
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Uglined uygulama olarak V(x)=Bx6 potansiyeli

icin ¢dzOmler verilecektir. f'min dederlerine bagh
olarak 80 iterasyon kullanilarak hesaplamalar yapilmis
ve sonuglar Cizelge 3'de veritmigti,  Uyardmig
dizeylerin daha hassas degerleri igin daha gok
iterasyon gerekir

Gizelge 3.V (x) = Bx® potansiyelinin hesaplanmis ilk
7 enerji 6zdegerleri E(a.b)}{A=0, B=1)}
E.’i‘

1.1448
4,3386
9.07308
14.9352
21.7141
29.29098
37.6132
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Dérdiincii  bir  uygulama  olarak V(x)=Bx3

potansiyeli igin ¢&zOmler verilecektir. Bu tipteki bir
potansiyel artan x degerleriyle tizia blylr. Béylece
yakinsama daha yavas olur. 100 iterasyon
kullanilarak hesaplamatar yapilmis ve elde edilen
enerji dzdederleri Cizelge 4'de verilmistir. Burada da
praiik olmasi agisindan yine B=1 alinmisgtir,

Daha hassas enerji $zdegerleri elde etmek igin
daha ¢ok iterasyon gereki. Bu da hesaplama
zamanint arttirr,

Asimtotik lterasyon Metodu Yardimiyla Bir Boyutlu Bazi Ciff Kuvvet Potansiyeller igin Ozdeger Denklem Coziimleri

Cizelge 4.1/ (x) = Bx® potansiyelinin hesaplanmg ik
7 enerji 6zdederleri E(a.b}{(A=0, B=1)
E

1

1.22582
4.75588
10.2449
17.3431
25.8089
35.4977
46.3119

Beginci bir uygulama olarak ¥(x)= 4x% + Bx*
seklindeki potansiyelin bazi ¢gézumleri verilecektir. Bu
uygulamada B'nin hem kilgUk hem de blyik dederleri

igin hesaplamalar yapilarak sonuglar Cizelge 5'te
verilmigtir. Ayni metodla

wix)=e F(x) seklinde dalga
fonksiyonlar kullanilarak Ciftgi(2007) tarafindan daha
hassas olarak elde edilen taban durum enerjileri de
ayni gizelgede verilmistir. Ayrica Tabarak (2005) A<Q
ve B>0 igin bazl hesaplamalar yapmishir. S6z konusu

Db~ =

-(-%-a .\"‘«-i—ﬁ .I:4 )

_, L+l
galigmada Ww(x)=e™"  f(x)formundaki dalga
fonksiyonlarini kullanmig, taban ve birinci uyariimig
enerji diizeylerini hesaplamigtir. Bu ¢alismada A=1 ve
=-1 dederleri igin bazi hesaplamalar vyapilmis ve
sonuglar Cizelge 5'te verilmistir.

Cizelge 5. ¥ (x) = Ax* + Bx* potansiyelinin dedisik A ve B dederleri icin hesaplanmis

itk 5 enerji 6zdederleri E(a.b)

A B E, E, E, E, E, E,
1 0.0 1.00000 3.00000 5.00000 7.00000 9.00000
0.00001  1.00001 3.00004 . 5.00010 7.00019 9.00031
0.0001  1.00007 3.00037 5,00097 7.00187 9.00307
0.001 1.00185 3.01278 5.04480 7.11009 9.21858
0.01 1.00737 3.03653 5.09394 7.17857 9.28948
0.1 1.06529 1.0852855°  3.30687 5.74796 8.35268 11.0086
1 1.39235 1.3923519°  4.64881 8.65507 13.1565 18.0666
1.3923515"

10 2.44916 8.59894 16.635 25.7936 35.9901

100 4.99938 4.9991429°  17.830 34.8609 54.3405 76.1606
4.9994176°

1000 10,6397 38.0864 74,6713 116.498 163.436
10.639788°

2000 13.3883 47.9439 94.0217 146.702 205,834
13.388719°

40000  3B.2742 129.972 254,082 397.915 558.387

36.275234°

a1 0.85757 2.83436 6.16437 10.0414 14.3746

0.675922° 3.22548°
10 2.11289 7.76165 15.4803 24.3437 34.0522
100 4.84343 17.4415 34.3372 53.6956 74.9163
1000 10.5674 37.9061 74.4314 116.257 162.110

* Ciftgi(2007) tarafindan ayni metadla hesaplanan taban durum enedileri
Freitas ve aik.{2007), simetrik agiim metodu ile hesaplanan taban durum enerjileri
¢ Barakat{2005) tarafindan aym metodla hesaplanan taban durum enerjileri

83

Son uygulama olarak ¥ (x}= Ax? + Bx® potansiyeli
icin A=1 degerine kargilk B 'nin sadece kiglk
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Son uygulama olarak ¥(x) = Ax* + Bx® potansiyeli

icin A=1 deferine karsihk B ’'nin sadece kiiglk
dederleri icin hesap yapilmisgtr. Boylece

Bx® potansiyelinin katkisi bir pertirbe terim gibi
hesaba katulmigtir. 60 iterasyon kullanllarak elde
edilen enerji dederleri Cizelge 6'da verilmistir. B'nin
blyitk dederleri igin aynt metodla vyapilan
hesaplamalarda elde edilen sonugiar da literatiirde
mevceuttur(Barakat 2005; Freitas ve ark. 2007)

Gizelge 6. V' (x) = Ax? + Bx® potansiyelinin
hesaplanmig ilk dért_enerji 6zdegerleri E(a.b}

4 B E, E £y £y
0 1.00000  3.00000 5.00000  7.00000
10°  1.00002  3.00013 500047  7.00118
17 1% 100019  3.00131 5.00466  7.01172
10% 100185 3.01278 5.04480  7.11009
10¢ 101674 310792 534739  7.77746

Sohug

Bu ¢alismada, asimiotik iterasyon metodu baz
kuvvet ' potansiyeflerine uygulandi. -S6z konusu
potansiyeller- igin bazi enerji dzdederleri elde edildi.
Yakinsamalan yavas olmakla birlikte, elde edilen
enetfi dzdegerleri, yapilmus diger caligmalarla uyum
igerisindedir.  Hesaplamalarda  >100 . iterasyon
kullanildi. Daha hassas hesaplamalar igin daha gok
iterasyon gerekir. Genelde hesaplanan uyariimig
ener]i diizeyleri taban duruma gére daha az hassastir.
Hassaslk dizeyi uyardmuglik  diizeyi artarken,
azalmaktadir. Kuvvet potansivelleri fizikte gigli
sinirlama  problemleriyle , &medin  yayla bagl
moleklller, dis magnetik alandaki yikler gibi,
badlantill oldugundan oldukga onemlidir. Kuvvet
potansiyellerinin birkag¢ teriminin birlikie ele alinmasi,
problemin zorlugunu arttirmaktadir,
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