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Pseudo-Anosov Orgiilerin Topolojik Entropisi ve Cekici Matrisler
Saadet Oykii YURTTAS!, Arife ATAYY

OZET: Bu makalede, sonlu noktasi ¢ikarilmis disk yiizeyinde tamimli pseudo-Anosov tipinden
orglilerin sonsuz bir ailesinin her bir iiyesinin topolojik entropisi T4- train track grafikleri yardimiyla
hesaplanmistir. Kullanilan yontem Thurston’in yiizey homeomorfizmalar1 kuramina dayanmakta ve
ilgili pseudo-Anosov oOrgiiniin topolojik entropisini veren Dynnikov matrislere alternatif pozitif
matrisler sunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik entropi, T - train track grafikleri, pseudo-Anosov orgiiler.
Topological Entropy of Pseudo-Anosov Braids and Attracting Matrices

ABSTRACT: In this paper, we introduce an alternative method to calculate the topological entropy of
each member of an infinite family of pseudo—Anosov braids on the finitely punctured disk making use
of 1t4- train tracks The method is based on Thurston’s theory of surface homeomorphisms and presents
positive matrices alternative to Dynnikov matrices which compute the topological entropy of a given
pseudo-Anosov braid.
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GIRIS

D,,, n noktasi isaretlenmis disk olsun. Nielsen-Thurston Siniflandirma Teoremine gore, her yiizey
homeomorfizmasi ya sonlu mertebeden ya pseudo-Anosov ya da indirgenebilir tipten bir
homeomorfizmaya izotoptur (Fathi ve ark. 1979; Thurston, 1988). Bu makalede, pseudo-Anosov
tipinden izotopi smiflari belli tipten train track grafikleri yardimiyla ¢alisilmistir. D, nin gonderim
smiflar1 grubu (D,,” nin yon koruyan homeomorfizmalarinin izotopi smiflarinin grubu) GSG(D,,)
Artin’in n-6rgii grubuna izomorf oldugundan (Artin, 1925; Artin, 1947) izotopi smiflari Artin orgii
ireteclerinin bir dizisi ile temsil edilmistir. Daha agik olarak, makalede D,,” de taniml1 pseudo-Anosov
tipinden Orgiilerin sonsuz bir ailesinin her bir {iyesinin topolojik entropisi, ;- train track grafikleri
yardimiyla hesaplanmustir.

Bu orgii ailesi daha 6nce Bestvina-Handel train-track gecis matrisleriyle (Bestvina ve Handel,
1995) ve train-track gecis matrislerine gore hesaplanmasi ¢ok daha hizli olan Dynnikov matrisleriyle
(Yurttas, 2016) calistlmistir. Daha sonra bir pseudo-Anosov Orgiiniin invaryant Olcili
yapraklanmalarina iligkin tekil noktalarinin belirledigi bazi kosullar altinda train-track gegis matrisleri
ve Dynnikov matrislerinin 1 in kdkleri ve sifirlar disinda 6zdeger kiimelerinin ayni oldugu ispatlanmistir.
Bu sonug, pseudo-Anosov orgiilerin dinamiksel 6zelliklerini train-track ge¢is matrisleri disinda ¢aligan
ilk yaklagim olmasinin yaninda ¢ok daha hizli ¢alisan bir algoritma sunmustur. Ancak, train-track ve
Dynnikov matrislerinin boyutlarinin farkli olmasi durumunda ilgili sonu¢ agik problem olarak
brrakilmistir.

Bu makalede, yukarida bahsedilen sonsuz 6rgii ailesinin topolojik entropisini hesaplamak i¢in,
Dynnikov matrisler kadar hizli hesaplanabilen ve train-track gecis matrisleri ile ayn1 boyutta olan pozitif
matrisler tanitilmistir. Boylece, sonsuz 6rgii ailelerinin her bir {iyesinin topolojik entropisini hesaplayan
alternatif bir metot vermenin yani sira yukarida bahsedilen agik problemin c¢oziimiine katkida
bulunabilecek matrisler sunulmustur.

Makalede kullanilan metot, Thurston’in ylizey homeomorfizmalar1 kuramina dayanmaktadir
(Fathi ve ark., 1979; Thurston, 1988). Bulgularimizin ispati i¢in kullanacagimiz Thurston’in ilgili
teoremleri, Dynnikov koordinat sistemi ve train track grafikleri diger temel tanim ve gosterimler ile
birlikte ikinci béliimde verilmistir. Ugiincii boliim bulgularimizi icermektedir. Daha acik olarak,
caligilan sonsuz orgii ailesinin her bir liyesinin dilatasyonu (dolayisiyla topolojik entropisi), ¢ekici lineer
bolgelerde etki eden matrisler araciligr ile hesaplanmis; elde ettigimiz bulgularin gelecekte ilgili
problemlere nasil 151k tutabilecegi agiklanmustir.

MATERYAL VE METOT

Dynnikov Koordinat Sistemi ve ry —Train Track Grafikleri
D, (n = 3), diizlemde n—noktasi ¢ikarilmis (n adet isaretlenmis noktali) bir disk olsun. D,, de
birbirleriyle kesismeyen sonlu sayida basit kapali esas egrinin (biiziilemeyen, bir tek isaretlenmis nokta

veya diskin sinirina paralel olmayan egri) homotopi siniflarinin olusturdugu aileye D,, ‘de bir ¢oklu egri
denir (Sekil 1).

2279



Saadet Oykii YURTTAS ve Arife ATAY 11(3): 2278-2289, 2021
Pseudo-Anosov Orgiilerin Topolojik Entropisi ve Cekici Matrisler

Sekil 1. D5’ de bir ¢oklu egri

D,,’ nin Sekil 1°de gosterilen standart bir modelini alalim (n adet isaretlenmis noktanin diskin
yatay ekseninde yer aldig1). D, de tanimli ¢oklu egrileri koordinatlandirmanin kullanish bir yolu
Dynnikov koordinat sistemini kullanmaktir (Dynnikov, 2002; Dynnikov, 2007; Hall, 2009; Yurttas,
2016). £,,, D,;’de tanimli ¢oklu egrilerin kiimesini gostersin. Simdi, her n > 3 igin, £, ile Z?"~*\{0}
arasinda birebir ve Orten bir fonksiyon veren Dynnikov Koordinat Sistemi’ni tanimlayalim: Ug noktalari
isaretlenmis noktalar ve diskin sinirinda olan @; (1 <i < 2n —4) yaylar ve her iki ug noktas1 diskin
smirinda olan f; (1 <i <n — 1) yaylarin1 diislinelim (Sekil 2). L, £ € L,, ¢oklu egrisinin a; ve B;
yaylarini minimum sayida kesen bir minimal temsilcisi olsun. Kolaylik olmas1 agisindan, «; ve f§; ayni
zamanda, L nin sirasiyla @; ve 8; yaylari ile olan kesisim sayilarina karsilik gelsin.

Dynnikov koordinat fonksiyonu p: £,, —» Z*"*\{0} , 1 < i < n — 2 olmak iizere

a; = % ve b= % ............................................................ (1)
,D(L) = (a' b) = (al' vy Ap_2; bl' "'lbn—Z) (2)

olarak tanimlanir.

Sekil 2. a; ve B; yaylan
Ornek: Sekil 3’ de verilen £ ¢oklu egrisini diisiinelim. a; =3, a; = L, a3 =1, a, =1, as =1, ag =
1, a; =2, ag=0vep, =4, =2, f3=0, By =2, f5 = 2 oldugundan (1) denkleminden
Ar—A1

a;=——+=-1 ve b1=¥=1 (3)

olarak bulunur. Geri kalan a; ve b; koordinatlar1 benzer sekilde hesaplanir. Sonug olarak, £ ‘nin
Dynnikov koordinatlar1 p(£) = (-1,0,0,—1;1,1,—1,0) dur.
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Sekil 3. p(£) = (—1,0,0,—-1;1,1,-1,0)

Asagidaki Yardimer Teorem, p: L, — Z2"~*\{0}, Dynnikov koordinat fonksiyonunun tersini
vermektedir (Hall, 2009; Yurttas, 2016). Yani, (a, b) € Z*"*\{0} Dynnikov koordinatlarindan «; ve
Bi yaylari izerindeki kesisim sayilarini (dolayisiyla ilgili ¢oklu egriyi) bulan formiiller vermektedir.

Yardimei Teorem (Hall, 2009; Yurttas, 2016): (a, b) € Z>*~*\{0} vektorii verilsin. [ x|, x den
kiiciik olmayan en kiiciik tamsayiy1 gdstermek iizere (a,b) € Z?"~*\{0}, kesisim sayilar1 asagida
verilen bir ve yalniz bir £ € £,, ¢oklu egrisine karsilik gelir.

Bi=2 max [lax|+b¢+XEj=1 b — 2% by (4)

1<ks<

Br;
(—Diap,+ 22 0 bp,y20

i — i B+i 5
“TV(-Diag, + 12[27’ bi 150 ©

Tammm 1: D,,’ de bir F’ tekil yapraklanmasi, D,’ nin yaprak adi verilen birbirinden ayrik yol
baglantili alt kiimelerine bir ayrisimidir 6yle ki, I F’ de bir yaprak olmak {izere, tekil nokta olmayan her
x € D,, noktast U Nl kiimesini R?’de yatay dogrulara tasiyan bir 8:U — R? haritas1 tarafindan
kapsanir.

Baslangici tekil nokta olan yaprak parcalarina ¢atal adi verilir ve tekil noktalar ¢atal sayilarina
gore smiflandirilir. p —catalli tekil nokta civarinda yapraklar lokal olarak Sekil 4 te gosterildigi gibi
davranir ve 1 —gatall1 tekil noktalar sadece isaretlenmis noktalarda olabilir (Fathi ve ark., 1979;
Thurston, 1988; Yurttas, 2016).

= A JL
f

Sekil 4. 1-¢atal, 3-catal, 4-catall1 tekil noktalar civarinda yapraklanmalar
Tanmm 2: D,’ de tim p —catalli tekil noktalar1 ortak olan ve tekil noktalar civarinda
yapraklanmalarin Sekil 5’te gosterildigi gibi oldugu iki tekil yapraklanmaya ¢aprazdir denir.
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Sekil 5. Capraz yapraklanmalar

Ayrica, D,,” de bir a yay1 verilen bir F’ yapraklanmasini ¢apraz olarak kesiyor ve p tekil noktasina
farkl1 bolgelerden girip ¢ikiyorsa a, F’’ye ¢aprazdir denir (Fathi ve ark., 1979; Thurston, 1988; Yurttas,
2016).

Tanmm 3: D,,” de ¢apraz dl¢iim ad1 verilen agsagidaki kosullari saglayan p fonksiyonu ile donatilmis
F tekil yapraklanmasina 6l¢iilii yapraklanma denir ve (F, p) ile gosterilir (Fathi ve ark., 1979; Thurston,
1988; Yurttas, 2016).

e |, her ¢apraz o yayina bir pu(a) € R* pozitif sayisi atar.

® 4 Ve a, ¢apraz yaylari, u¢ noktalar1 ayn1 yapraklar {izerinde olan diger ¢apraz yaylar araciligi
ile birbirine izotop ise p(a;) = p(ay) ’dir.

e a=o0Ua, Vea; Na, = day NIAay ise p(a) = pulay) + play) ’ dir.

Tamm 4: (F, ), D,,” de 6lgiilii bir yapraklanma olsun. o yaymin 6l¢iisii o’ nin tiim sonlu sayida
04, Ay, ..., O capraz alt yaylar icin p(a) = sup Y5, u(a;) olarak tanimlanir. [a], a yaymmn izotopi
smifi ve infimum o’ya izotop olan tiim B yaylari iizerinden alinmak tizere p[a] = inf pu(B) olarak
verilir.

MEF,, D,,’de tanimli 6l¢iilii yapraklanmalar uzay1 olsun (izotopi ve Whitehead esitligi altinda).
k>0 olmak tizere (F, k) yapraklanmasi (F, p) ile ayni yapraklar1 paylasan ve her ¢apraz o yayina ku(a)
oOl¢iisti atayan bir ol¢iilii yapraklanmadir. Projektif ol¢iilii yapraklanmalar uzayr PMF,, her k>0 i¢in
(F,ky) ile (F, p) yapraklanmalarinin ayni denklik sinifinda oldugu boliim uzayidir (Fathi ve ark., 1979;
Thurston, 1988; Yurttas, 2016).

Uyarr: Dynnikov koordinat fonksiyonu dogal bir sekilde ol¢iilii yapraklanmalar uzayina
genellestirilebilir: Olgiilii yapraklanmalar, Tanim 4°de verildigi gibi her a; ve B; yaymna p(o;), u(B;) €
R* sayilar tayin eder ve buradan, p: M'F,, - R?"*~*\{0} birebir ve 6rten fonksiyonu elde edilir.

Coklu egrileri ve ol¢iilii yapraklanmalari koordinatlandirmanin alternatif bir yolu 6l¢iilii train track
grafiklerini kullanmaktir (Bestvina ve Handel, 1995).

Tamm 5: D,, ’ de T 6l¢iilii train track grafigi, koseler ve kenarlardan olusan, her bir kdsesinde
bir ve yalniz bir teget vektori olan ve asagidaki kosullari saglayan 1-boyutlu CW komplekstir.

D, — t timleyeninde her bir bilesen ya kenar sayist bir veya birden daha biiyiikk olan 1
isaretlenmis noktali bir cokgen ya da isaretlenmis nokta igermeyen bir ¢okgendir (Fathi ve ark., 1979;
Thurston, 1988; Yurttas, 2016).

QL AN AN

Sekil 4. Bir isaretlenmis noktali 1—gen, isaretlenmis nokta igermeyen licgen ve dortgen
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T’ nun her bir v kosesindeki teget vektoriiniin yonii sabitlenerek v “ye bitisik bir kenarin yonii ilgili
teget vektoriiniin yoniiyle ayni ise o kose i¢in gelenkenar, aksi takdirde gidenkenar olarak adlandirilir.
Buna gore, t’nun her bir e kenarina negatif olmayan p(e) sayisi (e’nin 0Olgiisii) tayin eden ve her bir
kosede gelen kenarlar iizerindeki 6lgiilerin toplaminin, gidenkenarlar iizerindeki 6lgiilerin toplamina esit
oldugu p ¢apraz olgii fonksiyonu tanimlidir (Sekil 5).

Sekil 5. pu (eq) +p (ez) = p(es) + pes)

Bu makalede mr;—train track grafikleri kullanilmigtir (Sekil 6).

Tamim 6: (4—Train Track Grafigi)

x; (0 <i <n), D,’ nin i—inci isaretlenmis noktasi ile i + 1—inci isaretlenmis noktasi arasindaki
aralik olsun. 7, m;—train track grafigi Sekil 6’ da gosterildigi gibi her x; araliginda en fazla bir kosesi
bulunan ve x; ile x; araliklarindaki koseleri birlestiren bir ve yalniz bir kenar1 olan bir train track

grafigidir. Ayrica, x; araliginda biri diskin {ist yarisindan digeri altindan gelen toplamda iki adet yay
varsa burada kose yoktur (Fathi ve ark., 1979; Thurston, 1988; Yurttas, 2016).

// 7 / \/

/

\/\/\/\//\

-

Sekil 6. D¢’ da bir m;—train track grafigi
Tamm 7: D,;’ de £ ¢oklu egrisi ve T train track grafigi verilsin. T nun Sekil 7°de gosterildigi gibi
N lifli komsulugunu diigiinelim. £ nin homotopi sinifinda N deki her bir life ¢capraz olan bir temsilcisi
varsa L, T tarafindan tasiniyor denir ve £ < 7 olarak gosterilir. £ € £, ¢oklu egrisinin T train track
koordinatlari, her bir girisinin T nun ilgili kenarina paralel egri parcalarinin sayisina esit oldugu bir
vektordiir.  Ornegin, Sekil 7’de resmedilen kirmizi egrinin train track koordinatlari
(u(e),u(er),u(es)u(ey)) =(1,1,1,1) dir (Fathi ve ark., 1979; Thurston, 1988; Yurttas, 2016).
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Sekil 7. T ‘nun lifli komsulugu ve t tarafindan taginan bir egrinin train track koordinatlar
(,Ll ( 81),[1 ( 62),/1 ( 63),/1 ( 84)) = (1'1'1'1) :
Uyart: (F, p) olgili yapraklanmasinin T train track grafigi tarafindan tasinmasi benzer sekilde
tamimlanir ve (F, W) *nun T train track koordinatlar1 (F, p) tarafindan e; train track kenarlarina atanan
u(e;) € R* dlgiilerinden olusan vektordiir.

BULGULAR VE TARTISMA

Pseudo-Anosov Orgiiler icin Topolojik Entropi

Bu boliimde, pseudo-Anosov orgiilerin topolojik entropilerini hesaplamak igin ¢ekici matris olarak
adlandiracagimiz pozitif matrisler tanitilacaktir. Bu matrislerin mutlak degerce en biiyiik olan 6zdegeri
ilgili orgiinlin dilatasyonunu dolayisiyla topolojik entropisini vermektedir. Asagida, pseudo-Anosov
homeomorfizmalarin daha detayli bir tanim1 ve Thurston’in pseudo-Anosov homeomorfizmalar: ile
ilgili ihtiyag duyacagimiz bazi 6nemli teoremleri verilmistir (Fathi ve ark.1979; Thurston, 1988).

Teorem 1 (Nielsen-Thurston): f: D, — D,, homeomorfizmas1 ya sonlu mertebe, ya pseudo —
Anosov ya da indirgenebilir tipten bir homeomorfizmaya izotoptur.

Teorem 1, f pseudo-Anosov tipinden bir homeomorfizmaya izotop ise sonlu mertebeden veya
indirgenebilir tipten bir homeomorfizmaya izotop olamayacagini belirtmektedir.

Indirgenebilir, sonlu mertebeden veya pseudo-Anosov tipinden bir homeomorfizmanin kuvvetleri
de sirasiyla indirgenebilir, sonlu mertebeden veya pseudo-Anosov tipindendir.

f: D, = D, homeomorfizmasi verilsin. Eger bir n > 0 tamsayis1 i¢in f™ = Id (birim fonksiyon)
oluyorsa f~’ ye sonlu mertebedendir denir. Eger verilen bir A = {L;, L,, ... , [} ¢oklu egri ailesi i¢in
f(L;) = L; oluyorsa g’ye indirgenebilirdir denir. Bu makalede, asagida detayli tanim verilen pseudo-
Anosov tipinden homeomorfizmalar ¢alisilmistir.

Tanmm 8: f:D, —» D, homeomorfizmasi i¢in f(F, us) = (F, (1 /Dug) ve f(E,u,) =
(E,, Auy,) olacak sekilde (F;, ug) ve (F,, 1,) capraz olgiilii yapraklanmalart ve 4 > 1 sayist var ise f
pseudo —Anosov tipindendir denir. (F;, us) ve (E,, u,) ikilileri sirasiyla f nin duragan ve duragan
olmayan olgiilii yapraklanmalari, A > 1 sayisi ise f 'nin dilatasyonu olarak adlandirilir (Fathi ve ark.,
1979; Thurston, 1988; Yurttas, 2016).

Her f pseudo-Anosov homeomorfizmasi i¢in lokal olarak y = ug @ u, olarak verilen bir f -
invaryant Ol¢iisti vardir. pu, pozitif sabitlerle ¢arpima gore belirlendiginden ug ® u, (M) = 1 alabiliriz.
Bu durumda detayli ispat1 (Fathi ve ark.1979)’da verilen Teorem 2’yi elde ederiz.

Tamm 9: [a] ve [B] herhangi iki egrinin izotopi sinifi olmak tizere i([a], [8]) geometrik kesigim
sayisi [a] ve [B] nin izotopi siniflarindan alinan iki egrinin minimum kesisim sayisidir (Fathi ve ark.,
1979; Thurston, 1988; Yurttas, 2016).

Teorem 2: f: D,, = D, pseudo-Anosov homeomorfizmasi verilsin.

lim DD _ ) 1a (8] dur 6)

n—oo An
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Ispat. (Fathi ve ark.1979)’ye bakiniz.

Dolayistyla, a’nin verilen bir S egrisi ile olan geometrik kesigim sayis1 f homeomorfizmasi altinda
A™ olarak biiyiir.

Teorem 3, Teorem 2’nin dogrudan bir sonucudur ve herhangi bir a esas egrisinin pseudo-Anosov
tipinden bir homeomorfizma 6telemesi altinda duragan olmayan capraz yapraklanmaya yakinsadigini
soylemektedir (Fathi ve ark.1979).

Teorem 3 (Thurston, 1988): f: D,, = D,, pseudo-Anosov homeomorfizmasi verilsin. [F;, u] ve
[E,, 4] duragan ve duragan olmayan 6l¢iilii yapraklanmalarin projektif siniflarin1 gostersin. Keyfi bir o
esas egrisi igin,

lim f™[a] = [Fu ] ve lim £ ™[] = [F, ) )
saglanir.

Ispat. (Fathi ve ark.1979)’ye bakiniz.

T(D,,) Teichmiiller uzay1 acik bir topolojik toptur ve projektif 6l¢iilii yapraklanmalar uzayi
PMF, foliasyonlarin uzay1 T(D,,)’ nin sinirin1 olusturur T(D,,) nin kapanis1 GSG (D,,)’ nin siirekli olarak
etki ettigi bir kapali toptur ve Brouwer Sabit Nokta Teoremi’ne gore her f homeomorfizmasinin izotopi
smifinin T(D,,) de bir sabit noktasi vardir. f pseudo-Anosov tipinden ise tam olarak iki sabit noktasi
vardir ve bunlar PM'F, uzayinda yer alirlar (Fathi ve ark.1979, Thurston 1988).

Teorem 4: f: D, = D,, pseudo-Anosov homeomorfizmasinin PMF, uzayinda tam olarak iki
sabit noktast vardir ve bunlar [F, us] ve [F,, p, ] simflandir. )

Ispat. f’nin herhangi bir kuvveti bir ¢coklu egriyi sabitleyemez. Oyle olsaydi, f indirgenebilir
olurdu ki bu Teorem 1 geregi miimkiin degildir. f* nin Teichmiiller Uzay1’nin kapaniginda bir sabit
noktasi vardir ve bu sabit nokta PMF, projektif uzaymin bir [F,u] elemanidir. Diger bir deyisle,
f(F,u) = (F, ku), olacak sekilde k > 0 vardir. Buradan, F kompakt yaprak igermeyen (yani iki
singlileriteyi baglayan yaprak) bir yapraklanmadir. Aksi takdirde, f nin asikar olmayan bir kuvveti bir
coklu egriyi sabitlerdi ki bu miimkiin degildir (f indirgenebilir degildir). Ustelik k # 1 dir giinkii k = 1
olsaydi f sonlu mertebeden olurdu. k > 1 oldugunu varsayalim. k <1 durumu benzer sekilde
ispatlanabilir. O zaman, f homeomorfizmasini bir [F,u] yapraklanmasini duragan olmayan 6lgiilii
yapraklanmasi olarak kabul eden bir f' homeomorfizmasina izotop edebiliriz. Teorem 3’ii hem f hem
de f' ne uygularsak.

lim f*[a] = [F,, w,] ve lim (f)*[a] = [F, u] (8)

elde ederiz. f ve f' izotop olduklarindan [F,, u, | =[F, u] bulunur. k < 1 durumu da [F;, us] =[F, u]
oldugunu verir.

Teorem 5: Gonderim siniflart grubu GSG (D,,)’ nin PMF,, uzayindaki etkisi kismi lineerdir ve her
kismi lineer bolgedeki etkisi tamsayi girisleri olan matrislerle temsil edilir.

Ispat. (Penner ve Harer, 1992)’ye bakiniz.

GSG(D,,), Artin’in 6rgii grubuna izomorf oldugundan (Artin, 1925; Artin, 1947) izotopi smiflari
i-inci Artin 6rgii iiretecleri 0,0, * (1< i < n — 1) cinsinden ifade edilir. Burada o;, i-inci isaretlenmis
nokta ile i + 1-inci isaretlenmis noktanin yerini saat yoniiniin tersinde degistiren homeomorfizmanin
izotopi sinifina karsilik gelmektedir (Sekil 8).
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Sekil 8. o; ve bir esas egrinin 0,0, * orgiisii altindaki goriintiisii

i+ 1

Bir izotopi smifinin dolayisiyla D,’de bir Orgliniin topolojik entropisi, sinifindaki
homeomorfizmalarm topolojik entropilerinin minimumuna esittir. Izotopi sinifi pseudo-Anosov tipinden
oldugunda siniftaki her pseudo-Anosov homeomorfizmanin entropisi minimum degerdedir ve log (1)
ya esittir (Fathi ve ark.1979).

Pseudo-Anosov Orgii Aileleri I¢in Topolojik Entropi

Bu boliimde pseudo-Anosov tipinden oOrgiileri igeren sonsuz Orgii ailelerinin her bir iiyesinin
topolojik entropisini hesaplayan Dynnikov matrislere alternatif pozitif matrisler tanitilacaktir.
Uygulanacak yontem daha once (Yurttas, 2016)’da Dynnikov koordinatlariyla ve train-track gegis
matrisleri ile ¢alisilmis olan B, = 0405 ...0y_20,, 11 € By; n > 1 ailesidir. Yontem, Thurston’in bir
onceki boliimde verilen iic temel teoremine dayanmaktadir ve kabaca su sekilde agiklanabilir:
B ailesinin her bir iiyesi pseudo-Anosov tipinden oldugundan (Fathi ve ark., 1979; Thurston, 1988)
Teorem 4 geregi ilgili orglinlin PMF, uzayindaki sabit noktalar1 orgiinlin ¢apraz invaryant ol¢tili
yapraklanmalarinin projektif simiflar1 [F;, ug] ve [F,, u,] dir ve PMF,’deki egriler Teorem 3 geregi
[F,, 4y ] duragan olmayan 6l¢iilii yapraklanmasina yakinsar. Teorem 5’te belirtildigi gibi GSG(D,,)’ nin
PMF, uzayindaki etkisi kismi lineerdir ve lokal olarak tamsayi girigli matrislerle temsil edilir.
Dolayisiyla, PMF, uzayinda [F,, u, ] smifini igeren her bolgede etki eden matrisin A > 1 6zelliginde
bir 6zdegeri olmalidir ve bu 6zdegerine iliskin 6zvektor [F,, i, ] noktasina karsilik gelir. Sonug olarak,
PMEF, uzayinda GSG(D,)’nin etkisi hesaplanir ve A > 1 o6zelliginde 6zdegeri olan bir matrisin
ozvektort ilgili lineer pargada kapsanir ise bulunan 6zvektor [F,, u,, ] noktasina ve A > 1 sayisi 6rgiiniin
dilatasyonuna (dolayistyla topolojik entropisine) karsilik gelir. Daha 6nce Dynnikov koordinatlar ile
gergeklestirilmis bu yontemi, 1, —train track grafiklerine uygulayarak [F,, u, | noktasini igeren ve gekici
lineer bolge olarak adlandirilan bolgelerde etki eden pozitif matrisler tanitilmigtir.

Tamim 10: y € B,, pseudo-Anosov orgiisii verilsin. PMF, uzaymnda (F,, 4,,) duragan olmayan
oOlgiili yapraklanmasinin [F,, u, ] projektif smifin1 igeren lineer bolgeye y orgisiiniin gekici lineer
bolgesi, bu bolgede etki eden matrise y * nin ¢ekici matrisi, (F,, 1) ‘yu tasiyan m,—train track grafigine
¢ekici train track grafigi denir. [E,, i, ] projektif sinifi y i¢in ¢ekici sabit nokta olarak adlandirilir.

Tamm 11: PMF,, uzayinda y € B,, pseudo-Anosov orgiisiine iliskin ¢ekici train track grafigi t
‘nun her bir e dali i¢in p(e) < 1 esitsizligini saglayan basit kapali egriye T’ nun taban egrisi denir. t
’ya iligkin taban egrilerinin gerdigi uzay SP(t) olarak gosterilir.

Teorem 6°da goriilecegi gibi B, = 0,05 ... 0,_,052; Orgii ailesinin her bir iiyesi i¢in ¢ekici train
track grafigine iliskin SP(t) uzay1 ¢ekici lineer bolgeye esittir. Dolayisiyla, taban egrilerin goriintiileri
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taban egrilerinin belirli lineer bilesimleri olup, ¢ekici matrislerin girisleri bu lineer bilesimlerdeki
katsayilara karsilik gelmektedir.

Bir orgii ailesinin her bir liyesinin topolojik entropisini hesaplamak i¢in kullanilan yaklasim ailede
yeteri kadar Orgiiniin train track grafigini hesaplayarak genel bir Oriintii elde etmek ve boylece iddia
edilen Oriintiiniin gergekten de ailedeki her bir 6rgii i¢in saglandigini ispatlamaktir. Buradaki yaklasim
da benzerdir. Daha agik olarak, [E,, i, ], B’ nin PME, lizerindeki etkisine karsilik gelen ¢ekici sabit
nokta oldugundan niimerik olarak koordinatlarin1 bulmak kolaydir. Bunun i¢in Dynn.exe programi
(Hall, http://www.maths.liv.ac.uk/~tobyhall/software/) kullanilmistir.

SONUC

Teorem 6: n >3 olsun. B, = 0,0, ..0,_,0,%; Orgisii pseudo-Anosov tipindendir ve
dilatasyonu

fa(@) =x"—2x""1—2x+1 9)

polinomunun (1, o) araligindaki bir ve yalniz bir kokiine esittir.

Ispat. Oncelikle f,,(1) = —2 oldugundan f,,° nin bir A>1 kokii vardir. Bu kokiin B, =
0103 ...0n_,0q52, icin dilatasyona karsilik geldigini gosterecegiz. B, = 0,0,03' € B,, orgiisii ile
baglayalim. Dynn.exe programi (Hall, http://www.maths.liv.ac.uk/~tobyhall/software/) kullanilarak
[E,, 4y, ] duragan olmayan 6l¢iilii yapraklanmasini tagiyan 7;—train track grafigi Sekil 9°da verilmistir.

O

Sekil 9. B,, = 0,0,03" orgiisii igin cekici train track grafigi
Tanim 10 geregi T i¢in dogal taban egrileri

p(vy) = (1,1,0,1) p(vy) =(0,1;1,1)
p(v3) =(0,1;0,1) p(v,) = (0,1;0,0)
koordinatlar1 ile verilir. Bu egrilerin B, = 6,0,03 " altindaki gériintiileri
p(v'1) = (0, 3;-1,-2) p(v'5) = (1,-2;-1,2)
p(v'3) =(0,-3;-2,-2) p(v'y) = (0,-2;-1,-1)

olarak bulunur. Sekil 10’da goriildigii lizere v4, v,, v3, v, egrilerinin goriintiileri de T tarafindan
tasindigindan B, = 0,0,03" igin gekici lineer bolge SP(t) uzayinm kendisidir. Bu uzayda etki eden
cekici matrisi hesaplamak i¢in taban elemanlar1 ve goriintiileri kiyaslanarak
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Sekil 10. B,, = 0,0,031 6rgiisii i¢in dogal taban egrileri
vVi=v,4+v3+ 1,
vy =+ v,
vy =20, + 1,
Uy =V, + U,
olarak elde edilir. Dolayisiyla B, = 6,0,03 i¢in cekici matris

0 1 1 1
1 1 0 O
0 2 0 1
01 0 1
olarak bulunur. Bu matrisin f(x) = x* — 2x3 — 2x + 1 karakteristik polinomunun 1°den biiyiik
bir koki
A = 2,296 olarak bulunur. Bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektér v* =~ (—0.59, 0.45; 0.55,0.35)
yine t

tarafindan tasindigindan (F,, u,) duragan olmayan Ol¢iilii yapraklanmasinin train track
koordinatlaridir. Yukaridaki yaklasim n > 4 igin tekrarlanarak [F,,u,] duragan olmayan Ol¢iilii
yapraklanmasinin tagindig1 train track grafiginin taban egrilerinin goriintiilerinin yine ayni train track
grafigi tarafindan tasindig1 elde edilmistir. Daha acik olarak, B, = 0,0, ...0,_,0,2, ailesinin yeteri
kadar tiyesi i¢in yapilan testlerde gekici lineer bolgenin SP(t) uzayr oldugu ve vy, v,,...,v, taban
egrilerinin goriintiilerinin
Uy +Vpq+ Vo J=1
Viog+tVUpy 25j<n-—2
2Vp_o + Vp; j=n-—-1

Un—2 + Up; j=n

kuralina uydugu gozlemlenmistir. Yukaridaki kural ile belirlenen matrisin karakteristik polinomu
fu(x) = x™ — 2x™1 — 2x + 1 bigimindedir. Gergekten de, k = n — 2 igin ¢ekici matrisin karakteristik
polinomunun f,_;(x) = x™ ! — 2x"2 — 2x + 1 oldugunu kabul edelim. O zaman gerekli satir ve
siitiin elemanter islemleri altinda g(x) = x* — 3x3 + 2x?

v_j=

_m O

1 1

10

2 0
0 1 0
alt matrisinin karakteristik polinomu olmak iizere f;,(x) = f,—1(x) — x™ *g(x) olarak elde edilir. Bu
ise, f,(x) = x™ — 2x™"1 — 2x + 1 demektir.

2288



Saadet Oykii YURTTAS ve Arife ATAY 11(3): 2278-2289, 2021
Pseudo-Anosov Orgiilerin Topolojik Entropisi ve Cekici Matrisler

SONUC

Yukaridaki yaklasim, (F,, u,,) duragan olmayan 6l¢iilii yapraklanmasini tagiyan ¢ekici train track
grafigi T ‘ya iligkin SP(t) uzaymin gekici lineer bolgeye esit oldugu tiim pseudo-Anosov orgiiler i¢in
gecerlidir. Ayrica, Perron-Frobenius Teoremi geregi elde edilen pozitif matrisler sadece topolojik
entropi hesabi i¢in degil, sembolik dinamik sistem olusturarak ilgili 6rgiiniin sabit nokta sayisi, periyodik
yoriingelerinin hesab1 gibi diger dinamiksel 6zelliklerinin elde edilmesi i¢in de kullanilabilir.
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