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Oz: Bu ¢alismada salgim hastaliklarin yayilmasi konusunda literatiirde mevcut olan diger SIS
matematiksel salgin modellerinden farkli olarak, bireylere gére degisen latent periyodunun
hastaligin yayilmasma iliskin siirecteki etkisi dikkate alinarak lineer olmayan dagiliml
gecikmeli bir integro-diferensiyel denklem sistemi yardimiyla matematiksel bir model
sunulmugtur. Lineer olmayan bu sistemin hastaliktan bagimsiz ve hastalikla iligkili denge
noktalar1 elde edilerek, modele iliskin ikincil enfeksiyon sayist (temel ¢ogalma sayisi)
bulunmustur. Ardindan salginin seyrinde kritik bir parametre olan ikincil enfeksiyon sayisinin
1°den kii¢iik olup olmayisina goére denge noktalarmin ve dolayisiyla sistemin kararliligina
dair baz1 sonuglar elde edilmistir.

Some Results Related to Stabilities of an SIS Epidemic Model with Distributed Time Delay
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Abstract: In this study, as differently from other SIS mathematical epidemic models which
there exist in the literature on the spread of epidemic diseases, a mathematical epidemic
model has been presented by means of the system of nonlinear distributed delay integro-
differential equations, taking into account that the effect of latent period which varies
according to individuals on the spread of the disease. The disease-free and endemic
equilibrium points of this nonlinear system have been obtained, also the number of secondary
infections (basic reproduction number) related to the model has been found. Then some
results about the stability of the equilibrium points and so the stability of the system have
been obtained according to whether the number of secondary infections, which is a crucial
parameter on the spread of diseases, is less than 1 or not.

1. GIRIS

Tarih boyunca salgin hastaliklarin insanligin yasami

davranis  dinamiklerinin incelenmesi ve kararlilik
analizlerinin yapilmasi agisindan etkin rol oynamaktadir.
Bagka bir deyisle, epidemiyolojide etkin bir sekilde
kullanilan ~ matematiksel =~ modelleme,  hastaligin

iizerinde biiyiik etkilerinin oldugu agik ve aci bir
gercektir.  Diinya  niifusunun, kentlesmenin  ve
sanayilesmenin artmasinin da bir sonucu olarak, insanlik
i¢in dogal tehditler arasinda yer alan salgin hastaliklarla
miicadele her alanda devam etmektedir. Salgina sebep
olan hastaligin yayilmasimi dnlemek ve bdylece salgini

kontrol altina almak ic¢in salgin dinamiklerinin
incelenmesi olduk¢ca Onemlidir. Salgin hastaliklar
inceleyen bir bilim dali olan epidemiyolojide

matematiksel modelleme teknigi, hastaligin seyrinin

yayilmasini etkileyen dinamiklerin, model kurma ve
modeli analiz etme ile anlasilmasint ve agiklanmasini
saglayarak hastaligin yayilmasmin kontrolii ig¢in bazi
sonuglar 6nerebilmektedir.

Bir salgin hastaligin yayilmasi matematiksel modelleme
ile izah edilirken, bir bélgedeki niifus genellikle farkl
kompartimanlara ayrilir. Bu sekilde kompartimanlar
arasindaki iligkileri (gecisleri) formiile eden modeller,
literatiirde “kompartmantal modeller” olarak bilinir.
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Literatiirde, salgin bir hastaligin bir popiilasyonda
yayilmasini inceleyen pek cok kompartmantal model
¢esitli formlarda olusturulmustur.

Kermack ve McKendrick [1] 1927 yilinda yaptiklari
calisma ile matematiksel epidemiyolojide yaygin olarak
kullanllan  kompartmantal ~matematiksel —modellere
onciiliik etmislerdir. Kermack ve McKendrick tarafindan
onerilen modelde, bulasict bir hastaliga maruz kalan
popiilasyon ii¢ gruba ayrilmistir. Birinci grubu, hastaliga
heniiz yakalanmamis, ancak hastalia karsi bagisiklig
olmadig1 i¢in hastaliga yakalanma ihtimali mevcut olan
bu nedenle hastaliga karsi1 duyarl bireyler (Susceptible
Individual) olusturmaktadir. Ikinci grupta ise hastalik
yapict patojene maruz kalarak enfekte olmus, hastalik
yapict patojeni tasiyan ve hastaligi duyarli bireylere
bulastirabilen bulastirict bireyler (Infectious Individual)
yer almaktadir. Uciincii grup ise iyilesmis ve hastaliga
kars1 bagisiklik  kazanmig bireylerden (Removed
Individual) olusmaktadir. Modelde yer alan gruplarin ilk
harflerinden hareketle popiilasyonun ii¢ temel sinifa
ayrildigt  bu  model  “SIR  Model”  olarak
adlandirilmaktadir.

SIR modelin literatiire kazandirilmasinin ardindan,
birgok yazar bu modeli daha da ileriye tasimak igin
gercege yakin yaklagimlarla pek ¢ok ayrintryr barindiran
cesitli modeller iizerinde c¢aligmistir. Kompartmantal
modellerde diisiiniilen ¢esitli detaylar, salginlardaki daha
karmagik olgulari daha dogru bir sekilde agiklamak ve
boylece daha gergekgi yaklagimlar elde etmek igin
diigiiniilmektedir.

Kermack ve McKendrick tarafindan oOnerilen SIR
modelde tgiincli kompartiman olan R sinifi, hastaliga
kars1 bagisiklik kazanarak iyilesen, tekrar enfekte olma
olasiligt olmayan veya enfeksiyonu yayma olasiligi
olmayan bireylerden olugmaktadir. Ancak bilindigi gibi
bazi1 salginlarda, zamanla veya uygulanan tedaviler
neticesinde bireyler iyilesmesine ragmen bagisiklik
olusmaz ve iyilesen bireyler patojene tekrar maruz
kalmast halinde enfekte duruma gecebilir. Boylece
iyilesmis bireylerin hastaliga karsi duyarliligit devam
eder. Bu durumdaki bireyler enfeksiyon sonrasinda
tekrar duyarlilar (Susceptibles) sinifina dahil olurlar. Bu
sekilde bir dongiiyli aciklamak {izere kullanilan
kompartmantal model SIS (Susceptible-Infectious-
Susceptible) tipi modeldir.

SIS kompartmantal modellerine iligkin farkli igerik ve
niteliklerde bazi g¢aligmalara [2-13] referans numarali
kaynaklarindan ulasilabilir.

Mevsimsel grip (influenza), menenjit, veba, verem
(tliberkiiloz), sitma, uyku hastaligi, cinsel yolla bulasan
bel soguklugu ve frengi gibi hastaliklarin SIS tipi
modelleme ile kompartimanlar aras1 gecisleri tasavvur
edilerek, modele ait gecis diyagrami diferensiyel
denklem sistemi ile ifade edilir ve hastaliklarin bir
popiilasyondaki seyrinin matematiksel bir modeli
olusturulabilir.
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SIS model ile SIR modeli birbirinden ayiran en 6nemli
fark, SIR modelin olusturulmasinda bireyin hastalik
bitiminde kalic1 olarak bagisiklik kazandig1 varsayimidir.
SIS modelde ise bireylerde bagisiklik kazanma durumu
$6z konusu degildir.

2. MATERYAL VE METOT

t bagimsiz zaman degiskeni, N(t) t anindaki toplam
niifusu, S(t) popiilasyondaki duyarl bireylerin sayis1 ve
I(t) hasta bireylerin sayisi olmak iizere, her t aninda
N(@) =S@) +I1(t) esitliginin saglandigi,
popiilasyonun digariddan goc¢ almadigi, disariya gog
vermedigi, dogum ve 6liim ile popiilasyona girisin ve
popiilasyondan ayrilisin yaganmadigi, dogustan gelen bir
bagisikligin olmadigi, ayrica; yas, cinsiyet, meslek vb.
gibi faktorlerin hastaliga yakalanmada etkili olmadigi,
popiilasyonun homojen ve popiilasyondaki her bir hasta
bireyin hastaligi bulastirma olasiliginin esit oldugu
kabulleri altinda en basit haliyle bir SIS matematiksel
epidemik model,

dfi_(:) = —BS(OI() +yI(t)

di(t) @
R OG0

seklindeki bir diferensiyel denklem sistemi ile ifade
edilmektedir.

Modelde  enfeksiyon  tastyanlarin  (enfektiflerin)
karantinada tutulmadigi ve diger bireylerle normal
etkilesimde olduklar1 varsayilmaktadir. Bu nedenle
enfekte bireylerin hastaliga duyarli bireylerle etkin
temast sonucunda, duyarli bireyler hastalik etkenine
(patojene) maruz kalarak belirli oranda I sinifina
gecerler. Modeldeki 8 enfeksiyonu bulastirma oranini
(etkin temas oranini) ve y hastalarin iyilesme oranim
gostermektedir.

t zaman parametresinin degisimine gore salginin zaman
icerisindeki  kompartimanlar  bazindaki  degisimini
aciklayan bu tip epidemik modeller genel olarak lineer
olmayan (non-lineer) denklem sistemleri ile olusturulur.

Bu calisma t zaman parametresine bagli olan S ve [
seklinde bilinmeyen iki fonksiyondan olusan diferensiyel
denklem sistemi ile ilgilendiginden, asagida verilen
tanim ve teoremler, daha genel halleriyle verilen
karmagsik  formlarindan  siiziilerek, basitlestirilmis
sekliyle 6zel olarak R? icin verilmistir.

x ve y bilinmeyen, f ve g bilinen fonksiyonlar olmak
uzere

dx

—=f(xy)

dt (2)
% =g(x,y)

seklindeki birinci mertebeden otonom bir diferensiyel
denklem sistemi verilsin. Burada f(x,y) (g(x,y)) ile
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flx(@®),y()) (gx(t),y(t)) kastedilmektedir. x ve y
sabit fonksiyonlar olmak tizere f(x,y) = 0 ve g(X,y) =
0 esitliklerini saglayan (X, ¥) noktasi (2) sistemi i¢in bir
denge noktasidir.

f ve g fonksiyonlar1 (X,y) noktasini igeren agik bir
kiimede ikinci mertebeden kismi tiirevlere sahip,
u=x—Xxvev=y-—yolsun. Bu durumda f,(x,y) =
f (x,y)
dx
denge noktasi civarindaki Taylor serisi agilimi,

olmak {izere f ve g fonksiyonlarmin (%,¥)

du o o o __u?
E = f(x;_'V) + fx(X,_'V)u +fy(X,37)17 + fxx(x:y)7
.UZ
+fxy(f'3_’)uv + fyy(ii)? + -
dv o o o o u?
E = g(x.Y) + gx(x:y)u + gy(X.}’)V + gxx(xvy)7

vz
+ 9y B TIUV + Gyy (£,7) -+ -+

fey)  f06y)

9, y)  gy,(x,y)
olmak ftizere (2) sisteminin (%,y) denge noktasi
civarindaki lineerlestirilmis formu

seklindedir. Z = (u,v)T ve | =

az
= = ®)
dt jz

ile ifade edilir. ] matrisinin karakteristik denklemi
22 —Tr() +det(J) =0

olmak tizere (3) lineer sisteminin ¢ozimlerinin denge
noktasina yaklagmasi i¢in gerek ve yeter sart Oz
degerlerin negatif reel kisimlara sahip olmasidir. Oz
degerlerin negatif reel kisimlara sahip olmasi igin gerek
ve yeter sart ise Tr(J) < 0 ve det(J) > 0 olmasidir,
[14].

Lineer olmayan bir sistemin denge noktalarinin
kararliligi, sistemin denge noktasi  civarindaki
lineerlestirilmis formu tizerinden degerlendirilebilir.

Teorem 1: (2) sisteminin (x,y) denge noktasinin lokal
asimptotik kararli olmasi igin gerek ve yeter sart, J denge
noktasindaki Jakobiyen matrisi olmak tizere Tr(J) < 0
ve det(J) > 0 olmasidir. Ayrica Tr(J) > 0 ve det(J) <
0 olmasi durumunda denge noktasi kararsizdir, [14].

Sistemin global kararliligini arastirmak zorlayici olsa da;
sistem i¢in uygun Lyapunov fonksiyonu bulma yontemi
ve uygun fonksiyonun olusturulmasinin ardindan
Krasovskii-LaSalle  Prensibi  en ¢ok  kullanilan
tekniklerdendir. Asagida Lyapunov fonksiyonunun
tanimi1 ve bu tanim i¢in gerekli 6n tanim verilmistir.

flerleyen kisimlarda (0,0) ile denge noktasi temsil
edilmektedir. Zira (0,0) ‘dan (orijinden) farkli herhangi
bir (x,¥) denge noktasi, uygun degisken degisimleri ile
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(0,0) noktasina kaydirilabilir. Gergekten de (X,y) #
(0,0) igin (x4, y,) = (x — X,y — ¥) olmak lizere

(xlr’ylr) = (f(XJY):g(X,y))
= (f(xl +5y1+3),9( + %y, + 3_’))

= (f*(xp y1), 9" (xq, )’1))

alinirsa
dx 1

T (L y)

dy N
d_tl =g"(x1,y1)

sistemi i¢in (0,0) bir denge noktasidir ve bu sistem (2)
sistemine denktir. Dolayistyla, genelligi
bozmayacagindan (0,0) igin verilecek sonuglarin
herhangi bir denge noktasi i¢in de gegerli olacagina
dikkat edilmelidir.

Tamm 1: L(x,y) fonksiyonu (0,0) noktasini igeren bir
U bolgesinde birinci mertebeden kismi tiirevlenebilen bir
fonksiyon olsun. Eger L(0,0) = 0 ve U bdlgesinde (0,0)
disindaki her (x, y) i¢in;

i) L(0,0) > 0 ise, L fonksiyonu U bdlgesinde pozitif
tanimlidir,

ii) L(0,0) =0 ise, L fonksiyonu U bolgesinde yari
pozitif tanimlidir,

iii) L(0,0) < 0 ise, L fonksiyonu U bolgesinde negatif
tanimlidir,

iv) L(0,0) <0 ise, L fonksiyonu U bolgesinde yar1
negatif tanimlidir denir, [14].

Tammm 2: (0,0) noktasi (2) sisteminin denge noktasi
olmak tizere, (0,0) noktasini i¢eren bir U bolgesinde her
(x,y) i¢in L fonksiyonu pozitif tamimli ve L' tiirev
fonksiyonu yar1 negatif tammh ise L fonksiyonuna (2)
sistemi i¢in bir Lyapunov fonksiyonudur denir, [14].

Literatiirde  Lyapunov’un Direkt Metodu veya
Lyapunov’'un Kararlilik Teoremi olarak bilinen
asagidaki kabul ve bu kabulin sonucunda verilen
hiikiim, (2) sisteminin (&,y) denge noktasimin global
asimptotik kararliligin arastirmada kullanilan
Krasovskii-LaSalle Prensibi i¢in gerekli bir metottur.

Teorem 2: (0,0) noktasi (2) sisteminin denge noktasi
olmak iizere, (0,0) noktasim igeren R? ‘nin acik bir U alt
kiimesi verilsin. L:U » R pozitif tanimli ve C?
sinifindan  bir fonksiyon olsun. Yani L(0,0) =0 ve
(x,y) = (0,0) olan her (x,y) igin L(x,y) > 0 saglansin.
Bu durumda,

i) Eger her (x,y) eU\{(0,0)} i¢in L'(x,y) < 0 ise, (0,0)
denge noktasi kararlidir,

ii) Eger her (x,y) eU\{(0,0)} i¢in L' (x,y) < 0 ise, (0,0)
denge noktas1 asimptotik kararhdir,

iii) Eger her (x,y)eU\{(0,0)} i¢in L'(x,y) > 0 ise,
(0,0) denge noktasi kararsizdir, [14].
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Sistemlerin global asimptotik kararliligina iligskin sonug
veren asagidaki teorem, Krasovskii-LaSalle Prensibini,
dzelde, R? “nin acik bir U alt kiimesi iizerinde tamml bir
L: U - R fonksiyonu i¢in ifade eder.

Teorem 3: (0,0) noktast (2) sisteminin denge noktasi
olmak iizere, (0,0) noktasini igeren R? ‘nin agik bir U alt
kiimesi verilsin. L:U — R fonksiyonu igin; L(0,0) =
L'(0,0) =0, (x,y)#(0,0) olan her (x,y) igin
L(x,y) > 0 (L fonksiyonu pozitif tanimli), L'(x,y) < 0
(L' tiirev fonksiyonu yar1 negatif tanimli) ve ||(x, y)|| =
oo iken L(x,y) — oo kosullarim saglayan LeC*(U) reel
degerli fonksiyonu mevcut olsun. V kiimesi de
{(x,y):L'(x,y) = 0} kiimesinde tamamen igerilen
¢Oziim egrilerinin birlesimi olsun. Bu durumda V
herhangi bir ¢6ziim egrisinin yigilma noktasini ihtiva
eder. Ozel olarak, V kiimesi ¢t > 0 igin (x(t),y(t)) =
(0,0) haricinde herhangi bir ¢6ziim egrisi igermiyorsa,
(0,0) noktasi global asimptotik kararlidir, [15].

Tamm 3: (2) sistemi i¢in (x(0),y(0)) € V olmast, her
t > 0ig¢in (x(t), y(t)) € V olmasini gerektirecek sekilde
bir V kiimesi mevcut ise, V kiimesine (2) sistemi igin
pozitif invaryant kiime denir.

Ayrica calismanin detaylarinda kullanilan, literatiirde
“Standard Comparison Theorem” olarak bilinen
teoremin ve “Next Generation Matrix Method” olarak
bilinen yontemin detaylarina sirasiyla [16], [17] ve [18]
numarali kaynaklardan ulasilabilir.

3. BULGULAR

Bu c¢alismada, klasik SIS tipi modellerin farkli bir
genellestirmesi  olarak S kompartimanindan [
kompartimanina gecislerin dagilimli zaman gecikmeli
oldugu diisiincesiyle ¢alisilmistir.

(1) ile verilen modelin terim ve parametrelerine ek
olarak bu modelde, b dogum ya da ige gog¢ ile
popiilasyona yeni katilan birey sayisini, u S ve [
kompartimanlarindaki dogal 6lim oranini ve § hastaliga
bagli 6liim oranini gostermektedir. Hastalanmis bir birey
iyilestikten sonra bagisiklik kazanmadigi igin tekrar
hastaliga duyarli sinifa gegecektir. I sinifindan S sinifina
olan bu gegis y ile temsil edilmektedir.

Popiilasyona yeni katilan bireylerin tiimiiniin hastaliga

karst duyarli olduklart varsayimi ile, modelde
popiilasyona tim  girislerin S smifina  oldugu
distniilmustiir.

Hastaliklarin  dogasinda, enfeksiyon yapict etkenin
(enfeksiyon ajani1 veya patojenin) duyarli kisiye tesir
etmesi ile kisinin bulastiric1 (infectious) olmasina kadar
gegen bir siire vardir. Bu siire latent periyodu olarak
adlandirilir ve bulasic1 hastaliklar i¢in bu siire genelde
sonlu bir siiredir. Bu siirenin tamamlanmasi1 durumunda
ancak hasta bir birey duyarli bir bireyle etkin temasi
sonucunda hastalig1 bulastirabilir. Bu siire bireyin
hastaliga kars1 gosterdigi dirence gore, bireyden bireye
degisiklik gosterebilir. Bu ¢alismanin temelini olusturan
asagidaki modelde kullanilan ve Dbireylere gore
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degiskenlik gosteren hastalik yayabilme potansiyeline
ulagsma diyebilecegimiz bu latent siirecinin dogurdugu
gecikme siirelerinin ifade edilisi [0,1] araliginda degerler
alan siirekli bir f ¢ekirdek (kernel) fonksiyonu yardimi
ile saglanmaktadir. 0 < h < oo olmak {izere, h
maksimum latent periyodunu ve 0 < 7 < h olmak iizere,
T her bir bireyin latent periyodunu gostermektedir.
f:10, h] - [0,1] olmak iizere f(t) latent periyodu  olan
bireylerin yogunlugunu, f(7)I(t —7)e™ #* ifadesi, t —
aninda hastalik yapici etkene maruz kalmig, latent
periyodu T kadar olan ve halen hayatta olan bireylerin
sayisini; ve frhzof('[)l(t — 1) e #'dr ifadesi ise t
aninda bulastiric1 6zelligi olan toplam birey sayisini
gostermektedir. Boylece BS(t) fTh= J @It —T1) e ¥dr
ifadesi de latent periyodunu tamamlamis hasta bireylerin
duyarli bireylerle etkili bir temast sonucunda, duyarli

bireyler arasindan enfeksiyon ajanina maruz kalarak [
smifina giren bireylerin gegisini yansitan terimdir.

Bu parametreler ve ifadeler 1siginda, bireylere gore
degisen latent periyodunun hastaligin yayilmasinda bir
gecikme terimi olusturdugu ve bu latent periyodunun
hastaligin yayilmasina iligkin siiregte etkili oldugu
varsayilarak olusturulan bu modelin formiilasyonu
asagidaki gibidir.

—_

(4

8BS0 [ FOIE — 1) e Fedn
+yI(t) — uS(t) L e 0.0
% =ps() f:zof(r)l(t — 1) e Mt
—(y+u+8)I) _
S() =iy (6)
t € [-1,0]
1(t) = ip(t) B

Burada i = (i;,i,) baslangi¢ fonksiyonunu temsil
2
etmekte olup i € C <[—r, 0], [O,Z] ) dir. x = (x1,x,) =

(5,I) olmak iizere (4)
arastirilmast

sisteminin  ¢6zimiiniin

x'(t)=g&xbH, t=0
—-1<t<0

xo(t) = i(t),

baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiiniin aragtirtlmasina

2
denktir. Burada 2 c C ([—r, 0], [O,Z] ) olmak iizere,
a-o2]
. - |
g I

xf(s) =x(t+s)

x€C ([—T, ), [0,%]2>

ve
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dir. Ayrica g = (g,, g,) olmak iizere g fonksiyonu ise
h
900 =b =1, [ f@x, (-0 e dr
=0

+yx2(0) — ux;(0)

ve

h
92(x) = By (0) f | f@xa(-r) e

—(r +u+8)x2(0)
seklinde tanimlidir.
Bu calismada C([—7, 0], R?) kiimesinin
llell = sup{|6, (D] + [0,(O)]: —7 < t < 0}

normu ile birlikte bir Banach uzay1 oldugu gercegi de
g0z Oniine alinmaktadir.

Teorem 4: Her t € [—1,0] igin (4) sisteminin bir tek
¢6ziimii vardir.

Ispat: Yukarida tamimlanan g fonksiyonunun £2’nin her
kompakt ¥ alt kiimesinde Lipschitz esitsizligini
sagladigimi gostermek ispat icin yeterlidir. Her x,y € ¥
igin

lg(x) = gl

lg1(x) — g1 + g2(x) — g. (V)]

h
£(0) f F)y,(—1) e edr
=0
h
—p,(0) f £, (=1) e~ FTde
=0
+yx,(0) — yy,(0)] + |y, (0) — px; (0]
h
Bx1(0) f F(O)x,(=1) e~ FTde
n v=0
O f F(D)yy(—1) e~ Fde
=0
+ @+ u+8)x,(0) — (¥ + u+ 8)y,(0)]

h
< Bly: (0)] f @0 = x (-0 e~ Hde

+B1y:(0) — x,(0)]

h
j f@x,(—1) e #dt
=0

+@ +wllx —yll

+B1x,(0)]

h
[ 1@ -yl #ar
7=0
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h
+81x1(0) — v, (0)] f | f@ya(-r) e

+ +u+0)lx—yll

< (B[ f@ e wdr + 2y + w) + ) llx =

elde edilir. Boylece
4Bb ("
w > 7] f@e *Mdr+2(y+uw)+46
=0

olmak tizere her x,y € W i¢in

lg(x) =gl < wilx =yl

saglanir. Sonu¢ olarak g 2 ‘nin her kompakt ¥ alt
kiimesinde Lipschitz esitsizligini sagladigindan (4)
sisteminin bir tek ¢éziimiiniin mevcut oldugu sonucuna
ulagilir. ]

Modelde zamana bagli niifusu temsil ettiklerinden dolay1
dogal olarak S ve [ fonksiyonlarinin siirekli olduklar
varsayilmaktadir.

Modeli olusturan S ve I kompartimanlari arasindaki
gecisleri gosteren diyagram Sekil 1°deki gibidir.

BS(6) |r Flri(e— 1)~ *=dr

“0

—_———*
O U
¥

Sekil 1. Model Akig Diyagrami

Bireylerin toplam sayist toplam popiilasyona esit
oldugundan

N(@) =S+ I(t)

ve

dN(t) _ ds(t) + di(t) 20

dt dt dt

oldugundan, toplam popiilasyonun zamana bagl olarak
degismektedir.

(4) sisteminin analizi ig¢in matematiksel olarak
calismaya yetecek kadariyla sinirlandirilmis biyolojik
bolge asagida ispatina da yer verilerek elde edilmistir.
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Teorem 5:
V= {s € €([0,2),R,),I € C([-h,»),R,) ve S(t) +

I(t) < Z} kiimesi, (4) sistemi igin pozitif invaryant

bolgedir.
Ispat: N toplam popiilasyonu gostermek iizere,

dN(6) _dS(e)  dI(©)
dt  dt + dt

=b+yl(t) —uS@t) — (y +p+6)I1(t)

=b— uN(t) — 8I(t)

< b—uN() ®)
elde edilir. Boylece

dN(t)
dt

+uN() <b

esitsizliginden hareketle

dN(t)
dt

+uN() = b (6)

denklemi g6z oniine alinirsa, (6) diferensiyel denklemini
tam diferensiyel denklem yapacak sekildeki &
fonksiyonu

E(0) = elHet = ekt

olup, (6) denkleminin her iki yanm e*! integral garpani
ile ¢arpildiginda

(uN — b) ett dt + gf dN =0
P(N,t) Q(N,t)

ve buradan

e AN
t

+ e*uN(t) = etth

denklemi elde edilir. Bu denklemin sol tarafi bagimh
degisken (N(t)) ile integral ¢arpaninin (e#!) ¢arpiminin
bagimsiz degiskene (t) gore tiirevidir. Boylece

i(N(t)e”t ) = etth
dt

denklemi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin t‘ye
gore integrali alinirsa,

N(t)ett = je’“b dt

1
=—e*h+c
U

ve buradan
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1 b
N(t) =e ™M —elth +ce ™ = —4 ce ™™
n I

¢cOziimiine ulasilir. Son esitlikte ¢ = 0 baslangic degeri
igin

b
NO)=—+¢
U
ve buradan c degeri elde edilip ¢oziimde yerine yazilirsa

N(@) = (N(O) - Z) e Mt +§

b
= N(0)e H + ;(1 — e HY)

elde edilir. Boylece (6) diferensiyel denkleminin
¢oziimii elde edilir. “Standard Comparison Theorem”
geregince bu ¢oziim (5) esitsizliginin maksimal ¢oziimil
olup

N(t) < N(0)e Mt + % (1— eht) ©)

yazilir. Boylece N(0) < E iken gerekli diizenlemelerden
sonra her t =0 icin N(t) S% oldugu goriliir.

Dolayisiyla V' bolgesi  (4)

invaryanttir.

sistemi  ig¢in  pozitif
Ayrica (7) ‘de t > o igin limsup;. N(t) SZ olur.
Boylece (4) sisteminin tim ¢oziimleri V bdolgesinde

diizgiin siirhdir. ]

(4) sistemi, hastaliktan bagimsiz  (disease-free
equilibrium) ve hastalikla iligkili (endemic equilibrium)

olmak iizere iki denge noktasina sahiptir. Denge
as(t) di(t) . ..
noktalart ek 0 ve el 0  esitliklerini

saglayacagindan; €, = (S, I%), (4) sisteminin hastaliktan
bagimsiz denge noktasini gostermek iizere,

h
BS*I*

=

f@Oe *dr—(y+u+d)I"
0

h
= (,BS*I f@e *dt—(y +u +6)>
=0
=0 (8)

denkleminden, I*=0 veya BS* frhzof(r) e Hidr =
(y + u + 6) elde edilir.

I* = 0 ise, (4) sisteminin ilk denkleminden
h
b —,BS*I*f f@e #dt +ylI"—puS* =0
=0

ve
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b—uS*=0

olup, hastaliktan bagimsiz denge noktasi,
b
& = (S*’I*) = (_l())
u

olarak elde edilir.

Matematiksel  epidemiyolojide  etkin  kullanilan
kompartmantal — modelleme  tekniginde, = modelin
olusturulmasindan ve hastaliktan bagimsiz  denge
noktasinin tespitinden sonra, 6nemli diger bir adim ise
temel cogalma orami veya ikincil enfeksiyon sayisi

olarak isimlendirilen $, degerinin tespit edilmesidir.

Temel ¢ogalma orami hasta bir bireyin duyarli bir
popiilasyonda iiretebilecegi yeni (ikincil) vakalarin
ortalama sayisidir. Bir bagka ifadeyle %, , latent
periyodunu tamamlamig bir enfekte bireyin hastaliga
karst duyarli popiilasyon igerisinde dogrudan sebep
oldugu yeni enfeksiyonlarin ortalama sayisini ve
dolayisiyla  popiilasyonda  hastaligin  yayilabilme
potansiyelini temsil eder. Salginin seyriyle ilgili yorum
yapabilmeye olanak sagladigindan, bir popiilasyonda
belirli bir hastalik i¢in olusturulan salgin modeline
iliskin 97, degerinin bilinmesi olduk¢a 6nemlidir.

Matematiksel  epidemiyolojide, salgimi  olusturan
hastaligin popiilasyon igerisideki seyri, temel ¢ogalma
oraninin 1 ’den biiylik olup olmamasi ile dogrudan
iligkilidir.

9y < 1 olmas1 durumunda salgin hizinda bir azalis s6z
konusu olur, hastalik popiilasyonda minimum seviyeye
iner ve zamanla soniimlenir. %, > 1 durumunda ise
salgimmin popiilasyonda yayilimi artarak devam eder.
Ayrica, bu artis hizi %, degerinin biiyiimesiyle dogru
orantilidir.

(4) modeline ait temel ¢ogalma Kkatsayist “Next
Generation Matrix” metodu kullanilarak aragtirilacak
olup bu metoda iliskin daha detayl bilgiler i¢in, [17] ve
[18] numarali kaynaklar incelenebilir.

(4) sistemi; X = [I,S]T olarak ifade edilirse,

h
[ [ r@ice-verman
P(X) = | 7=0

l 0

L 1

ve

V(X)) =
[ ( +u+ ) 10) 1
Lo |
lBS(t)f_ f@OIt—1)e *dt + uS(t) —yI(t) — bJ

olmak tlizere
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d);it) _ [é] = P(X) = V(X)

seklinde yeniden yazilabilir. P(X) ve V(X)’in sirastyla [
ve S ’ye gore tirevlerine bakilarak &, = (§*,1%)

hastaliktan bagimsiz denge noktasindaki Jakobiyen
matrisleri,

I[BS* fh f(@)e *dr BI* fh f(T)e_‘”dT}
| =0 =0 |
|

l 0 0

y+u+d 0 ]

h h
lﬁS*f f@e #dr—y ,Bl*f f(@ e‘“’d‘t+uJ
=0 =0

seklinde elde edilir. Burada sadece enfeksiyonun oldugu
I smifi dikkate alinirsa P ve V matrislerinden elde edilen
1 x 1 tipindeki matrisler

h
p= [,BS*I f(o) e“”d‘r]
=0
ve
V=I[y+u+d]

olmak iizere,

h

Byt = [ﬁS* f @ e‘*”df] [W;ﬂs]

[bB L, f@ e
| ur+u+d)

olarak bulunur.

PV~ matrisinin karakteristik polinomu

bB [ f(x) e ¥dr
uy +u+6)

p(A) =1 -

olup bu polinomun kokii Next Generation Matrisi’nin
spektral yarigapini verir ki bu %, degeridir. Boylelikle
(4) sistemi i¢in ikincil enfeksiyon sayist

_bp frhzof(‘r)e_ HTar
T ur+utd) )

o

seklinde elde edilir.

Diger taraftan (8) esitliginde
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h
ﬁS*f_ f@e #Mdt=@+u+6)

olmast durumunda ¢,, = (5™, ") ile gosterilecek olan
hastalikla iligkili denge noktasi igin % =0 ve % =0
esitlikleri  saglanacagindan, (4) sisteminin ikinci
denkleminden

G (y +u+6)
- h
B _,f(D)e #dr

olarak bulunur. Bu ifade (4) sisteminin ilk denkleminde
yerine yazilirsa

(v +p+6) "
b - I** _ I'er I**
B ﬁ f‘r’lo f(T) e~ Hdt Lzof(f) e T +y

y+u+d6)
—— -
B[ f(®) e rdr

ve gerekli diizenlemelerden sonra

e 1 (_ uy +u+96) )
(u+8) B f(@) e ¥rde

elde edilir. Boylece modele iliskin hastalikla iliskili
denge noktasi

Epx = (S**I I**)

/ (y+u+9) \

. B Jr, (@) e mdr .

1 (b ki +u+d) )
(u+6) B [ f(@) e krde

seklindedir.

(9) esitligi ile elde edilen #, degeri goz Oniinde
bulundurularak S** ve I"**, 94, cinsinden

b b9, —1

e =51y = (o P )

wI" (u+6)9%,

seklinde  yeniden  yazilabilir. Buradan acikca
goriilebilecegi gibi (4) sistemi igin &, denge noktasi
kosulsuz olarak mevcut iken, &,, denge noktasi ancak
97, > 1 durumunda mevcuttur.

Kompartmantal modellerdeki cesitli detaylar,
hastaliklarin yayilma siirecinin matematiksel ifadesinde
daha karmasik olgular1 daha dogru bir sekilde agiklamak
ve boylece daha gergekgi yaklasimlar elde etmek igin

diistiniilmektedir. Karmagsik problemlerin ifadesinin
zorlugu genellikle lineer olmayan denklemlerle
ugragmay1 gerektirir. Lineer olmayan diferensiyel

denklem sistemlerinin genelde zor bir arayis olan tam
¢Ozlimlerini bulmak yerine, sistemin ¢Oziimiinii elde
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etmeden, c¢oziimlerin davranigt ve dolayisiyla sistemin
kararliligi hakkinda bilgi verebilmek de oldukca
onemlidir.

Kararlilik, kompartmantal modeller gibi dinamik
sistemlerin analizinde arastirilan en temel kavramlardan
biridir. Bir olgu diferensiyel denklem sistemi yardimu ile
matematiksel bir model kurularak ifade edilirken,
olusturulan dinamik sistemin kararli olup olmadig1 6zel
bir 6nem arz etmektedir. Sistemlerin kararli bir davranig
sergilemesi arzu edilen bir durumdur. Zira matematiksel
epidemiyolojide, salginin yayilma siirecini ve seyrini,
popiilasyonu kompartimanlara ayirarak anlatan bir
dinamik sistemin kararsiz olmasi, sistemin faydasiz
olabilmesinin  yanisira, = Ongorillemez  durumlar
barindirdig1 anlamina da gelir. Ayrica, popiilasyona ait
salgin dinamikleri incelenirken, sistemin kararli olup
olmamasi, popiilasyonda %, degerine bagl olarak
salginin nasil bir duruma evrilecegi (kontrol altinda
oldugu veya kontrolden ¢iktig1 yani salgina iliskin riskin
etkin oldugu) konusunda belirleyici 6zellik tagir.

Ayrica, sistemin kararsiz olmast durumunda salgimin
seyri hakkinda 6ngoriide bulunmak zorlasabilir. Zira
karasizlik durumunda, sistemin birbirinden ayrisan (t
zaman parametresinin ¢ok Dbiiylik degerleri icin
birbirinden uzaklasan) ¢o6ziimleri olabilir. Ancak
kararlilik cesidine gore degismekle birlikte, kararli bir
sistemin biitin ¢6ziimleri veya bir bolgede kalan
¢ozlimleri ayn1 asimptota sahiptir (asimptotik kararlilik).
Bu ise salginin hangi noktada dengelenecegi hakkinda
ongoriide bulunma imkani saglar ki; bu durum salginin
kontrol edilmesinde son derece 6nemli bir aragtir.

Bu baglamda matematiksel epidemiyolojide, salgin
algoritmasin1 yansitacak kurgusal zincirin, diferensiyel
denklem sistemi ile matematiksel olarak ifadesinin
ardindan, olusturulan sistemin kararli olup olmadig:
problemi aragtirilir.

Modeli agiklayan sistemin lineer olup olmamasina gore
¢ok farkli formlarda kararlilik tanimlar1 verilmektedir.

Lineer sistemlerde kararliligin incelenmesi igin bir¢ok
yontem olmasma ragmen lineer olmayan sistemlerin
kararliligimmin incelenmesi zorlayict olabilmektedir. Bu
durum lineer olmayan sistemlerin lineer sistemlere gore
farkli davranig dinamikleri sergilemesinden, ozellikle
kalitatif analizinde farkli detaylarla karsilagilmasindan
ileri gelmektedir.

Lineer olmayan sistemlerin dinamik analizleri genellikle
sistemin lokal kararliligina bakilarak yapilmaktadir.
Lineer olmayan sistemlerin lokal kararliligi, sistemin
herhangi bir denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis
esdegerinden faydalanilarak arastirilabilir. Boylece
sistemin dinamigi hakkinda bir sonuca varilabilmektedir.

Asagidaki kisimda, (4) ile verilen sistemin kararli bir
davranis sergiledigine dair elde edilen sonuglara yer
verilmistir.
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Teorem 6: 9, <1 ise hastaliktan bagimsiz denge
noktasi €,, V bolgesinde lokal asimptotik kararlidir.

. . . as
Ispat: (4) sisteminden F(S,I) = PR ve G(S,I) = P
alinirsa, (4) sistemi i¢in Jakobiyen matris

dF dF
[dS dl ]
J =1 I
ldG dGJ
das dl.

olup, bu matrisin hastaliktan bagimsiz denge noktasi
&, daki karsiligt

=

I =1 [

T

f@e *dr—pu
h
Jia(e) ==ps* | f@edry
=0
h
J21(e) = ﬂl*f f() e *dr
=0

h
Ja(e)) = BS* f F@) e FTdT — (v + 1+ 6)
=0

olmak tizere

J11(&) J12(&)
J(e) =
J21(€) J22()
seklindedir. ¢, = (§%,I") = (S, 0) degeri matriste yerine
yazilirsa,
b h
[—M i f@e Hdr+y |
| |
J(e) =] |

lO %J:Ofﬁ)e“”dr—(y+u+6)J

elde edilir. I, birim matris olmak tizere det(J(e,) —
Al,) = 0 esitligi kullanilirsa bu matrisin karakteristik
denklemi;

bB (" _
—(,u+/1)<—f f(@e ’”dt—(y+,u+6)—/1)
u =0

=0

seklinde olup bu denklemin kokleri A, ve A, olmak
lizere,

A=—u

Ve
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BB, @ e AT — p(y +p + 8)
u

A2

#(Y+#+5)(

bB J'T};Of(r)e' HTar 1
uy+u+d)

U
=@ +u+8)% -1

olarak elde edilir. Boylece,

9, < 1 iken, her iki reel kok de negatif oldugundan,

hastaliktan bagimsiz denge noktasi €, ve dolayisiyla (4)

sistemi lokal asimptotik kararlidir.

$Hy>1 iken, 1, >0 olup, en az bir kok pozitif

oldugundan, hastaliktan bagimsiz denge noktasi &, ve

dolayistyla (4) sistemi kararsizdir. []

Teorem 7: %, <1 ise hastaliktan bagimsiz denge
noktasi &, , V bolgesinde global asimptotik kararlidir.

Ispat: (4) sistemi icin 6zel olarak olusturulan ve
L(S (t),1 (t)) yerine  kisaca L(t)  gOsteriminin
kullanilacagi L: [0, ) — [0, 00) fonksiyonu

_ bB (" ([
L(t) =I(t) +7L=0f(‘r)e ® (L_TI(Z) dz) dt

seklinde tanimlansin. L 'nin negatif olmadigi aciktir.
Ayrica €, noktasinda L(t) = 0 olup, S(t) < b/u oldugu
da dikkate alinirsa, L fonksiyonunun zamana gore tiirevi,

h
L'()=TI() +%f f@I®) —I(t—1)]e” *dr
U =0
h
= [)’S(t)J f@OIt—t)e ¥dt—(y+u+8)I(t)
=0
h
+%f f@I) e *dr
=0
h
—%J f@ It —1)e #dt
=0
bB (" -
< —f f@OIC—De ¥dt—(+u+8)I()
U =0
h
+%L=of(r)l(t) e Hdr

h
—%Lzof(r) I(t —1)e” *dt

bp h _
=—I(t)J f@e #dr—(y+p+6)I(t)
u =0
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b [ (@ e Fdr 1)

=1(t)(y+u+5)< e

=IO +u+80 -1

seklinde elde edilir. %, < 1 oldugunda L'(t) < 0 olup, L
fonksiyonu (4) sistemi i¢in Lyapunov fonksiyonudur.
Boylece Lyapunov’un asimptotik kararlilikla ilgili direkt
metodu geregince [14], (4) sistemi V pozitif invaryant
bolgesinde global asimptotik kararlidir. L]

Teorem 8: 9, > 1 ise (4) sisteminin ¢,, hastalikla
iligkili denge noktasi, V bolgesinde lokal asimptotik

kararlidir.

Ispat: &, ’in lokal asimptotik kararli oldugunu
gosterebilmek igin (4) sisteminin

b b(ﬂ?o—1)>

S** — S**,I** — _‘—
( ) (u% (e + 8) Iy

hastaliktan bagimsiz denge noktasindaki Jakobiyen
matrisine bakilir. J matrisi Teorem 6’nin ispatinda
oldugu gibi alinmak iizere,

h
J11(en) = —31**f f@e *dr—pu
=0
h
Jae.) = =ps* [ f@erdry
=0
h
Ja1(en) = ﬂl**f f(@) e *dr
=0

h
J22(e) = BS™ f f@e *Mdt—(y+u+o)
=0

olmak tizere

J11(e) J12(&)

J(e.) =

J21(8) J22(&)

seklindedir. Ayrica ¢,, = (§*, I"*) denge noktasinin (4)
sistemini saglayacagi bilgisi kullanilirsa

h
y+u+d =,85**f f(r)e *dt
=0
Ve
h
y=ps" [ r@erdr= i+ o)

elde edilir. Bu son iki esitlik J(e,,) Jakobiyen matrisinde
kullanilirsa,
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h
s [ p@erar-n -+ 5)1|

J(en) =] . |
l B frzof('[)e_‘”d'[ 0 J

olarak bulur. Boylece ¢,, denge noktasindaki bu
Jakobiyen matrisin karakteristik denklemi

det(](g**) - /112)
h
=A%+ <,u + BI**I (@ e‘”’dr)l
=0
h
+ (u+ 6)[31**f f(@e #dr=0

seklinde elde edilir. Bu denklem igin,

h
Tr(je.) = —u—p1 [ f@etar
=0

b(Hy—1) ("

- 7 —ut
B Tzof(r)e dt

=—u

olup %, > 1 iken Tr(J(e..)) < 0 elde edilir.

Diger taraftan

b(9,—1) ("
det()(e.) =+ O {asr | F@e e
v =0

olup %7, > 1 iken det(](e**)) > 0 oldugu agiktir. Elde
edilen bu iki sonug, Teorem 1 geregince J(&,.)
Jakobiyen matrisinin 6z degerlerinin her ikisinin de
negatif reel kisimlara sahip oldugunu gosterir. Boylece
%y > 1 oldugunda hastalikla iligkili (endemik) denge

noktasi &,, lokal asimptotik kararlidir. ]

4. SONUC

Tarih boyunca insanoglunun karsilastigi pek ¢ok salgin
sonucunda verilen can kayiplart ve bunun disindaki
kaynak kayiplar1 diisiiniildiigiinde, bulasic1 hastaliklarin
dinamiklerinin analiz edilmeye ¢alisilmasi dikkate deger
bir ¢abadir. Matematiksel epidemiyoloji de bu kapsamda
basli basina bir arastirma alan1 olup; bu alanda arastirma
yapacaklarin faydalanabilecegi bir ¢aligma niteliginde,
kompartmantal modellere iligkin temel bazi hususlari
Ozet bir sekilde ele alan ve SIS tipi kompartmantal
modellere yeni bir bakis agisi ortaya koymayi hedefleyen
bu caligmada, oncelikle salginin yayilimina iliskin kurgu,
matematiksel model olusturma teknigi ile dagilimh
gecikmeli bir integro-diferensiyel denklem sistemine
aktarilmigtir. Ardindan, sistemin hastaliktan bagimsiz ve
hastalikla iliskili denge noktalari bulunmus ve ikincil
enfeksiyon sayist #, elde edilmistir. Sonrasinda %, < 1
iken mevcut olan hastaliktan bagimsiz denge noktasinin
kararliligina dair sonuglar ispatlari ile birlikte verilmis ve
yalnizca %, > 1 durumunda mevcut olan hastalikla
iligkili denge noktasinin lokal kararli oldugu
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ispatlanmigtir. Sistemin denge noktalarina ait yapilan
kararlilik ispatlari, aym1 zamanda sistemin kararlilig
anlamina da gelmektedir.

Matematiksel  epidemiyolojide, salgin1  olusturan
hastaligin popiilasyon igerisideki yayilma hizi, %, < 1
olmast durumunda bir azalis gosterirken, 97, > 1
durumunda ise artig gostererek salginin kontrolden
¢iktigini ve hasta birey sayisinin popiilasyonda iistel bir
sekilde arttigin1 gosterir.

Bir popiilasyonda goriilen bir salginin tamamen yok
edilmesinin kisa bir zaman zarfi i¢inde gerceklesmesinin
zor oldugu ve hastaligin beraberinde getirdigi yasanan
olumsuz durumlar dikkate alindiginda, hastaligin
yayilliminin azaltilmasina yonelik c¢aligmalar biiytlik
oneme sahiptir. Bu baglamda, uygulanacak c¢esitli
kontrol dnlemleri ile %, degeri distirilebilir.
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