GUFBED/GUSTIJ (2021) 11 (2): 384-393
DOI: 10.17714/gumusfenbil.864653 Arastirma Makalesi / Research Article

Mittag-Leffler fonksiyonunu iceren analitik fonksiyonlarin bazi o6zellikleri

Some properties of analytic functions involving the Mittag-Leffler function

Asena CETINKAYA*!2 Oya MERT??

Ystanbul Kiiltiir Universitesi, Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Boliimii, 34158, Istanbul, T lirkiye
2 Tekirdag Namik Kemal Universitesi, Matematik Boliimii, 59030, Tekirdag, Tiirkiye

* Gelis tarihi / Received: 19.01.2021 * Diizeltilerek gelis tarihi / Received in revised form: 16.02.2021 -« Kabul tarihi / Accepted: 23.02.2021

Oz

Mittag-Leffler fonksiyonu 1903 yilinda Isvecli matematik¢i Magnus Gustav Mittag-Leffler tarafindan tanimlanmustir.
Daha sonra, arastirmacilar farkli parametreler ilave ederek bu fonksiyonu genellestirmistir. 2015 yilinda, Bansal ve
Prajabat, Mittag-Leffler fonksiyonunu normalize etmis ve bu fonksiyonun agik birim diskte yalinkatlik, yildizillik,
konvekslik ve konvekse yakinlik gibi belirli geometrik 6zelliklere sahip oldugunu gésteren yeterli kosullar elde etmistir.
Bu arastirma makalesinden sonra, Mittag-Leffler fonksiyonu yalinkat fonksiyonlar teorisi ¢alismalarinda popiiler
olmustur. Bu giincel ¢aligmada, S;’_ﬁ (k, A, B) ile gosterilen Mittag-Leffler fonksiyonunu igeren analitik fonksiyonlarin

yeni bir smift tanimlanmigtir. Ayrica, bu fonksiyon siifinin negatif katsayilari igeren bir alt sinifi da tanimlanmigtir. Bu
fonksiyon sinifi i¢in katsay1 tahminleri, biiylime ve distorsiyon teoremleri elde edilmistir. Bununla birlikte, bu sinif igin
integral esitsizlikleri de elde edilmistir. Ayrica parametrelerin 6zel degerleri i¢in, bu makalede tanimlanan siniflarin,
arastirmacilar tarafindan tanimlanan bazi fonksiyon siniflarina indirgendigi sonucuna varilmistir.

Anahtar kelimeler: Analitik fonksiyonlar, Katsay esitsizligi, Yildizil fonksiyonlar

Abstract

The Mittag-Leffler function was defined by Swedish mathematican Magnus Gustav Mittag-Leffler in 1903. Later,
researchers generalized this function by including different parameters. In 2015, Bansal and Prajabat normalized the
Mittag-Leffler function and get several sufficient conditions so that the Mittag-Leffler function has certain geometric
properties such as univalency, starlikeness, convexity and close-to-convexity in the open unit disc. After this research
paper, the Mittag-Leffler function became popular in the studies of univalent functions theory. In this current study, we
define a new class of analytic functions involving the Mittag-Leffler function denoted by Sz‘ﬁ (k, A, B). We also introduce

a subclass of this function class, which is involving negative coefficients. We introduce coefficient estimates, growth and
distortion theorems for this function class. Moreover, we obtain integral mean inequalities for this class. We also conclude
that for special values of parameters, the classes introduced in this paper are reduced to the several function classes
which are defined by researchers.
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1. Giris

C kompleks diizlem olmak tizere D = {z:3 €
C ve |z| < 1} agik birim disk olarak tanimlanir.
D c C kompleks diizlemde basit baglantili bir
bolge olmak iizere f: D — C fonksiyonu bire-bir
ise f fonksiyonuna yalinkat fonksiyon denir. ID
agik birim diskinde analitik ve f(0) =0 ve
f'(0) =1 kosullarim1 saglayan f fonksiyonuna
normalize edilmis analitik fonksiyon denir. D a¢ik
birim diskinde normalize edilmis analitik
fonksiyonlarin sinifi A ile gosterilir ve her f € A
fonksiyonu

flz2)=z+ Z a, 2" )
n=2

seklindeki Taylor seri a¢ilimmna sahiptir. D
diskinde yalinkat ve A sinifinin altkiimesi olan
fonksiyonlar sinifi S ile gosterilir. Basit baglantili
bir D c C bolgesinde bir z, noktasi verilsin. z,
noktasini her z € D noktasina birlestiren dogru
pargast D bolgesinin smirmmi yalmiz bir noktada
kesiyorsa D bélgesine z, noktasina goére yildizil
bolge denir. Eger z; noktasi orjinde ise bu bdlgeye
orjine gore yildizil bolge denir. S smifinin bir alt
sinift olan ve goriintii bolgesi orjine gore yildizil
bolge olan fonksiyonlara yildizil fonksiyonlar
denir. Yildizil fonksiyonlar sinifi S* ile gosterilir.
Analitik olarak, f € S* olmasi igin gerek ve yeter
sart her z € D icin

zf'(2)
Re (f(_Z)> >0

esitsizliginin saglanmasidir.

Goodman  (1991) yaptigt c¢alismalarda f
fonksiyonunun D acgik birim diskinde bulunan
& € D merkezli her dairesel yay yildizil bir yay
lizerine resmettigini gostermistir. Bu 6zellikteki
bir feA fonksiyonunu diizgiin  yildizil
fonksiyon olarak isimlendirmistir. S smifinin bir
altsinifi olan diizgiin yildizil fonksiyonlar sinift US
ile gosterilmistir. Ronning (1993) diizgiin yildizil
fonksiyonlar smifin1  kapsamli  bir sekilde
calismistir. Daha sonra, Kanas ve Wisniowska
(2000) k — USile gosterilen k —diizgiin yildizil
fonksiyonlar sinifini tanimlamistir. Bu sinifa ait
f € A fonksiyonlari

zf'(2) zf'(z)
Re( 110 > >k

f@)
analitik kriterini saglamaktadir. k = 1 6zel durumu
icin 1 — US = US smifi elde edilir. Ayrica, k = 0
icin 0 — US = S* oldugu aciktir.

—1‘ (k=0;z2€eD)

Bharati  vd., (1997) k —diizgiin  yildizil
fonksiyonlar sinifin1  genellestirmis ve k —
US(6) ile gosterilen & mertebeden k —diizgiin
yildizil fonksiyonlar sinifini tantmlamistir. Bu sinif
Tanim 1.1 ile ifade edilmistir.

Tamim 1.1. f fonksiyonu (1) formunda tanimli bir fonksiyon olmak iizere

'@\ |ef @)
Re(f(2)>>k @

analitik kriterini sagliyorsa k — US(8) simifindadir denir. Ozellikle, k — US(0) = k — US oldugu agiktir.

1‘+5 (0<86<1,k=>0,z€D)

D diskinde pozitif reel kisma sahip, analitik ve p(0) = 1 kosulunu saglayan p fonksiyonlarmin siifi P ile
gosterilmektedir. Bu sinifa Caratheodory simifi denir. D diskinde analitik, her z € D i¢in w(0) =0 ve
[w(z)| < 1 kosullarini saglayan w fonksiyonlarinin siifi £2 ile gosterilmektedir. Bu sinifa ait fonksiyonlar
Schwarz fonksiyonu olarak adlandirlir. f; ve f, fonksiyonlar1 D diskinde analitik fonksiyonlar olmak iizere,
her z € D i¢in f;(z) = f,(w(2)) olacak sekilde bir w € £2fonksiyonu varsa, f; fonksiyonu f, fonksiyonuna
sabordinedir denir ve f; < f, ile gosterilir (Duren, 1983).

i) =z+Yn,a,3" Ve f,(5) =z + Yooy byz™ fonksiyonlari A sinifinin elemanlar1 olmak iizere, bu
fonksiyonlarin Hadamard ¢arpimi (veya konvoliisyonu)

L@@ = (@) =2+ ) apby 2"
ile gosterilir. e

Janowski (1973) sabordinasyon kosullarini kullanarak P (A4, B) smifimi tanimlamigtir. p(0) = 1 kosulunu
saglayan bir p analitik fonksiyonunun P (4, B) sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her z € D i¢in
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1+ Az
1+ Bz

p(z) < (-1<B<A<1)

sartinin saglanmasidir. Geometrik olarak, bir p € P (4, B) fonksiyonu D diskini

1-AB
1—- B2

A—B}

A,B) =3w: —
v (4,B) {W|W S1-m

ile tanimli w (A, B) bolgesine resmeder. Bu bolge, reel eksende ¢ap u¢ noktalart D; = % ve D, =

% (0 < D; <1 < D,) olan agik bir dairesel diski temsil etmektedir.

1903 yilinda Isvecli matematik¢i Mittag-Leffler

E = Y 27 GR 0
Az)—%m (a € G Re(@) > 0)

fonksiyonunu tanimlamustir (Mittag-Leffler, 1903). Burada 7°(.) notasyonu Gama fonksiyonunu belirtir.
E,(z) fonksiyonu Wiman tarafindan

Eop(2) = ;m (a,B € C;Re(a) > 0; Re(B) > 0)

olarak genellestirilmistir (Wiman, 1905). Daha sonra, Mittag-Leffler fonksiyonu ve onun gesitli
genellestirmeleri kesirli diferansiyel denklemlerin, Levy ucus problemlerinin ve diger baska problemlerin
¢oziimiinde kullanilmistir (Bansal ve Prajapat, 2016; Gorenflo vd., 2014).

1971 yilinda Prabhakar, Mittag-Leffler fonksiyonunu genellestirmis ve

P 2z

Eyp(2) = n:()mm (o, B,y € C;Re(a) > 0; Re(B) > 0; Re(y) > 0) (2)

seklinde tamimlamistir (Prabhakar, 1971). Burada (y),, ifadesi

- _F(y+n)_{ 1 (n=0)
Y)n = 'y lby+D.F+n-1) (n € N)

ile verilen Pochhammer semboliinii temsil etmektedir. E}; s (z) fonksiyonu igin
Eg1(2) =:Eq(2) Ve Egp(2) = Eqp(2)
0zel durumlari mevcuttur.

(2) ile verilen E‘)x/’ﬁ (z) fonksiyonu A sinifina ait degildir. EZ;,B (z) fonksiyonunun A sinifina ait olmast igin

rB)¥)y 2™
I'lan+B) n!

MY (2) = F(B)ZEL p(2) = 7 + z
n=1

seklinde normalize edilmistir. Bu ¢alismalardan yola ¢ikarak Raducanu, HZ; P f:A — A lineer operatdriinii
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_ N F(B)PIns .
Hopf (@) = M@ f(2) = 2+ ;F(a(n “DAHE-DI ™ )

seklinde tanimlamistir (Raducanu, 2017). Burada H&Bf(z) = f(z) oldugu agiktir.
2. Materyal ve metot

Sabordinasyon prensibi ve H(};’ P f operatorii kullanilarak, Mittag-Leffler fonksiyonunu igeren yalinkat
fonksiyonlarin yeni bir sinift Tanim 2.1 ile verilmistir.
Tanmm 2.1. -1 < B <A <1, k=0 ve 3 € D olmak tizere (1) formunda tanimlanan f fonksiyonu

! I
z (HZ.Bf(Z)) i (HZ,ﬂf(Z)) 1+ Az

HY f () HY f @) “1+Bz )

analitik kriterini sagliyorsa S}; P (k, A, B) smifindadir denir.

A,B,a, B,y ve k icin 6zel degerler alinirsa, yalinkat fonksiyonlarin bazi bilinen alt siniflar1 elde edilir:

1. A=1-26, B=—-1, a =0 ve y = 1degerleri alindiginda, SZ:

B (k,A,B) smifi k — US(6) smifina
indirgenir (Bharati vd., 1997).

2.A=1,B=-1, a =0 ve y = 1degerleri alindiginda, SZ,B (k, A, B) siift k—US sinifina indirgenir
(Kanas ve Wisniowska, 2000).

3. k=0, a =0 ve y = 1degerleri alindiginda, SZ,B (k, A, B) smifi S*(A, B) sinifina indirgenir (Janowski,
1973).

Tamim 2.2. f € A olmak lizere negatif katsayilara sahip

o)

f(z)=Z—Zanz“, a, =0 (5)

n=2

fonksiyonlarinin siifi T ile gosterilir. Bu sinif negatif katsayili fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir ve S
smifimin bir alt simifidir (Silverman, 1975). T ve SZ'B (k, A, B) siniflar1 goz oniine alinarak, S;:ﬁ(k,A, B)

sinifinin bir alt sinifi olan negatif katsayili fonksiyonlarin sinifi

TSZ;ﬁ(k, AB):=Tn S(’;ﬁ(k,A,B)

olarak tanimlanmustir.

A,B,a, B,y ve k icin 6zel degerler alinirsa, bazi bilinen alt siniflar elde edilir:

1. A=1-28, B=-1, a =0 ve y = 1degerleri alindiginda, TSZ;,B (k,A,B) smifi k — TUS(6) sinifina
indirgenir (Bharati vd., 1997).

2. A=1-26, B=-1, k=0, a =0 ve y = 1degerleri alindiginda, ng,ﬁ(k' A,B) smifi TS*(5)
sinifina indirgenir (Silverman, 1975).
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Littlewood, sabordine olan iki analitik fonksiyonun arasindaki integral iliskisini (Littlewood,1925)
makalesinde ispatlamistir. Bu iliski Onerme 2.3 ile verilmistir.

Onerme2.3. f; ve f, fonksiyonlari D birim diskinde analitik olmak iizere f;(z) < f»(z) sart1 saglaniyorsa,
p>0ve z=re? (0<r<1)icin

21

2T
f (2P d6 < f (2P d6 ©)
0

0

integral esitsizligi saglanir.

Bu makalede, Mittag-Leffler fonksiyonunu igeren ve S;; s (k, A, B) ile gosterilen analitik fonksiyonlarin yeni
bir sinift tanimlanmistir. Bu yeni sinifin, negatif katsayili fonksiyonlara sahip ve TS(; ) (k, A, B) ile gosterilen

bir alt sinifi da tanimlanmistir. Bu sinif igin katsayr tahminleri, bliylime ve distorsiyon teoremleri elde
edilmistir. Ayrica, Onerme 2.3. kullanilarak bu sinifa ait ve sabordine olan iki analitik fonksiyon arasindaki
integral esitsizligi de verilmistir.

3. Bulgular

Teorem 3.1." de (1) formunda verilen bir f fonksiyonunun 53;:,3 (k, A, B) sinifina ait olmasi i¢in yeter kosul
verilmistir.

Teorem 3.1. (1) formunda tanimlanan f fonksiyonu
Z{(1+k(1+IB|))(n—1)+IBn—Al} ¥ la, < A—B %)
n=2

esitsizligini sagliyorsa SZ’ P (k, A, B) sinifina aittir. Burada

_ I'(B)¥)n-1
" Ian=-D+B)n -1

)

Ispat. (7) ile verilen esitsizligin saglandigini varsayalim. Burada f € SZ;B (k, A, B) oldugunu gosterecegiz.

Teoremi kanitlamak igin |%)p_é) < 1 esitsizliginin saglandigim gostermek yeterlidir. (4) ile verilen ifade
g0z Oniine alinarak
@ Z(HZ,B]C(Z)) z (Hglgf(z)) L
pz) = - -
Hy f (2) Hy f (2)

oldugu goriiliir. Verilen esitsizlik ve (3) ifadesi kullanilarak

2(H14f @)~ HL 52
AHY of @)~ B |2 (], f(z)), — kei® |z (12, f(z)), —HY f (@)

z (Hg;ﬁf(z)> - HZ;Bf(Z) — ke'?

p(z) -1
A —Bp(z)

Yoe2(n— 1) ¥panz™ — ke |L2,(n — 1) ¥a,z"|
(A= B)z—Yy_,(Bn— A) ¥ ayz" + Bke®|¥x_,(n— 1) Tnanz"|

Ln=2(n — 1) ¥hlanllz|™ + k Xyz,(n — 1) ¥lagllz|"
(A= B)lz| = X5zl Bn — Al Wlan||z|™ — k|B| X5z,(n — 1) ¥, lay|z]"
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< 2?10:2(71 - 1) (1 + k) Tnlanl
~ (A—B) - XioolBn — Al Hhlay| — kBl X5_,(n— 1) ¥ |ayl

elde edilir. Esitsizlikte son satir iistten 1 ile sinirlidir. Buradan yola ¢ikarak

Z{(1 +k(1+|BD)(n—1) + |Bn—Al} %la,| <A—-B

n=2

elde edilir. Buda f € S;’I P (k, A, B) oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2." de (7) ile verilen esitsizligin (5) formundaki f fonksiyonlarinin TSZ, s (k, A, B) simifina ait
olmasi i¢in gerek kosul oldugu da gosterilmistir.

Teorem 3.2. f € T olsun. O halde, f € TSZ,B (k, A, B) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Z{(1+k(1+|B|))(n—1)+IBn—AI] ¥.a,<A-B 9
n=2

esitsizliginin saglanmasidir. Burada ¥, degeri (8) denklemi ile verilir.

Ispat. Teorem 3.1 gdz oniine alnarak, Teorem 3.2' nin ispatinda gerek kosulu vermek yeterli olacaktir.
TS} 5k, A, B) Sy 5(k, A, B) oldugundan f € TS} ;(k, A, B) fonksiyonlari igin

(@) |e(Hipr@)

= —k
PO =T HY @)
ifadesi
p(z) — 1
A-Bp(2)| ~

esitsizliginde yerine yazilarak ve gerekli hesaplamalar yapilarak

2(H24f @) — H4f ()

2(HLf @) = HY o f

z (Hg;ﬁf(z)) — H;Bf(z) — ke'®

p(z2)—1]
A—-Bp(z)|

AH) ,f(z) — B [z (H(’Z"Bf(z)), _ kel®

Yoe2(n— 1) ¥panz™ + ke L2 ,(n — 1) ¥a,z"|
(A= B)z+ ¥y ,(Bn— A) ¥ ayz" + Bke®|¥x_,(n— 1) Tnanz"|

elde edilir. Re(z) < |z| esitsizligi kullanilarak

Re Z?lozz(n - 1) 5Unanzn + k€i9|2{°1°=z(n - 1) Wnanznl <
(A=B)z+ X% ,(Bn— A) ¥a,z" + Bke®|Y>_,(n — 1) ¥a,z™|) ~

elde edilir. z reel say1 segilerek ve z — 17 alinarak
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Z{(1 +k(1—B))(n—1) — (Bn— A)} Ypa, <A—B
n=2
veya buna denk olarak
Z{(1 +k(1+|BD))(n—1)+|Bn—Al} Ya, <A-B
n=2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir
Sonug 3.3. (5) formunda verilen f fonksiyonu TSC]; P (k, A, B) sinifina ait olsun. O halde, her n > 2 i¢in

3 A-B
" ((L+k@+1BD)(n—1) +|Bn — Al) %,

a

saglanir. Burada ¥, ifadesi (8) ile verilmektedir. Bu sonug
A—B
(1+ k(1 +IBD)(n— 1) + |Bn — Al) %,

z" (n=2)

f@) =2~
(

fonksiyonu i¢in kesindir.

TSZ, g (k, A, B) smifinin bliyiime ve distorsiyon teoremleri sirasiyla asagidaki gibi verilmistir.
Teorem 3.4. (5) formunda verilen f fonksiyonu TS;, P (k, A, B) sinifina ait olsun. O halde

_ I'(By
& ACEY))

olmak tlizere

A—
F(2)] = Izl - e 212
((1+ k@ +1BD) +12B - 4]) %,
A-B
If (@] < lz| + |z|?
((1+ k@ +1BD) + 128 — 4]) %,

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler kesindir.

Ispat. Teorem 3.2.' de verilen (9) esitsizligi géz oniine almarak
o) = (1 + k@ +BD)(—1) +Bn—Al) %,

fonksiyonu segilirse, ¢ (n) (n = 2) fonksiyonunun artan bir fonksiyon oldugu gériiliir, ¢linkii

0@ ) 1anl < ) planl < 4—B
n=2 n=2

oldugu agiktir. Boylece
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esitsizligi yazilabilir. Buradan yola ¢ikarak

©o ©o
I 12+ ) lanl 121" < J2]+ 1217 )yl
n=2 n=2

A-B
<zl +
((1+ k(@ +1BD) + 128 — 4]) %,

z|?

oldugu ispatlanir. Benzer sekilde

[oe] oo
@I = 12 = ) lanl 121" = |21 = 1212 ) [ayl
n=2 n=2

A-B

> |z| - |z|?
((1+ k@ +1BD) + 128 - 4]) %,

i2s+1)m

elde edilir. Bu sonuglar |z| =r vez =re (s € Z) olmak tizere

f(2)=2z- A-B 72 (10)
((1 +k(1+|B]) + 2B —A|) ¥,

fonksiyonu i¢in kesindir.
Teorem 3.5. (5) formunda verilen f fonksiyonu TSZ}B (k, A, B) smifina ait olsun. O halde

2(A— B)
(1+k(+1B) + 2B — Al) %,

If' (@) =1 —( |z|

2(A—B)
((1+ k@ +1BD) +12B - 4]) %,

If'@l <1+ |z]

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler kesindir.

Ispat. Teorem 3.2. géz 6niine alarak
o) = (1 + k@ +BD)(—1) +Bn—Al) %,

o)
n

AN 2D, N
T2 nlanl < ) Enlanl = Y planl < A-B
n=2 n=2

n=2

fonksiyonu segilirse, (n = 2) fonksiyonunun artan bir fonksiyon oldugu goriiliir, ¢tinkii

oldugu agiktir. Boylece
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elde edilir. Bu durumda

2(A—B)
(1+ k(1 +BD) + 2B — Al) %,

F@I <1412 ) nlagl <1+
n=2 (

bulunur. Benzer sekilde

2(A—B)
(1+k(1+[B]) +12B —A|) ¥,

|z|

F@Iz1=121 ) nlay 21-(
n=2

elde edilir. Bu sonuglar (10) ile verilen fonksiyon i¢in kesindir.

Bu béliimde son olarak, TS, 4 @B (k, A, B) smifina ait sabordine olan iki analitik fonksiyonun arasindaki integral
iliskisi verilecektir.

Teorem 3.6. Farz edelim ki, f € TS” ﬁ(k AB),p>0,-1<B<A<1, k=0olsun ve g fonksiyonu

A-B 2
((1 +k(1+|B]) + 2B —A|) ¥,

9(2) =z~

ile tanimlansin. O halde, z = re? (0 <r < 1) olmak iizere

2 27
f If (2)IPdo < f lg(2)|P d6
0 0

integral esitsizligi saglanir.

Ispat. (5) ile verilen

(z)—z—i a, = 0.

fonksiyonu ve g fonksiyonu (6) bagintisinda yerine yazilarak

21 had p
f 1- z a, z" 1
0 n=2

esitsizligi elde edilir. Onerme 2.3 kullamlarak

2T A—B
dGSJ. 1-— z
0 ((1 +k(1+|B])) + 2B —A|) ¥,

do

C A—B
—Zanz” 1<1- z
~ ((1+ k@ +1BD) + 2B - 4]) %,

oldugunu ispatlamak yeterlidir. w(0) =0 ve |w(z)| < 1 kosullarim1 saglayan w bir Schwarz fonksiyonu
olmak iizere, yukaridaki sabordinasyon
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A-B

1—Zanzn‘1=1—
& ((1+ k(@ +1BD) + 128 — A1) #

olarak yazilabilir. Buradan yola ¢ikarak

(14 k(1 +1BD) + 128 - Al) ¥,
w(z) = a,z" !
; A—B
2 ((1+k(+|B]))+12B—A|) ¥
S'Z'Z(( A—)B ) ~a

w(z)

2 ((1+k(1+|B —1)+|Bn—A|) %,
SIle((+(+||))(71 )+ |Bn - 4l)

A-B

n
<|z| <1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
4. Tartisma ve sonuclar

Bu makalede, Mittag-Leffler fonksiyonunu igeren
yalinkat  fonksiyonlarn  yeni  bir  smnifi
tamimlanmigtir.  Ayrica, bu smnifin  negatif
katsayilari igeren bir alt sinifi da tanimlanmistir. Bu
siif i¢in katsay1 tahminleri, biiyiime ve distorsiyon
teoremleri elde edilmistir. Ayrica, sabordine olan
iki analitik fonksiyonun arasindaki integral iligkisi
de elde edilmistir.
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