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Öz 

 

Bu çalışmada, Caputo türeviyle tanımlı kesirli mertebeden telegraf kısmi diferansiyel 

denkleminin başlangıç-sınır değer koşullarına bağlı yaklaşık çözümü incelendi. Bu 

denklem için varyasyonel iterasyon metodunun çözüm prosedürü sunuldu. Bu metot için 

Lagrange parametresi belirlenip doğrulama fonksiyoneli oluşturuldu. Kesirli 

mertebeden telegraf kısmi diferansiyel denklemin örnek bir probleminin verilen 

başlangıç değerleri kullanılarak varyasyonel iterasyon metodu ile nümerik çözümleri 

elde edildi.  

 

Anahtar kelimeler: Kesirli telegraf kısmi diferansiyel denklemi, varyasyonel iterasyon 

metodu, Langrange parametresi, yaklaşık çözüm. 

 

 

On the numerical solution of the fractional telegraph partial 

differential equation with variational iteration method 
 

 

Abstract 

 

In this work, the fractional order telegraph partial differential equation defined by 

Caputo derivative depend on initial-boundry value conditions is investigated for 

approximate solutions. The solution procedure of the variational iteration method is 

presented for this fractional order telegraph partial differential equation. Lagrange 

parameter is determined and correction functional is formed. The numerical solutions 

of an example problem for the fractional order telegraph partial differential equation 

are obtained by variational iteration method by using the given initial values.  
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1.  Giriş 

 

Kesirli analiz konusu son yıllarda büyük bir önem kazanmış, bu alanda çalışan birçok 

insanın ilgisini çekmiş, ayrıca fen ve mühendisliğin çeşitli alanlarında kullanılmıştır.  

Tam sayı olmayan mertebeye sahip türev ve integralle ilgili en ünlü olan Riemann-

Liouville ve Caputo tanımlarıdır. Caputo, kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri 

çözerken tamsayı mertebeden başlangıç şartlarını kullanmak için Riemann-Liouville 

kesirli türev tanımını yeniden formüle etmiştir [1]. Kesirli operatörler üzerinde büyük 

işleve sahip olan gama ve beta fonksiyonlarının tanımı şu şekildedir.   

 

1.1. Temel Kavramlar 

Tanım 1.1.1.   
 ve  olsun. Gama fonksiyonu, 

 

                                                                                                 (1.1) 

 

integrali ile tanımlanır.  ile gösterilir.   

 

Tanım 1.1.2. 

 ve  olsun. Beta fonksiyonu,  

 

                                                                                (1.2) 

 

olarak tanımlanır [2-3].   

 

Tanım 1.1.3. 

Riemann-Liouville integralinin  olmak üzere . mertebeden tanımı   

 

                                                                                        (1.3) 

 

olarak verilmiştir [1]. 

 

Tanım 1.1.4.  

. mertebeden Riemann-Liouville kesirli türev tanımı ise  olmak üzere, 

 

                                                      (1.4) 

 

olarak tanımlanmıştır [1]. 

 

Tanım 1.1.5.  

Zamana bağlı  ıncı mertebeden  Caputo kesirli türevi  için 
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                                               (1.5)  

 

ve  için  

 

                                                                                    (1.6) 

 

olarak tanımlanır [4]. 

 

Riemann-Liouville türevi yerine Caputo türevinin tercih edilmesinin bir sebebi Caputo 

türevinde sabitin türevi sıfır olurken, Riemann-Liouville türevinde sabitin türevi sıfırdan 

farklıdır. Kesirli mertebeden türevler fikri ilk olarak yedinci yüzyılda büyük 

matematikçi Newton ve Leibnitz tarafından tanımlanmış ve akışkanlar mekaniği, 

sönümleme yasaları, elektrik ağları, sinyal işleme, difüzyon-reaksiyon süreci, gevşeme 

süreçleri, elektrokimya, matematiksel biyoloji, fizik, mühendislik ve diğer bilim 

dallarındaki çeşitli önemli fenomenlerde ortaya çıkan lineer olmayan karmaşık 

sistemlerdeki sayısız uygulamaları nedeniyle büyük bir ilgi görmüştür. Kesirli türevler 

tam sayı mertebeli türevlere kıyasla gerçek hayat problemlerinin daha hassas 

modellerini sunar. Bu bağlamda depremin lineer olmayan salınımı kesirli türevlerle 

modellenebilir [5] kesirli türevli akışkan-dinamik trafik model [6], sürekli trafik akımı 

varsayımından ve gözenekli ortamda sızıntı akışı için kesirli lineer olmayan karmaşık 

modelden kaynaklanan eksikliği ortadan kaldırabilir [7]. Kesirli denklemler bu ve 

bunun gibi daha pek çok uygulama alanlarında kullanılabilir. Zamana bağlı kesirli 

diferansiyel denklemlerin birçok değişik tipi vardır. Kesirli Klein-Gordon denklemleri 

dalga etkileşimini tanımlamak için kuantum alan teorisinde, kuantum mekaniğinde ve 

yoğun madde fiziğinde kullanılır [8-9]. Kesirli Burger’s denklemleri viskoelastik 

sıvıların kararsız akışlarını kanal (halka) tüpü ve hız alanı çözümleri aracılığıyla 

araştırmak için ortaya çıkmıştır [10]. Kesirli Black-Scholes Avrupa opsiyon 

fiyatlandırma denklemleri finansal pazar için en kayda değer matematik modellerinden 

biri olan bu problem çalışıldı [11]. Biyoloji, tıp, popülasyon ekolojisi, kontrol 

sistemleri, iklim modelleri [12] ve karmaşık ekonomik makro dinamikler [13] alanında 

ortaya çıkan orantılı gecikmeli zamana bağlı kesirli kısmi diferansiyel denklemlerin 

başlangıç değerli bağımsız sistemleridir [14]. Aslında kesirli mertebeden diferansiyel 

denklemlerin geniş bir sınıfının tam çözümünü hesaplamak çok zorlu bir iştir. 

Geçtiğimiz yıllarda bu tipteki diferansiyel denklemlerin kesirli modelinin yaklaşık 

çözümünü bulmak için güçlü tekniklerin farklı türleri tanıtılmıştı. Bunlardan bazıları 

genelleştirilmiş diferansiyel dönüşüm metodu [15], Adomian ayrıştırma metodu [16], 

homotopi analiz metodu [17], homotopi analiz dönüşüm metodu [18], Chebyshev 

pseudo spektral metodu [19], değiştirilmiş Laplace dönüşümü metodu [20], Sumudu 

dönüşümü metodu [11,21], grup analiz metodu [22], dinamik akış modeli [23] ve 

homotopi pertürbasyon dönüşümü metodudur [24-26]. [27] de çalışılan denklem 

Homotopi analiz metodunu kullanarak  aralığı için çözüldü. Varyasyonel 

iterasyon metodu Çinli matematikçi He [7] tarafından geliştirilmiştir. He’nin ufuk açıcı 

çalışmasından sonra, Cantor kümeleri üzerinde difüzyon ve dalga denklemleri [28], 

Riccati diferansiyel denklemi [29], iki boyutlu Burger’s denklemlerinin kesirli modeli 

[30], Fisher’s denklemleri, lineer olmayan osilatörler, Evrim denklemleri, tekil 

problemler, gözenekli bir ortam boyunca kararsız akım, sızıntı akımı, bağımsız adi 

diferansiyel denklemler, Korteweg-de Vries denklemleri, parabolik denklemler, 

integral-diferansiyel denklemleri, kimyasal problemler, Boussinesq denklemleri, 

Schrödinger denklemleri, Helmholtz denklemleri, Sine-Gordon denklemleri ve zamana 
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bağlı kesirli Fornberg-Whitham denklemleri [31] bunların fiziksel doğasıyla uyum 

içerisinde varyasyonel iterasyon metodunun önerileri uyarınca başarılı bir şekilde 

çözülmeye çalışılmıştır [32-33]. Sonlu fark şeması metodu kullanılarak üçüncü 

mertebeden kısmi diferansiyel denklemler ve telegraf denklemlerin yaklaşık çözümleri 

verildi [34-36]. Bunlarla beraber, Kesirli mertebeden kısmi diferansiyel denklemlerin 

yaklaşık çözümleri ile ilgili pek çok çalışma yapılmıştır [37-45]. 

 

Varyasyonel iterasyon metodundaki Lagrange çarpanının kullanılmasının integral 

operatörünün ardışık uygulamalarını azalttığı, doğruluğu çok yüksek bir seviyede 

korurken hesaplama işini somut bir seviyeye indirdiği ve dolayısıyla bu tekniğin açık 

bir şekilde ayrıştırma metodundan daha avantajlı olduğu vurgulanmıştır. Başlangıç ve 

sınır koşullarını gerektiren değişkenlerine ayırma metodundan farklı olarak varyasyonel 

iterasyon metodu, sadece başlangıç koşullarını kullanarak çözüm sağlar. Varyasyonel 

iterasyon metodu ayrıca küçük parametre tahmininden bağımsızdır ve bu yüzden 

geleneksel perturbasyon metoduyla karşılaştırıldığında uygulaması daha uygundur. 

Varyasyonel iterasyon metodunun hiçbir ayrıştırma, sınırlayıcı tahmin veya dönüşüm 

olmaksızın tüm lineer ve lineer olmayan denklemlere uygulanabildiğine ve yuvarlama 

hatalarından uzak olduğuna da değinmek gerekir. 

  

Tamsayı olmayan dereceli RLC elektrik devrelerinin dinamiği, kesirli mertebeden bir 

telegraf diferansiyel denklem ile tanımlandı [46]. Bu denklemde alçak geçiren, yüksek 

geçiren filtre karakteristiklerinin ve bant geçiren filtreler üç farklı filtreler elde edildi. 

Telgraf diferansiyel denklemi, zamana ve mekana bağlı şönt parametreleri ve zamana 

bağlı seri parametreleri için enerji nakil hatlarının eksiksiz bir matematiksel modelidir 

[47]. 

 

 

2.  Varyasyonel iterasyon metodu 

 

Bu yöntemde genel bir Lagrange parametresi ile doğrulama fonksiyoneli oluşturulur.  

Başlangıç koşullarından yola çıkarak iterasyonlar sonucu yaklaşık çözüm, bazen tam 

çözüm veya tam çözüme oldukça yakın bir çözüm bulunur. Bu problemin varyasyonel 

iterasyon metodu ile yaklaşık çözümünün elde edilmesi bu çalışmayı diğer 

çalışmalardan farklı kılmaktadır. Aynı zamanda bu problem hem hem de   e göre bir 

telegraf kısmi diferansiyel denklemdir. Varyasyonel iterasyon metodunda bilinen 

 ve  ifadelerinden başka herhangi bir varsayım kullanılmamıştır. 

Bu çalışmada aşağıdaki başlangıç ve sınır değer şartları ile verilen kesirli mertebeden 

telegraf kısmi diferansiyel denklem için  

 

              (2.1) 

 

varyasyonel iterasyon metodu geliştirilecek ve çözüm prosedürü oluşturulacaktır. 

Burada  bilinmeyen fonksiyon,  bilinen fonksiyondur,  ve  birer 

pozitif reel sayıdır.  

[48] çalışmasında Lagrange parametresinin tayini, başlangıç tahmini, doğrulama 

fonksiyoneli ve çözüm prosedürünün oluşturulması üzerinde durmuştur. Buna göre, 
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şeklinde başlangıç tahmini ve doğrulama fonksiyoneli elde edilip varyasyonel iterasyon 

formülü oluşturulur. Öncelikle bu metotta geçen Lagrange parametresinin  nasıl tayin 

edilebileceğini irdeleyelim. 

 

Lineer ve lineer olmayan operatörler içeren bu denklemde Lagrange çarpanının tayini 

için [32] makalesini inceleyelim. 

 

                                                                                    (2.3) 

 

şeklinde verilen denklemde  lineer operatör,  lineer olmayan operator 

ve  bilinen bir analitik fonksiyondur. (2.3) denklemi için doğrulama fonksiyoneli 

varyasyonel iterasyon metodu kullanılarak 

 

  

 

inşa edilebilir. Burada Lagrange çarpanı  varyasyon teorisi vasıtasıyla en uygun 

şekilde tanımlanabilir. Burada  lineer olmayan terime kısıtlı varyasyon uygulayalım.  

 olacak şekilde yapalım. Bu durumda Lagrange çarpanının en iyi değeri 

genellikle 

 

                                                                               (2.4) 

 

olarak uygulanır. (2.1) de verilen kesirli mertebeden telegraf kısmi diferansiyel 

denkleminde  olarak alındığı için (2.4) denkleminde ifade edilen Lagrange 

çarpanı  

 

                                                         (2.5) 

 

olarak bulunur. Bu bilgilendirme ışığında uygulamaya (2.2) denklemi üzerinde devam 

edelim.  Basit bir düzenleme yapılırsa 

 

 
 

elde edilir.  olmak üzere eşitliğin varyansı alınırsa 
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olup buradan da 

 

 
 

elde edilir.   ve  ifadelerinin kullanılmasıyla 

 

                                              (2.6) 

 

bulunur. İki kez kısmi integrasyonun uygulaması ile 

 

 
 

elde edilir. Buradan da 

 

 
 

olarak bulunur. Böylece Lagrange çarpanı  

 

                                                       (2.7) 

 

olarak elde edilir. Böylece kesirli mertebeden telegraf kısmi diferansiyel denklemi için 

Lagrange çarpanı (2.2) denkleminde verilen doğrulama fonksiyonelinde yerine yazılırsa 
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               (2.8) 

 

iterasyon formülü elde edilir. 

 

 çözümünün ardışık yaklaşımları olan  için elde edilen Lagrange 

çarpanı iterasyon formülü ve başlangıç tahmini  kullanılarak hızlı bir şekilde 

elde edilebilir. Böylece çözüm  

 

                                                                                          (2.9)   

 

şeklinde olur. 

 

 

3.  Varyasyonel iterasyon metodu ile nümerik çözümler 

 

Bu kısımda varyasyonel iterasyon metodunu yukarıda belirttiğimiz prosedürlere uygun 

şekilde aşağıdaki örnek probleme uygulayacağız. Başlangıç değer koşulları aşağıdaki 

gibi verilen kesirli mertebeden telegraf kısmi diferansiyel denklemin  

 

      

                     

 

nümerik çözümlerini bulmak için varyasyonel iterasyon metodunu uygulayalım.  

Verilen denklem için doğrulama fonksiyoneli genel hatlarıyla 

 

 
                               (3.2) 

 

formülü ile ifade edilir. (2.7) denkleminde Lagrange çarpanının değeri  
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olarak bulunmuştu. Sonuç olarak iterasyon formülü 

 

 
          

 

şeklinde yazılır. Varyasyonel iterasyon metodunun prosedürlerine uygun olarak (2.2) 

ifadesinde belirtilen başlangıç tahmininden ve (3.1) ifadesindeki başlangıç değer 

koşullarından 

 

 

 

olup buradan da 

 

                                            (3.4) 

 

şeklinde bulunur. Bu son denklem de 

 

    

olarak yazılabilir. Şimdi (3.1) daki başlangıç değer koşulları ve (3.4) deki  

değeri ve türevleri bu son denklemde yerine yazılırsa 

 

 
        

bulunur. Sadeleştirmeleri yapıp  ifadesini iç kısma dağıtılır, 

 

 
 

son ifadenin integrali alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

  
      

olur. Buradan da gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

 

                        (3.5) 



BAUN Fen Bil. Enst. Dergisi, 24(1), 182-196, (2022) 

190 

 

şeklinde elde edilir. Elde edilen bu tespitle ve aynı hareket tarzıyla ardışık yaklaşımları 

bulmaya devam edelim. (3.3) denkleminde  olarak alınırsa 

 

        

olur. (3.1) denkleminde başlangıç değer koşulları ve (3.5) denkleminde  değeri 

ve türevleri bu son denklemde yerine yazılırsa 

 

 
 

ve gerekli işlemler yapılırsa 

 

               (3.6) 

                      

elde edilir. Şimdi (3.3) denkleminde  olarak alıp aynı işlemleri uygularsak 

 

     
bulunur. Buradan da gerekli işlemler yapılırsa 
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sonucu bulunur. İşlem zorluğundan dolayı sonraki adımlar elde etmek oldukça güçtür.  

Laplace dönüşüm metodu kullanılarak (3.1) probleminin tam çözümünün  

 
 

olduğu kolaylıkla görülebilir. Matlab programını kullanarak tam ve yaklaşık çözümler 

için aşağıdaki grafikler elde edilir.   

 

 
Şekil 1.  ve  aralığında tam çözümün grafiğini verir. 

 

 

 
 

Şekil 2. Varyasyonel iterasyon metodu ile ,  ve    

aralığındaki grafiğini verir. 
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Şekil 3. Varyasyonel iterasyon metodu ile ,  ve    

aralığındaki grafiğini verir. 

 

 

 
Şekil 4. Varyasyonel iterasyon metodu ile ,  ve    

aralığındaki grafiğini verir. 

 

 

4.  Sonuç 

 

Bu çalışmada kesirli mertebeden telegraf kısmi diferansiyel denklemin varyasyonel 

iterasyon metoduyla çözümü ele alındı. Bu metot kullanılarak, her türden lineer ya da 

lineer olmayan kesirli mertebede kısmi diferansiyel denklemlerin ve yüksek mertebeden 

kısmi diferansiyel denklemlerin ardışık yaklaşımlarına adım adım ulaşılabilir ve 

nümerik çözümleri elde edilebilir. Metot, analitik çözümü olmayan problemlerde ve 

non-lineerliği kuvvetli olan problemlerde sayıca fazla iterasyonla ve zorlayıcı 

çözümlerle olsa da bir dizi iterasyon sonucu çözüme hassas bir şekilde yakınsayabildiği 

görülmektedir. Çözümlerin yakınsama hassaslığı, başlangıç yaklaşımının ve Lagrange 

çarpanının iyi tayin edilmesiyle ilgilidir. Bu metodun kesirli mertebeden telegraf kısmi 

denklemine uygulanması bu çalışmayı farklı yapmaktadır. Şekiller karşılaştırıldığında, 

Şekil 1. tam çözümün grafiği ile Şekil 2., Şekil 3. ve Şekil 4. yaklaşık çözümlerin her 

adım için hesaplanan grafiklerinin birbirine oldukça yakın olduğu görülür. Böylece 
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verilen metodun bu kesirli mertebeden telegraf kısmi diferansiyel denklemin yaklaşık 

çözümü için elverişli ve iyi sonuçlar verdiği söylenebilir. 
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