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Öz 

 

Kısmi Diferansiyel denklemlerin analitik çözümleri, kuantum mekanik ve plazma fiziği 

gibi alanlarda, açığa çıkmamış olayların açıklanmasında fayda sağlamaktadır. Bu 

çalışmada, lineer olmayan kısmi türevli Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) 

diferansiyel denkleminin analitik çözümlerini bulmak için Homojen Denge Metodundan 

yararlanılmıştır. Homojen Denge Metodunun Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff 

denklemine uygulanmasıyla elde edilen analitik çözümler literatürde bulunan 

sonuçlarla karşılaştırılmış ve literatürde bulunan çözümlerle uyumlu hiperbolik ve 

trigonometrik tipten fonksiyonlar elde edilmiştir. 

 

Anahtar kelimeler: Calogero–Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) denklemi, homojen denge 

metodu.  

 

 

Analytical solutions of Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff equation  
 

 

Abstract 

 

Analytical solutions of Partial Differential equations are useful in explaining 

unrevealed events in areas such as quantum mechanics and plasma physics. In this 

study, the Homogeneous Balance Method is used to find analytical solutions of the 

nonlinear partial differential Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) differential 

equation. Analytical solutions obtained by applying the Homogeneous Balance Method 

to the Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff equation are compared with the results found in 

the literature, and hyperbolic and trigonometric type functions that are compatible with 

the solutions in the literature are obtained. 
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1. Giriş 

 

Lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemlerden; plazma fiziği [1,2], akışkanlar 

mekaniği [3], fiber optik [4] ve birçok bilim alanında yararlanılmaktadır. Bu 

denklemlerin çözümlerini elde etmek için nümerik ve analitik metotlar geliştirilmiştir 

[5]. Bu metotlardan; Varyasyonel İterasyon Metot [6, 7], Homotopi Analiz Metot [8], 

Homotopi Pertürbasyon Metot [9-11], Adomian Ayrışım Metot [12], Homojen Denge 

Metot [13-24] ve diğerleri son yirmi yılda litaratürde bulunan çalışmalardandır. Lineer 

olmayan denklemlerin çözümlerine Homojen Denge Metodun kullanımıyla hızlı ve 

analitik sonuçlara ulaşılmaktadır. Lineer olmayan kısmi türevli Korteweg-de Vries 

denklemlerinden olan Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) denklemi, farklı 

çalışmalarla tanıtılmıştır [25-34]. Bu çalışmada, CBS denkleminin analitik çözümlerini 

elde etmek için yapılan literatür çalışmasında Homojen Denge Metodun bu denkleme 

uygulanmadığı tespit edilmiştir. Homojen Denge Metodun lineer olmayan denklemlerin 

analitik çözümlerinin elde edilmesinde uygun bir metot olmasından dolayı CBS 

denklemine uygulanmıştır.   

Lineer olmayan kısmi türevli CBS denklemi, U  bağımlı değişken, ,x t  bağımsız 

değişkenler olmak üzere; 

 

2 4 0xt y xx x xy xxxyU U U U U U+ + + = ,                                                                                 (1) 

 

şeklindedir. 

 

(2+1) boyutlu CBS (1) denklemi, Riemann'ın y ekseni boyunca yayılan dalga ile x 

ekseni boyunca yayılan dalga arasındaki etkileşimi açıklamaktadır [25].     

 

 

2. Homojen denge metodu 

 

Lineer olmayan denklemlerin analitik çözümlerini elde etmek için kullanılan Homojen 

Denge metodu, [13-24] kaynaklarında incelenmiştir. Bu metot, dengeleme terimi 

esasına dayanır ve kolay bir algoritması vardır. Homojen Denge metodu ile lineer 

olmayan bir kısmi türevli diferansiyel denklemin tam çözümü, 

 

0

( ) ( )
M

i

i

i

U q  
=

= ,                                                                                                        (2) 

 

formunda aranır. Burada iq ler sabit ve 

 

tanh( ), coth( )k k   = = ; 

 

fonksiyonları da 

' 2a b c  = + +  ve    
' 2(1 )k = − , 
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denklemlerin çözümleridir. Homojen Denge metot, kısaca aşağıdaki maddeler halinde 

özetlenebilir; 

 

i. Lineer olmayan bir kısmi türevli diferansiyel denklem 

 

( ), , , , , , ... 0,t x tt xt xxF U U U U U U =
                                                                                

(3) 

 

şeklinde yazılabilir. ( , )U U x t=  bilinmeyen fonksiyon olmak üzere (3) denkleminde  

 

( ) ( , t),U U x kx lt d = = + + ,                                                                               (4) 

 

dönüşümü uygulanırsa;  

 
' '' '''( , , , ,...) 0,P U U U U =                                                                                                  (5) 

 

kapalı formda (5) adi diferansiyel denklemi elde edilir. 

 

ii. (3) numaralı denklemin çözümü ise (2) formunda bulabilmek için N dengeleme 

terimine ihtiyaç vardır. Bu metodun işleyişi “dengeleme terimi” olarak adlandırılan ve 

en yüksek mertebeli lineer terim ile en yüksek dereceli lineer olmayan terim 

karşılaştırılmasına dayanır. Bu N dengeleme terimi lineer olmayan herhangi bir adi 

diferansiyel denklemde en yüksek mertebeden lineer olan terim 

q

q

d u

d
, en yüksek 

dereceden lineer olmayan terim 

s
r

p

r

d u
u

d

 
 
 

ve N dengeleme terimi olmak üzere 

( )N q Nq s N r+ = + +  eşitliğinden elde edilir [23]. 

 

iii. Dengeleme terimi N değeri bulunduktan sonra (2) de yerine yazılarak (3)  

denkleminin çözümü: 

 

( ) ( ) ( )1 0

1
... 0N N

N N
U     −

−
= + + =+ , 

 

formunda aranır. Burada  , 

 
' 2a b c  = + +  veya    ' 2(1 )k = − , 

denklemlerin çözümüdür ve , ,ca b  ve k  sabitler olmak üzere U  ve türevleri alınarak, 

mathematica gibi programlar yardımıyla, elde edilen sabitler (5) numaralı denklemde 

yerlerine yazılır. 

iv. (5) numaralı denklemde U ve türevleri yerine yazılırsa, katsayılar
ia ’lerden oluşan 

 ’li cebirsel denklemler elde edilir. Bu cebirsel denklemler düzenlenerek elde edilen   

‘nin katsayıları, 

1 0( , ,...,q , ,...) 0, ( 0,1,2,3,..., )n m mP q q k w n m− = =  
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şeklindedir. Bulunan cebirsel denklem sistemleri birtakım hesap programları yardımıyla 

sıfıra eşitlenerek çözümlenir. 

v. Elde edilen çözümler (2) çözüm önerisinde yerine yazılarak (5) numaralı denklemin 

tam çözümüne ulaşılır. (5) denklemi (3) denkleminin dönüşümü olduğu için (3) 

numaralı denklemin çözümü elde edilmiş olur [13-24]. 

 

 

3.  Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) denkleminin homojen denge metodu ile 

analitik çözümleri 

 

Lineer olmayan kısmi türevli Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) (1) numaralı 

denklemine  

 

( , , ) ( ),U x y t U x y t  = = + + ,                                                                                     (6) 

 

dönüşümü uygulanırsa, 

 
2'''' 3(( ') ) ' '' 0U U U+ + = ,                                                                                              (7) 

 

(7) denklemi elde edilir. c   integral sabiti olmak üzere, (7) denkleminin integrali 

alınırsa 

 
2''' 3( ') ' c 0U U U+ + + = ,                                                                                               (8) 

 

(8) denklemi bulunur. (8) denkleminde 'U V= alınır ve düzenlenirse, 

 

 2'' 3 c 0V V V+ + + = ;                                                                                                (9) 

 

denklemi elde edilir. (9) denkleminde ''V   ile 2V   terimleri arasında dengeleme işlemi 

yapılırsa, dengeleme terimi 2 2 ,m m+ = 2m =  elde edilir. Bu yüzden çözüm önerisi 

 
2

0 1 2( )V a a a  = + + ;
                                                                                               

 (10) 

 

şeklindedir. Burada, 

 
2' ,k l m  = + +                                                                                                         (11) 

 

(11) denklemi ve  , ,k l m  sabitler olmak üzere; 

 
2

1 1' ' ( ),V a a k l am  = = + +  

2 2

1 1 1 1'' 2 ' ' 2 ( ) ( ),V a k a l a k k l am a l k l am      = + = + + + + +  

2 3 2 2 2

1 1 1 1 1 12 2 2 ,a k a kl a km a kl a l a lm    = + + + + +  

2 3 2 2

1 1 1 1 12 3 2 ,a k a kl a km a l a lm   = + + + +  
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.

.

. 
 

V’nin türevleri bulunur ve (9) denkleminde yerlerine yazılırsa, 

 
2 4 3 2 2 4 3 2 2 2 2

2 2 1 2 0 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 2 2

2 1 1 0 2 1 1 1

2

1 1 0 0

3 6 6 6 10 8 4 6 2

3 6 2 3 2

3 0

a a a a a a k a kl a km a l a lm a m

a a a a a k a kl a km a l

a lm a a a c

       

       

 

+ + + + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + + =
 

 

denklemi elde edilir. Burada   ve kuvvetleri sıfır olmayacağından   ve kuvvetlerinin 

katsayılarından oluşan, 

 
4 2

2 2: 3 ( 2 ) 0,a a k + =
 

3 2

2 1 2 1: 2(3 5 ) 0,a a a kl a k + + =
 

2 2 2

2 0 2 2 2 1 1: 6 8 4 3 3 0,a a a km a l a a a kl + + + + + =
 

1 2

2 1 0 1 1 1: 6 6 2 0,a lm a a a km a l a + + + + =
 

0 2 2

2 1 0 0: 2 3 0,a m a lm a a c + + + + =
 

 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklemler Mathematica yardımıyla çözümlendikten 

sonra,  

 
2 2

2

2 1 02

0

12 8
2 , , ,

6 2 6

k lm km l
a k a a

a km l





− − −
= − = =

+ + +
                                             (12) 

2 2 2 4 216 8
.

12

k m kl m l
c

− + − +
=

 
 

katsayıları elde edilir.  

Durum 1: (11) denklemi için '  ve 2  terimleri arasında dengeleme terimi 

hesaplanırsa dengeleme teriminin değeri 1 2 , 1m m m+ = =  elde edilir. Buradan Ricattti 

denkleminin özel çözümü olan 
0

tanh
m

i

i

i

b 
=

=  den çözüm önerisi, 

 

0 1 tanh( ),b b = +                                                                                                       (13)  

 

elde edilir. (13) denklemi (11) denkleminde yerine yazılırsa, 

 
2 2 2

1 0 0 1 1 1 0 0tanh( ) 2 tanh( ) tanh( ) tanh( ) l 0b k b b k b b b b k b l m   − − − − + − − − =
 

 

denklemi elde edilir. Bu denklem düzenlendiğinde, 

 

( ) 
2

1 1 tanh( ) 0,b b k l − + =
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( )1 02 tanh( ) 0,b b k l − − =
 

2

1 0 0 0b b k b l m− − − =
 

 

denklem sistemine ulaşılır. Bu denklem sisteminin çözümleri, 

 
2

1 0

1 4
, ,

2 4

l l
b b m

k k k

− − −
= = = ,                                                                                    (14) 

 

şeklindedir. (12) ve (14) denklemleri  (10) ve (13) denklemlerinde yazılarak 

düzenlenirse (9) denklemin çözümü, 

 
212 tanh( ) 8

,
6

V
 − − +

=                                                                                             (15) 

 

şeklindedir ve (15) numaralı denklemde 'U V=  alınır ve düzenlenirse, (1) denklemin 

çözümü, 

 

1

1
( ) (4 ) 2 tanh ,

6
U    = − + +                                                                                     (16) 

 

(16) hiperbolik tip fonksiyon şeklinde elde edilir. 

Benzer şekilde aynı işlemler  
0

coth
m

i

i

i

b 
=

=  içinde yapılırsa, 

 

112 coth( ) 8
( ) ,

6

a b
V

 


− − +
=                                                                                      (17) 

 

denklemi elde edilir. (17) denkleminde 'U V=  alınır ve düzenlenirse, (1) denklemin 

çözümü, 

 

2

1
( ) (4 ) 2coth ,

6
U    = − + +                                                                                     (18) 

 

şeklinde olur. (16) ve (18) çözümleri; birbirleriyle benzer hiperbolik tip 

fonksiyonlardır.  

 

Durum 2: (11) denkleminde  1, 0k l= =  için 2' m = +  olur ve 

 

,

tanh( ), 0

1
( ) 0

tan( ), 0

m m m

m

m m m



 












− − −

= =





−  

 

çözümleri elde edilir. Buradan da (1) denklemin çözümü, 

0m için,  
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212 tanh( ) m 8
( ) ,

6

m m
V

 


− − −
=  

 

 'U V=   alınır ve düzenlenirse, 

 

( )3

1
( ) 4 2 tanh ,

6
U m m m   = − + − −                                                                   (19) 

 

0m=  için,   

 
2

2

12
( ) ,

6
V

 




− −
=   

 

'U V=  alınır düzenlenirse,  

 

4

2
( ) ,

6
U





= −                                                                                                           (20) 

 

şeklinde hiperbolik tip çözümler elde edilir ve 0m  için, 

 
212 tan( ) m 8m

( )
6

m
V

 


− − −
=  ,   

 

'U V=  alınır ve düzenlenirse, 

 

5

1
( ) (4 ) 2 tan ,

6
U m m m   = − −                                                                           (21) 

 

şeklinde trigonometrik tip çözüm elde edilir.  

 

(19) fonksiyonunun 1, 1m = − = değerleri için  

 

5
( ) 2 tanh ,

6
U   = − +   

 

Çözüm eğrisinin grafiği Şekil 1 de gösterilmiştir.  
 

10 5 0 5 10

3

2

1

0

1

2

3

U

 

Şekil 1. CBS denkleminin, 
5

( ) 2 tanh ,
6

U   = − +  çözüm eğrisi. 
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4. Sonuçlar  

 

Bu çalışmada, lineer olmayan dalga denklemlerinden Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff 

CBS denklemine Homojen Denge metodu uygulanmıştır. Bulunan fonksiyonlar ve 

türevleri CBS denkleminde yerine yazılarak sonuçların doğruluğu tespit edilmiştir. Bu 

metotla CBS denkleminin hiperbolik ve trigonometrik tipte çözümlerine ulaşılmıştır. 

Yukarıda ifade edilen bu çözümler [31] kaynağında bulunan çözümlerle uyumludur. 

Ancak, [31] kaynağında Sine-Gordon Açılım Metodundan faydalanarak kompleks 

fonksiyon çözümleri de elde edilmiştir. Bu sebeple, lineer olmayan kısmi türevli 

denklemlerin hiperbolik ve trigonometrik tipte çözümlerini elde etmek için kolay 

algoritmasından dolayı Homojen Denge metodu tercih edilebilir. 
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