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Bayesci Yaklasim ile Regresyon Modellerinde Parametre Tahmini

Samet KAYA!, Esin KOKSAL BABACAN?*

Oz

Regresyon analizi, aralarinda sebep- sonug iligkisi bulunan iki veya daha fazla degisken arasindaki iliskiyi modellemek
ve incelemek i¢in kullanilan istatistiksel bir yontemdir. Klasik istatistikte, bilinmeyen parametreler sabit birer deger olarak
alinirken Bayesci istatistikte birer rasgele degisken olarak géz Oniine alinir ve bunlarin da kendilerine ait dagilimlar
oldugu varsaymm kullanilir. Onsel dagilim olarak adlandirilan bu dagilm bilgisi ve &rneklem bilgisi kullanilarak
parametrelere iliskin sonsal dagilim elde edilir. Parametre ile ilgili her tiirlii sonug ¢ikarimi bu sonsal dagilim kullanilarak
yapilir. Bu ¢alismada ilk olarak alinan bir model icin simiilasyonla veriler iiretilmis ve iiretilen bu veriler kullanilarak
model parametreleri klasik regresyon ve Bayesci regresyon kullanilarak tahmin edilmis ve her iki yontemin sonuglari
kargilagtirilmistir. Daha sonra literatiirde verilen teslim siiresi verileri i¢in benzer karsilagtirma islemi yapilmistir. Yapilan
kargilagtirma sonucunda her iki yontemle elde edilen tahminlerin benzer oldugu sonucuna ulasilmistir. Simiilasyonlar i¢in
Matlab programi ve Bayesci regresyon sonuglari i¢cin Winbugs programi kullanilmistir.

Anahtar Kelimeler: MCMC (Markov Chain Monte Carlo), Bayesci ¢ikarim, Regresyon analizi, Winbugs

Bayesian Approach to Parameter Estimation in Regression Models

Abstract

Regression analysis is a statistical method used to model and analyze the relationship between variables. The main
objective of regression analysis is to estimate unknown parameters in the regression model. In classical statistics, the
least-squares estimation method is used to estimate these unknown parameters. On the other hand, in Bayesian statistics,
parameters are considered as random variables and they have their distribution. By using this distribution information and
sample information, the posterior distribution of the parameters is obtained. Any results related to the parameter are made
by using this posterior distribution. This study aims to compare the estimation results which are obtained by classical
regression and Bayesian regression. For this purpose, first, the data are obtained for the considering model by the
simulation and the results of both methods are compared. Then, a similar comparison is made for the real dataset given
in the literature. The Matlab program is used for the simulations and the Winbugs program is used for Bayesian regression
results.
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1. Giris

Bayes Teoremi ilk olarak 1793 yilinda Bayes tarafindan ortaya atilmistir. Klasik istatistikten
farkli olarak Bayesci istatistikte parametreler birer rasgele degisken olarak goz oniine alinir. Bu
nedenle, parametrelerin de kendilerine ait dagilimlar1 vardir. Bayes yaklasiminda, ilk asamada
modeldeki parametreler i¢in alinan bu dagilimlar 6nsel dagilim olarak bilinir (Gelman and et al.,
2004). Daha sonra 6rneklem bilgisi ve onsel dagilim bilgisi kullanilarak parametrelere iliskin bilgiler
giincellenir ve sonsal dagilimlar elde edilir. Parametrelere iliskin tiim sonug ¢ikarimlari bu sonsal
dagilimlar kullanilarak yapilir.

Regresyon analizine Bayesci yaklagim onsel bilgi kullanimina izin verir. Bayesci regresyon ile
orneklem sayisinin az oldugu durumlarda bile iyi sonuglar elde edilir (Wundervald, 2019). Bayesci
sonug ¢ikariminda, parametreler igin bilgi vermeyen onseller kullanildiginda elde edilen sonuglar
klasik yontemlerle elde edilen sonucglara benzer olmaktadir (Gamerman and Lopes, 2006). Tek
bicimli (uniform) dnsel dagilimlar, diiz (flat) 6nsel dagilimlar ve Jeffreys’in onsel dagilimlari bu tiir
onsel dagilimlara ornek olarak verilebilir (Gamerman and Lopes, 2006). Bilgi veren Onseller
kullanildiginda ise bir¢ok durumda sonsal dagilimin agik formunun elde edilmesinde zorluklarla
karsilagilmaktadir. Bu nedenle bilgi veren 6nsellerin kullanildigi durumda Bayesci regresyonda sonug
cikarimi yapabilmek i¢in gelistirilen simiilasyon yontemleri kullanilir. Bu simiilasyon yontemleri ile
analitik olarak elde edilemeyen sonsal dagilimlardan Orneklemler cekilir ve bu oOrneklemler
kullanilarak sonu¢ ¢ikarimina gidilir. Bu simiilasyon yontemleri Markov Chain Monte Carlo
(MCMC) yontemleri olarak bilinir (Gamerman and Lopes, 2006).

Bu ¢aligmanin amaci istatistigin dnemli bir konusu olan regresyon analizinde Bayesci sonug
cikariminin nasil yapildigini aragtirmak ve uygulama g¢aligmasi ile parametre tahmin sonuglarini
klasik yontemlerle elde edilen sonuglarla karsilagtirmaktir. Bu amagla ikinci boliimde dogrusal
regresyon analizi i¢in basit ve coklu dogrusal regresyon modelleri hatirlatilmistir. Ugiincii boliimde
Bayesci sonug ¢ikarimi ana hatlari ile verilmistir. Dérdiincii boéliimde regresyon modellerinde Bayesci
yaklasim ile sonug¢ ¢ikariminin nasil yapilacagi anlatilmistir. Bilgilendirici ve bilgilendirici olmayan
onsellerin kullanim ile sonsal dagilimlarin nasil elde edilecegi verilmistir. Besinci boliimde Bayesci
sonu¢ ¢ikariminda yaygin kullanima sahip olan sonsal dagilimlardan Orneklem c¢ekme
yoéntemlerinden Gibbs algoritmasi verilmistir. Altinci boliim uygulama ¢alismalarina ayrilmstir. ilk
olarak alinan bir regresyon modeline iligkin farkli parametre degerleri i¢in simiilasyonla veriler
iiretilip parametre tahminleri Bayesci yontemle ve klasik en kiiclik kareler yontemiyle yapilmis ve
elde edilen sonuglar karsilagtirilmistir. Daha sonra literatiirde bulunan gergek veriler kullanilarak

sonug ¢ikarimlart yapilmistir. Son bdliimde ¢alismadan elde edilen sonuglar tartisilmistir.
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2. Dogrusal Regresyon Analizi
2.1. Basit dogrusal regresyon modeli

x bagimsiz degisken ve y bagimli degisken olmak tizere basit dogrusal regresyon modeli,

y= Bo+Pix+e (1)

biciminde ifade edilir. Bu denklemde, 3, kesim noktasi, 3; egim ve € rasgele hata terimidir.
Regresyon analizinin 6énemli bir amaci1 modelde bulunan bilinmeyen parametreleri tahmin etmektir.

Buna gore uydurulan model,
Y = by +bix (2)

olur. Denklemdeki, y, x degiskenine karsilik gelen y degiskeninin uydurulmus ya da kestirilmis
degeridir. Regresyon modellerinde parametre tahmini yapabilmek icin modelde yer alan hata

teriminin saglamasi gereken bir takim varsayimlar vardir. Bu varsayimlar,

i. E(e)=0
ii.Var(e) = o2

iii.Cov (g;,¢) = 0,0 # j igin

dir. Klasik yaklagimda, By, 1 bilinmeyen parametreleri en kiigiik kareler yontemi kullanilarak
kestirilir. Bu yontemde, S, ve f; bilinmeyen regresyon parametreleri, y; gozlemleri ile uydurulacak
regresyon dogrusu arasindaki farklarin karelerinin toplami minimum olacak sekilde kestirilir. Buna

gore,

Bo=YV— B1 % 3)

= Sxy _ Zit yi(xi—%)
Bi= =S ©

Sxx Z?=1(xi_f)2

olarak bulunur (Erar, 2013).
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2.2.Coklu dogrusal regresyon modeli

Coklu dogrusal regresyon modelinde, y bagimli degisken ve onunla dogrusal iligskiye sahip k

tane x bagimsiz degiskeni goz oniine alinir. Buna gére model,

Y= Bo+Pixy+ Boxy+ -+ Prx +e =P+ Z?:lﬁjxj + & (5)

biciminde ifade edilir. Burada ¢, rasgele hata bileseninin yukarida verilen varsayimlari saglandig:
kabul edilir. Coklu dogrusal regresyon modelleri matris formunda yazildiginda sonuglar daha kisa bir

sekilde ifade edilir. Buna gore, 8 = (B, B1, ---,» Bi)' ile parametre vektorii gosterilmek {izere model,
y=Xp+e¢

bigiminde olup, bu matrisler

n n n - - n -
n z Xi1 z Xip *+* z Xik Vi
i=1 i=1 i=1 [
n n

= i=1
n n .30 n
2
z Xi1 z Xi1 z Xi1Xi2 z Xi1 Xk | [ P — z Xi1Yi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

‘ B

TL: n : i n ) n ) n ’
z Xik z XikXi1 z XikXiz " z Xige” z XikYi
L Ldij=1 i=1 i=1 i=1 - Lldi=1 -
gibidir. Buna gore [ i¢in en kiiciik kareler tahmin edicisi,
p=&XX)Xy (6)

bi¢iminde elde edilir (Erar, 2013).

3. Bayesci Sonu¢ Cikarimi

Bayesci yaklasim, 1763’de Thomas Bayes tarafindan ortaya konulan ve matematiksel
istatistigin onemli bir teoremi olan Bayes teoremine dayanir (Gelman and et al., 2004). Bayesci
yaklagimda, 6 parametresi kendine ait dagilimi olan bir rasgele degisken olarak diisiiniiliir. Bu
amagla, ilk olarak 6 parametresi igin I1(0) ile gosterilen 6nsel (prior) dagilim belirlenir.

Daha sonra, géz 6niine alinan model ile ilgili gézlenen y verileri kullanilarak L(0]|y) ile ifade

edilen olabilirlik fonksiyonu olusturulur. Alinan 6nsel dagilim bilgisi ve veri bilgisi giincellenerek 6
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parametresine iligkin sonsal dagilim elde edilir. Buna gore artik, 6 hakkinda tiim istatistiksel
cikarimlar elde edilen bu sonsal dagilim kullanilarak yapilir. Bayesci sonug ¢ikarimi igin bahsedilen

adimlar Bayes teoremi kullanilarak

_p®y) _ LOly)n® _ L(Oly)n)
p(Bly) = p(»  ply)  [L(Bly)n(e)de

(7

bigiminde ifade edilir. Burada, [ L(8]y)I1(0)d® ifadesi sonsal dagilim igin normallestirme sabitidir
ve integral sonlu oldugu siirece degeri sonsal dagilim hakkinda herhangi bir ilave bilgi igermez. Bu

nedenle sonsal dagilim 6nsel dagilim ve olabilirligin carpimi

p(6ly) e« L(8ly)1(6) (8)

biciminde orantisal olarak yazilabilir (Gamerman and Lopes, 2006). Yani, Bayesci yaklasim kisaca var

olan bilginin yeni bilgi ile glincellenmesi olarak ifade edilebilir.

Bayesci yaklasimin klasik yontemlere gore pek ¢ok avantaji vardir. Daha onceki yillarda Bayesci
yaklagimla sonu¢ ¢ikarimi yapabilmek i¢in kullanilan uygulamasi zor olan niimerik integrasyon
yontemleri bilgisayar teknolojileri gelistikce yerini simiilasyon tabanli 6rnekleme yontemlerine
birakmis ve bu sayede, Bayesci yaklasim biyoistatistik, ekonometri, genetik haritalama gibi pek ¢ok
alanda uygulanmaya baslanmistir (Albert ve Chib, 1993; Heath and et al., 1997). Bayesci yontemler,
model kestiriminde en kapsamli ve saglam yaklasimi saglarlar (Congdon, 2004). Bayesci yaklagim
ile yapilan tahminlerde en cok olabilirlikteki gibi asimptotik Normallik varsayimina ihtiyag
duyulmaz. Ciinkii, Bayesci yaklasimda 6rnekleme tabanli yontemler ile parametreler i¢in tam bir
dagilima ulasilir ve Normallik varsayimina ihtiya¢ duyulmaz. Tiim ¢ikarimlar elde edilen sonsal
dagilim kullanilarak yapilir. Ayrica sonsal dagilim hesaplanirken 6nsel bilgiler de kullandigi icin

Bayesci yaklasim klasik yontemlere gére daha dogru tahminler verir.
4. Bayesci Regresyon
Bayesci sonug¢ ¢ikariminda parametreler birer rasgele degisken olarak kabul edildiginden,

regresyona ait (Bg, By, ..., Px) ve o2 parametreleri de birer rasgele degiskendir ve kendilerine ait

olasilik dagilimlar1 vardir.
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4.1. Basit dogrusal regresyon modeline Bayesci yaklasim

Bayesci yaklasimin basit dogrusal regresyon modellerine uygulanmasi,

Sonsal dagilim « onsel dagilim X olabilirlik fonksiyonu

P(ﬁOugll Uzlny) = P(ﬁO'ﬁlfo—z) X P(YJXLBOHBL 02) (9)

bi¢imindedir (Ekici, 2005). Basit dogrusal regresyon modeli,

Vi= Bot+Pixite, i=12,..,n (10)

olmak iizere, Bayesci sonug ¢ikarimi i¢in kullanilacak varsayimlar klasik dogrusal regresyon modeli
i¢in kullanilan varsayimlar ile aynidir. &; ~N (0, 0?) dagilimina sahip rasgele hatalardir. Regresyon
analizinde, x sabit ya da rasgele degisken olabilir. Eger, X rasgele degisken ise hata terimi g;’lerden
bagimsiz oldugu varsayimi yapilmalidir. Yani bu gibi durumlarda, Bayesci sonug¢ ¢ikarimi igin bir
varsayima daha ihtiya¢ vardir. Bu varsayim, Onsel dagilim parametrelerinin X’lerden ve
birbirlerinden bagimsiz olmasidir. Klasik regresyonda, X’in veri oldugu durumda y’nin kosullu
olasilig1 hakkinda X’in dagiliminin bilgi saglamadigi varsayilir. Bayesci sonug ¢ikariminda ise model

X’in 6nsel dagilimi olan g(X|¢)’de icermelidir. Bu sekildeki bir model i¢in ortak onsel dagilim,

P( Y XlBO' Blf 021 (p) = P( Y|X, BO' Blf 02) X g(Xl(p) X P(BOI Blf 021 (p) (1 1)

P(Bo, B1, 0% @) = P(@) X P(By, B1,0%) (12)

olarak ifade edilebilir. P(y|X, By, B1,0%)’yi belirleyen g, B, 0% parametreleri ve g(X|)’yi

belirleyen ¢ parametreleri birbirinden bagimsizdir. Bu durumda,

P(BO' Bll 02' (P|y1 X) = P(BO' Blf()-zly’ X) X P((PlX)

P(BO' Bl) 02' (ply, X) = [P(BO' Bl) 02) X P( YIX; BOJ Bl) 02)] X [P(Xl(p) X P((p)]

biciminde yazilabilir. Onsel dagilimlarin bagimsiz olmasi varsayimindan faydalanarak, ortak sonsal

dagilim ¢arpanlarina ayrilarak;



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 11(2), 439-462, 2021 445

P(BO' Bl) 02' (ply, X) x P(BO' Bl) 02) X P( YIX; BOJ Bl) 02) (13)

bigiminde yazilabilir. Sonsal dagilim, denklem (13)’deki gibi oransallik kullanilarak ifade
edildiginde, bilgi kayb1 olmadan klasik regresyonda oldugu gibi X’in dagilimina olan bagimlilik

ortadan kaldirilmis olur (Ekici, 2005). X, By, B; ve 62 veri iken, y’nin ortalamast,

E(yilxi, Bo, B1,0%) = Bo + Brxi i = 1,2,...,1n
Ve Varyan51,
Var(yilx;, Bo, f1,0%) = 0%,i=12,..,n

olup bagimsiz Normal dagilir. Bu varsayimlara gore olabilirlik fonksiyonu,

1

1
P(YIX, o 1, 0%) & - expl— — B, (i — Bo — frx)?]]
olarak ifade edilir.

4.1.1. Bilgi vermeyen onsel dagilim ile sonu¢ ¢ikarimi

Varyansin bilinmedigi durumda 3,, 3; ve o i¢in en yaygin kullanilan bilgi vermeyen Onsel
dagilim;

P(Bo, B1,0) = P(Bo, B1) X P(0) x i;_oo <Pof1<00< g< ™ (14)

bi¢imindedir. Buradan sonsal dagilim,

1 1 A \2 A
P(Bo, b1, 01y, X) & —mzexp{ — 5 [vs? +nx (Bo = Bo)” + (B + B2 Thoyx” +

2(Bo— Bo) X (Br+ B Xi1x: 13 (15)

0 5 _ = p o= p om0 o Xt (¥i—Bo—B1x)*
v=n—2, Bo=y—pXx, p1= S (- 0)? ST = .

bigiminde yazilir (Zellner, 1971). Denklem (15) ile sonsal dagilimimn, 3, ve f; ortalamali o (X'X)™?
varyans- kovaryans matrisli ¢ok degiskenli normal dagilim oldugu goriliir. Buradan S, f; i¢in

marjinal sonsal dagilim ortak dagilimin o’ya gore integrali alinarak,
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P(Bo,B1ly, X) = J;" P(Bo, By, 0ly, X)do o [vs? +nx (By — Bo) + (By + B)? Tiyxi” +

2(Bo — Bo) X (B + BN % 172 (16)

bi¢iminde elde edilir. Bu ifade, iki degiskenli Student—t dagilimi ile ayn1 yapidadir. Bagka bir deyisle

Bo ve f, parametrelerinin marjinal sonsal dagilimi, Student—t dagilimina uyum saglamaktadir.

Bo ve f1 parametrelerine iliskin sonug ¢ikarimi yapilirken, parametrelerin her birinin marjinal sonsal

dagilimi Student—t olasilik yogunluk fonksiyonunun 6zelliklerine dayanarak,

(v+1)
T, (x —%)° 5 2]
P(Boly. X) o |v+ 2850 (g — Boy2| *, —o0< fy<oo (17)
. _ e
P(Bily,X) v+ B2 g — py2] 7 —w< p<o (18)

gibi elde edilir (Zellner, 1971).
o’da bilinmeyen bir degisken olarak ele alindigindan marjinal sonsal dagilimini elde etmek i¢in,
denklem (15) ile elde edilen birlesik sonsal dagilimin , ve [;’e gore integrali alinir. Bunun

sonucunda;

2

1
P(oly,X) « Fexp(—%), 0<o<o (19)

ifadesine ulasilir. Burada o’nin Ters-Gamma dagilimima sahip oldugu goriiliir. Varyans
bilindigi durumda, elde edilen sonsal dagilim modelinde parametre olarak katsayilar kalir. Model
denklem (16) yapisinda olur. Hatalarin Normal dagildigi varsayimi altinda lineer regresyon
modellerinde parametrelerin sonsal dagiliminin ¢ok degiskenli ¢ dagilimi oldugunu ve varyansin
dagiliminin Ters-Gamma dagilimi oldugunu 1973 yilinda Box ve Tiao yaptiklar1 ¢alismada
ispatlamislardir.

Genel olarak, bilgi vermeyen onsel dagilimla c¢alisildiginda, nokta tahmini ve aralik tahmini

gibi sonug ¢ikarimlari, en kiiclik kareler yontemi ile ayni olacaktir (Gamerman and Lopes, 2006).
4.1.2.Bilgi veren onsel dagilim ile sonu¢ ¢ikarimi

Bir¢ok durumda, arastirmaci 6nceden yapilan arastirmalardan gelen 6nsel bilgiye sahiptir. Daha

onceki denemelerden bilgi edinilmesi yoluyla olusturulan 6nsel dagilim veriye dayali 6nsel dagilim
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iken, kisisel gozlemler veya teorik dayanaklar ile olusturulan 6nsel dagilim ise veriye dayali olmayan
onsel dagilim olarak adlandirilir.

Onsel bilgiyi ifade eden 6nsel dagilim, olabilirlik fonksiyonu ile birlesebilecek uygunlukta bir
matematiksel yapiya sahip olursa sonug ¢ikarimi daha iyi yapilir. Cilinkii, bu sekilde elde edilen sonsal
dagilim da sonug ¢ikarimi yapabilmek i¢in uygun bir fonksiyonel yapiya sahip olur. Bu 6zellikte olan
onsel dagilimlar “Dogal Eslenik Onsel Dagilim” veya “Eslenik Onsel Dagilim” olarak adlandirilir.
Olabilirlik fonksiyonu ile birlestiginde ortaya ¢ikan sonsal dagilim, onsel dagilim ile ayn1 dagilim
sinifina ait ise boyle dagilimlara “Eslenik Onsel Dagilim” denir. “Dogal Eslenik Onsel Dagilim” ise
olabilirlik fonksiyonu ile birlestiginde ortaya ¢ikan sonsal dagilim ile ayni1 dagilimdir ve buna ek
olarak olabilirlik fonksiyonu ile de ayn1 yapidadir. Dogal Eslenik aile ile 6nsel dagilim olusturulurken
ilk olarak olabilirlik fonksiyonu yeterli istatistikler cinsinden yazilmalidir (Raiffa and Schlaifer,
1968).

Varyans bilinmiyorken regresyon modeli i¢in olabilirlik fonksiyonu,

P(y1X, Bo, B1,0) x P1(y,01X, By, f1) X P (ylo)
1 A A n
P, 01X, Bo,B) = exp { =5 [n(Bo = fo)” + (Br — B Z xt

+2(Bo — Bo)(Br— B1) Ti1x:i 1} (20)

2
P,(ylo) = —exp { -2 21

bi¢imindedir. (20) ile verilen dagilim Normal dagilima uyar, 5, ve [; yeterli istatistiktir. (21) ile
verilen dagilim Ters- Gamma dagilimina uymaktadir ve burada, ¢ yeterli bir istatistiktir.

Yeterli istatistiklerin olusturdugu bu yapidan dogal eslenik Onsel dagilima gecildiginde,
notasyonda da gerekli degisiklikler yapilarak dogal eslenik onsel dagilim tahmin edicilerini ifade
etmek gerekir. Buna gore yeterli istatistiklerin yerini alacak 6nsel dagilim tahmin edicileri 8, 1, 7, 5
ile, 6nsel dagilima ait gézlem sayisi ¢ ile ve gézlemler Z§-=1 xj  =1,2,..,t) ile gosterilsin. Veriye-
dayal1 6n bilgi oldugu ve onsel dagilim ile 6rneklem dagiliminin varyanslarinin birbirine esit oldugu
varsayimi ile B, f; parametreleri i¢in dnsel dagilim,
¢ 2
X

1 1 _ _
PBo frly, X) = —exp { =5 [6(Bo = Fo )" + (B = F? )

j=1

+2(ﬂ0 - ,go) X (ﬁl - 51)Z§=1 xi 1} (22)

standart sapma parametresi i¢in dnsel dagilim,
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P(oly) = mexp {— 2 (23)
seklinde elde edilir. Denklem (22) ve Denklem (23)’deki ifadelerin birlesmesiyle ve normallestirme
sabitlerinin atilmasiyla ortak onsel olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir. Bu elde edilen dagilim,

Normal-Gama dagilimi olur ve

P(Bo, B1, 01y, X) =07V Texp { —;7[%2 +t(Bo — 50)2 + (B — B X5 sz
+2(ﬂ0 - ﬁ_o) X (,31 - 31) Z§'=1 xi 1} (24)

biciminde ifade edilir. Bu ifadenin o’ya gore integrali alinarak, [’lar i¢in marjinal onsel olasilik
yogunluk fonksiyonu elde edilir. Benzer sekilde, ’ya gore integral alinarak o icin 6nsel olasilik
yogunluk fonksiyonu elde edilir. Yapilan islemler sonucunda 8 parametreleri i¢in elde edilen marjinal

onsel yogunlugun ¢ok degiskenli Student-t dagilimi oldugu goriiliir (Zellner, 1971).

Sonsal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek i¢in Bayes teoremine gore dogal

eslenik onsel dagilim ile olabilirlik fonksiyonu ¢arpilir. Buna gore,

P(Bo, B1,0ly,X) x o "exp{— [VS + H(Bo — Bo) + (B1 — 31)22 X;

+2(Bo = Bo) x (B - Bl)z 13 X 5V exp { —- 5 [75 + (B — Bo)’
+(B1 — B1)? i Xt + 2(Bo — Bo) x ( B — B1) Yi-1%1} (25)

olup, parametrelere bagli olmayan ifadelerin atilmasi ve gerekli islemlerin yapilmasi sonucunda ortak

sonsal dagilimin son hali,

-n—-t-v-1 1 —.2 2 nBo—tBo z
P(Bo,B1,0ly,X) xo "exp— 5 [(V8? + vs )+T(BO— T) +

.2 .
=1 X%+ 2= X

B1XiLx? B1 't—1X'2 ?
(Z?zlxiz _l_Z]_t:lX]_Z) % <B1 _ (8121_n1 )+(E Z]—Z J )) ]} (26)

(T=n+t) olarak elde edilir.
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Ortak sonsal dagilim, Normal- Gama dagilimi bi¢imindedir. Burada, 3, ve ; igin marjinal

1

(Z{l=1 Xi2 +th=1 Xj 2

sonsal dagilim, ﬁ ve ﬁ ortalamal1 ve g2 < )2> varyansli Normal dagilim olur. o i¢in

marjinal sonsal dagilim ise, ¥ §2 parametreli Ters- Gama dagilimi olur (Zellner, 1971).

Varyans biliniyorsa, varyans artik bir parametre olmayacagindan modelde sadece katsayi
parametreleri i¢in hesaplama yapmak gerekecektir. Bu nedenle bu kisimda sadece temel farklardan
bahsedilecektir.

Normal dagilim i¢in o bilindiginde olabilirlik fonksiyonunu denklem (20)’de,

P(y,olX, Bo, B1) < exp { —;7 [n(ﬁo - ﬁo)z + (b1 — ﬁ1)2 Z?=1xi2 + Z(ﬁo - ,éo) X (ﬁ1 -
P)Tiixi 1} (27)

gibi elde edilmisti. Bu yapiyla uygun diisecek olan 6nsel dagilim da Normal dagilimdir;

1 _ 2 _ 2 _
P(Bo, Baly, X) = exp { 5 [t(Bo = Bo)" + (B1— B)? ). % +2(Bo— Bo) X

t
j=1

( B — B1) th=1 Xj 1} (28)

Bu iki dagilimin ¢arpimindan elde edilecek sonsal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu ise;

1 nBo—tBo 2 n 2 t 2
P(Bo, B1,0ly, X) o exp ~ 22 T(Bo— T) + (2T x + Xj=1Xj ) X

~ _ 2
<B _ (B1 Z?=1Xi2)+( B1 th=1xiz)>
1

n .2 t .2
im1 X2+ 251 X

} (29)

olup goriildiigii gibi bu dagilim yine Normal dagilimdir ve elde edilen sonsal dagilimin ortalamasi

Bayesci tahmini verecektir.
4.2. Coklu dogrusal regresyon modeline bayesci yaklasim
B, k X 1 boyutlu regresyon katsayilar1 vektorii olmak iizere,

y=Xf+ ¢ (30)
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modeli goz ontline alinsin. S ve ¢ parametre ve X biliniyor iken y i¢in olabilirlik fonksiyonu;

PIX,B,0) x—exp [s5 (v = XB) (v — XB)] (31)
bigiminde ifade edilir.

, O —XB)'(y—XpB)
s = , U

; —n—k,f = XXy

olmak tizere olabilirlik fonksiyonu,

POIX,B,0) « —exp {5 [vs?+ (8 —B) X' X(8- )1} (32)
biciminde yazilir (Ekici, 2005).

4.2.1. Bilgi vermeyen onsel dagilim ile sonu¢ ¢cikarimi
p ve o i¢in belirsiz 6nsel dagilim,

P(B,0) x =, —w<fi<o, 0<o<o, i=12..,k (33)

bi¢iminde goz oniine alinsin. Bu durumda, sonsal dagilim olabilirlik fonksiyonu ve 6nsel dagilim goz

Oniine alinarak orantisal olarak,

P(B,0ly,X) o« —exp {s5[vs?+ (8 —B) X' X(B - B) 1} (34)

O—TL
bi¢iminde yazilabilir. Denklem (34)’den, o ve 8 i¢in kosullu sonsal olasilik yogunluk fonksiyonunun,
B ortalamali ve o2(X'X)~! varyansli (k-boyutlu) ok degiskenli Normal dagilim oldugu gériiliir.

Buradan o’ya gore integral alinarak £ i¢in marjinal sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu,

P(Bly) = [,"P(B,oly)do = ;" P(Blo,y) P(cly) do
(k+v)

PBly) |1+ (-5 X (5-p)] * (39)
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bi¢iminde elde edilir. Elde edilen bu dagilimin ¢ok degiskenli Student—t dagilimi seklinde oldugu
goriiliir. Tek tek parametrelere gore ¢ikarim yapilmak isteniyor ise istenilen f; parametresi digindaki

[’lara gore integral alinmalidir. o i¢in marjinal sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

P(aly) = [, P(B,cly)dp

1

2
P(oly) = e { - 2} (36)

bi¢iminde elde edilir (Ekici, 2005). Gorildiigii gibi, onsel bilgi dahil edilmediginde yani bilgi
vermeyen Onsel dagilimlar kullanildiginda sonsal dagilimin ortalamasi olan Bayes tahmin edicisi en

kiigtik kareler tahmin edicisi ile ayn1 olacaktir.
4.2.2. Bilgi veren onsel dagilim ile sonu¢ ¢ikarimi

Regresyonun belirtilen varsayimlarindan ve Bayesci sonug¢ ¢ikariminin dogasindan dolay1
dogal eslenik onsel dagilim, Normal- Gamma formunda bir dagilimdir. Matris notasyonu ile dogal

eslenik onsel dagilimin yapisi,

P(Blo) x o™  exp{—~= (B— B)Z (8- B)} (37)

P(oly) o exp (-2} o=t~k (38)

202

bi¢cimindedir. Denklem (37) ve denklem (38) birlestirilerek ortak 6nsel dagilim,
ke 1 ([ =\ 5
P(Blo) < ok L exp{ = (52 + (8- B) 2 (8- £))} (39)
olarak yazilir. 8, 7, 5% ve X onsel dagilimin parametrelerinin tahmin edicileridir. Burada, X pozitif
tanimli simetrik bir matrisidir.
o biliniyor iken 8 vektorii, k degiskenli ortalamasi 8 ve varyans-kovaryans matrisi 622! olan

Normal dagilimdir. S biliniyor iken ¢’nin dagilimi Ters-Gamma dagilimidir. Buna gore olabilirlik

fonksiyonu,
P(y|B, o) x U—lnexp {—ﬁ <v52 (8- B) XX (B ﬁ))} ,v=n—k (40)

ve sonsal dagilim,
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P(B,oly) x o™ k¥ 1lexp {—ﬁ ((vs?+v5H) + (B - ,[?)’ (B-pB) +
(B-B) xx(B-5)} (41)
dir. Sonsal dagilimi tiim terimleriyle istenilen bigime getirmek icin birkag¢ islem yapilmasi gerekir.

Denklem (41)’da onsel dagilimin tahmin edicileri ve en kiiciik kareler tahmin edicileri ile olusturulan

karesel ifadeler
W=(B-B)2(B-B+(E- ) xx(B- F)
ile gosterilir ise bu terimler ayr1 ayri,

(B-B)z(B- B)=p'ZB—2B2B + BZp
(B— B)X'X(B— B)=B'X'XB—2BX'XB + BX'XP (42)

bi¢iminde yazilir. Her iki satirda f’y1 icermeyen ifadeler goz ardi edilirse denklem (42) ile verilen

iki ifadenin toplami;

W=p'SB—-2B5B+ B'X'XB—2BX'XB =L (Z+XX)B-2(0BE+LX'X)p (43)
ile verilir. Burada,

M=ZX+XXvem=p3+pXX (44)
alinmak iizere Denklem (44)’deki esitliklerden faydalanarak, denklem (43) kisaca

W = B'MB — 2m'B 45)
biciminde ifade edilir. Denklem (45)’teki ifadenin (b? — 2mb)’ye benzer bir yapida oldugu goriiliir.
“Kareye tamamlama” islemi ile (b%? — 2mb) = (b — m)? — m? esitligine ulasilir. Ayn1 mantik ile

denklem (45)’teki ifade,

W=pB'MB-2m'p=(B —MIm)MB-M1m)—m'MIm (46)
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bi¢iminde olur. Burada,
M im=BveM = +XX)1 (47)

denilirse sonsal dagilimin ortalamasi, ﬁ= =(Z+X'X)"1 (X + BX'X) esitligini saglar. Denklem
(47) ile verilen ifadeye gore denklem (46)’daki ifade,

W =pB'MB—2m'B=(B—F)E+XX)(B—-B)— (B +BX'X)B (48)

bi¢imini alir. Denklem (48) ile elde edilen sonug, denklem (41)’de tekrar yerine koyulur ise,

P(,oly) « o exp (=L (ws? 4550 + (8- F) G+ X0 (8- F) -

(B2 +Bx'x)'B )} 49)

elde edilir. Parametreyi icermedigi i¢in denklem (42)’de g6z ardi edilen ifadeler, denklem (49)’a ilave

edilir ve

P(B,coly) « g™ kv 1exp{ ((vs +vs2) + (B - ﬁ) C+Xx'X) (- ,6')+,6’2ﬁ+
px'xp— (B + BX’X)'E)} (50)

elde edilir. Burada, Denklem (50) ile yapilan birkag islem sonucunda,

P(B,oly) cc g7 k"L exp {—% <(vs2 +vs%) + (B - E),(Z +X'X) (B - E) +

ZX'X(B-B)'(B-B)
(Z+X'X) )} (51
elde edilir. Denklem (51)’deki sonsal dagilimin varyansinin parametrelerine iligkin,
75% = (vs? +vsz)+ZXX(ﬁ DYCB) 5 pyp (52)

E+x'x) ’

esitligi elde edilir. (51)’deki dagilim yeterli istatistiklerine gore yazilirsa,
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x g7k exp[ ((ﬁ ,6') CT+X'X)(B- ﬁ))] v exp(—%) (53)

elde edilir. Denklem (53)’e gore ortak sonsal dagilim, E ortalamali ve 6% (X + X'X) ™! varyansh ¢ok
degiskenli Normal dagilimdir. o i¢in marjinal sonsal dagilimin ise ¥5% parametreli Ters-Gamma
dagilimi oldugu goriiliir. § i¢in marjinal sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu ¢ok degiskenli Student-

t dagilimidir ve asagidaki gibi

—V-k

PRI «[1+2 (8- EEX gy | * (54)
edilir (Ekici, 2005),

Bu boéliimde, dogrusal regresyon modellerinde Bayesci yaklasim ile sonug¢ ¢ikarimi yapmak
icin kullanilacak teorik sonuclar anlatilmistir. Fakat bir onceki boliimde de ifade edildigi gibi
giiniimiizde bilgisayar teknolojilerinin de gelismesi ile birlikte Bayesci sonug¢ ¢ikarimi yapilirken
MCMC olarak adlandirilan stokastik simiilasyon yontemlerinden faydalanilmaktadir. Bu yontemler
kullanilarak sonsal dagilimin kapali hali elde edilemese bile dagilimdan ¢ok sayida o6rneklem
cekilebilmekte ve bu 6rneklem kullanilarak sonug¢ ¢ikarimi yapilabilmektedir. Bu ¢alismada sonug

cikarimi icin MCMC yontemlerinden Gibbs algoritmasi anlatilmistir.
5. Gibbs ornekleme algoritmasi

Istenilen bir olasilik dagilimindan birbirinden bagimsiz rasgele sayilar iiretmek i¢in Monte
Carlo simiilasyon yontemi kullanilir. MCMC yontemleri ile ise, iiretilen her yeni deger bir 6nceki
degere bagli olarak zincir degeri bi¢iminde {iretilir. Eger bu zincir yeterince uzun calisirsa ilgilenilen
sonsal dagilim istenilen halini bulur. Elde edilen 6rneklem kullanilarak sonsal dagilima iligkin
ortalama, medyan gibi istenilen istatistikler hesaplanabilir, Bayesci giivenilir araliklar bulunabilir.

En c¢ok kullamilan MCMC yontemleri Metropolis, Metropolis-Hasting ve Gibbs
algoritmalaridir. Metropolis ve Metropolis-Hasting algoritmasinin 6zel bir hali olan Gibbs
algoritmasi, ilk olarak Amerikali fizik¢i Josiah W. Gibbs, sonrasinda ise Geman (1984) taratindan
isimlendirilmistir. Bayesci c¢ikarim i¢in Gibbs 6rneklemesini ilk kez Gelfand ve arkadaslari

kullanmistir. Gibbs algoritmasi kullanilarak 6rnekleme yapilirken, degiskenler arasindaki iliski ile
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ilgili bilgiye ihtiya¢ duyulur, ¢ilinkii Gibbs 6rneklemesi kosullu olasiliklara dayanir. Metropolis
algoritmasinda oldugu gibi yardimci bir dagilima gerek duymaz.

0 = (64, ...,0;)" parametre vektorii, p(y|0) olabilirlik fonksiyonu, w(8) 6nsel dagilim olsun.

Buna gore, 7 (9i|9-, i # ], y) sonsal dagilima,

m (6;]6;, i #j,y) « p(y|60) m(6)
gibi yazilabilir. Gibbs 6rneklemesi i¢in algoritma adimlar asagidaki gibidir:
1. t = 0 igin keyfi bir () = { 81(0), e Hk(o)} baslangi¢ degeri secilir.

2. 6@’ nin her bir bileseni
7 (6,16,9, ..., 6,y )’ den 6, Y,
7 (6,10,Y,0,9 .., 0, y)’ den 6,

7 (010, 1Y, ..., 0,V )’ den 6,V
seklinde elde edilir.

3. t =t + 1alinir ve T istenilen 6rneklem biiytikliigii olmak iizere t < T ise 2.nci adima gidilir

degilse islem bitirilir (Steyvers, 2015).

MCMC simiilasyon yontemlerinde, baslangic degerlerinin etkileri zincirin ilk adimlarinda
goriiliir. Daha ileri adimlarda zincir yavas yavas baslangic durumunu unutur ve duraganlasir.
Analizlerde baslangi¢ degerlerinin etkisinden kurtulabilmek i¢in zincirden elde edilen ilk gézlemler
ihmal edilir. Bunlara, burn in (yakma) degerleri denir (Link and Barker, 2010). Literatiirde, baslangi¢
degerlerinin etkisinden kurtulmak i¢in zincir uzunlugunu belirlemeye yarayan birgok yontem vardir.
Bu yontemlerden en ¢ok kullanilani, ¢ekilen 6rneklemin grafigini inceleyerek zincir uzunluguna karar

vermektir (Gilks and et al., 1996; Walsh, 2004).

6. Uygulama Calismasi

Uygulama ¢aligmasinda,
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y= Bo+pPix;+¢

biciminde basit dogrusal regresyon modeli géz oniline alinmigtir. Sirasiyla, By = 1,1.5,3 ve f; =
2, 3,2 ve x degerleri i¢cin e~N(0,1) olmak {izere Matlab programi yardimiyla 6rneklem sayilari n =
20,30 olarak alinmis ve y degerleri simiilasyon ile tiiretilmistir. ilk olarak, Matlab programi
yardimiyla S, ve B; parametreleri klasik regresyon yontemi ile tahmin edilmistir. Daha sonra ayni
veriler kullanilarak WinBugs programinda bilgi veren 6nsel olarak 8, ve f; lar i¢in Normal(0, 0.001)
ve varyans i¢in Gamma(0.001, 0.001) dagilimlar1 alinmis ve Bayesci yontem ile parametre tahminleri
yapilmis ve sonuglar Tablo 1 ile verilmistir. Bayesci yontemle parametre tahmininde kullanilan
Markov zinciri i¢in 11000 6rneklem ¢ekilmis ve drneklemin bagtan ilk 1000 verisi burn in degerleri
olarak alinip islemlere dahil edilmemistir. Tahmin sonuglarim1 karsilastirabilmek i¢in klasik

yontemde giiven araliklar1, Bayesci yontemde ise glivenilir araliklar hesaplanmaistir.

Tablo 1. Simiilasyon sonuglar1

£ Klasik Regresyon Yontemi Bayesci Regresyon Yontemi
= o
5 Y| n Bo B1 Bo B1
=
20 1.0516 2.0247 1.049 2.021
GA [0.6660, 1.4372] [1.5183,2.5311] [0.6661, 1.430] [1.513,2.521]
Bo=1 SH 0.18354 0.24104 0.002057 0.002773
B1=2 | 30 1.0685 2.0564 1.065 2.055
GA [0.6074, 1.5297] [1.5524,2.5604] [0.6089, 1.529] [1.552,2.558]
SH 0.12513 0.14604 0.002687 0.002463
20 1.5053 3.0666 1.503 3.063
GA [1.0848, 1.9257] [2.5364, 3.5968] [1.085, 1.918] [2.535, 3.586]
Bo=1.5| sH 0.20012 0.25237 0.002168 0.002903
B1=3 5, 1.5265 3.0933 1.524 3.092
GA [1.1945, 1.8585] [2.7628, 3.4239] [1.195,1.850] [2.763,3.421]
SH 0.16207 0.16136 0.001965 0.001615
20 3.0673 2.056 3.064 2.054
GA [2.6586, 3.4760] [1.7277,2.3842] [2.659, 3.470] [1.731,2.378]
BO:; SH 0.19453 0.15624 0.002152 0.00178
Bi=2 5 3.0499 2.0579 3.047 2.056
GA [2.6643, 3.4356] [1.5569, 2.5590] [2.667, 3.430] [1.556,2.550]
SH 0.18827 0.14461 0.002275 0.002448

*SH: klasik yontem i¢in Standart Hata, Bayesci yontem i¢in MC Standart Hatas1; GA: klasik yontem i¢in %95 giiven diizeyinde giiven
aralig1, Bayesci yontem i¢in %95 lik giivenilir aralik
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Tablo 1’e bakildiginda klasik yontemle elde edilen basit dogrusal regresyon parametre
tahminleri ile Bayesci yontemle elde edilen parametre tahminleri benzer sonuglar vermistir ve elde
edilen bu sonuclar simiilasyonla verilen gercek degerlere oldukca yakindir. Bu parametre
tahminlerine iligkin gliven araliklarina bakildiginda Bayesci yontemle elde edilen giivenilir araliklarin
klasik yontemle elde edilen giiven araliklarina gore daha dar bir aralik olusturdugu goriilmektedir.
Ayrica, klasik ve Bayesci yontemle elde edilen giiven araliklari 0 degerini icermediklerinden
parametrelerin modele katkilar1 nemlidir sonucu ¢ikarilabilir.

Bayesci yontemle elde edilen parametre tahminlerine 6rnek olmasi agisindan, By = 3, ;=2
oldugu durum g6z oniine alinmis ve n=20, 30 i¢in elde edilen parametre degerlerine iligskin grafik (iz

grafigi) ve sonsal yogunluk grafikleri asagidaki gibi elde edilmistir.

Betel=3, Betol=2 ve N=20

] Brestar] marnpe: 10001
:_;E in
g:g 2140
2:5" |||I.||||'|II||-|‘I‘|"|JF ﬂrli 10
20 aa
T T T T T T
10850 10900 10850 210 a0 410
terariion
Bt Bt | e 10001
a0 a0
23 210
20 -f.l|'|ru."'| H'"ﬂ'ﬂ'w"w"*l o H"IIIH".I'*‘!'-I'I
15 140
140 aa
T T T T T T T T
10850 10900 108450 10 15 20 25

eyramon

Betol=3, Betol=2 ve N=30

Exestan) Ereston)
40 210
15 15
<] 0
25 25
20 210
T T T T T T
10850 10900 10850 10850 10900 10850
e aricw tewr i
Exestar ] Brestar 1 ormpalen: 10000
40 2140
30 15
10
20 s
10 ik}
T T T T T T T
10850 10900 10850 aa 10 20 an

tesraaon

Sekil 1. B¢ = 3 ve B1=2 ve n=20 ve 30 degerleri icin iz ve sonsal yogunluk grafikleri

Sonuglara gore parametre degerleri belli bir ortalama etrafinda (simiilasyonla verilen gercek
deger etrafinda) salimim gostermekte ve sonsal olasilik yogunluk grafikleri de Normal dagilima
benzerlik gostermektedir.

Gergek veri ile uygulama c¢alismasi i¢in ise (Erar, 2013)’te verilen teslim siiresi verileri
kullanilmigtir. Problem asagidaki gibidir.

“Bir mesrubat siseleme fabrikasi, dagitim sistemindeki otomatik satis makinelerinin servis

giizergahlarini incelemektedir. Giizergahtaki bir operatdriin, satis magazalarindan birindeki otomatik
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satts makinesine bakim yapabilmesi i¢in yaklasik olarak gereken siire kestirilmek istenmektedir.

Bakim hizmetleri, icecek iriinleriyle makineleri stoklama, kii¢lik ¢apli bakim ya da temizligi

icermektedir. Bu ¢aligsma i¢in endiistri miihendisi iki 6nemli degiskenin teslim siiresini (y) etkiledigini

one siirmiistiir: Stoklanmig {iriin sayis1 (x;, teslim hacmi) ve giizergahtaki operatoriin yiiriiyerek

kattettigi mesafe (x,). Miihendis teslim siiresi i¢in 25 gozlem almistir.” Bu gozlemler Tablo 2 ile

verilmistir. Teslim siiresi verileri i¢in,

Y= Bo+ Pixy + Pax, + ¢

coklu dogrusal regresyon modelinin uygun oldugu diisiiniilmektedir.

Tablo 2. Teslim siiresi verileri

Giiz.len.l :I‘esl'im }‘lgscllinnil Mesafe Giiz.len.l :[‘esl.im Tes!im Mesafe

verileri siiresi (y) (1) (x2) verileri siiresi (y) hacmi (x1) (x2)
1 16.68 7 560 14 19.75 6 462
2 11.50 3 220 15 24.00 9 448
3 12.03 3 340 16 29.00 10 776
4 14.88 4 80 17 15.35 6 200
5 13.75 6 150 18 19.00 7 132
6 18.11 7 330 19 9.50 3 36
7 8.00 2 110 20 35.10 17 770
8 17.83 7 210 21 17.90 10 140
9 79.24 30 1460 22 52.32 26 810
10 21.50 5 605 23 18.75 9 450
11 40.33 16 688 24 19.83 635
12 21.00 10 215 25 10.75 4 150
13 13.50 4 255

Burada, x; ile teslim hacmi, x, ile mesafe alinmak {izere, Bayesci sonu¢ ¢ikarimi igin,

WinBUGS programinda, onsel olarak, modeldeki tiim parametreler i¢in, ortalamasi 0 ve kesinligi

0.001 (kesinlik= 1/varyans) olan Normal dagilim alinmistir. Modelin kesinligi (tau) i¢in, alfa ve teta

parametresi ¢ok kiigiik olan Gamma dagilimi alinmistir. Bayesci yontemle parametre tahmininde

kullanilan Markov zinciri i¢in 11000 6rneklem ¢ekilmistir ve alinan 6rneklemin bagtan ilk 1000 verisi

burn in degerleri olarak atilmis, analize dahil edilmemistir. Buna gore elde edilen sonuglar asagidaki

gibidir.
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node mean sd MC error | 2.5% median 97.5%
betal 2.356 1.158 0.01253 0.09126 2.343 4658
betal 1.613 0.17ar p.o01e42 |1.261 18612 1.965
beta? 0.01441 0.003745 | 4.07E-S 0.007083 0.01439 0.02156
tau 0.09396 002352 3.218E-4 |0.04825 0.09128 0.1575

Sekil 2. Ozet istatistikler

Modeldeki MC hatalar1 oldukga kiigiik elde edilmistir. Burada model asagidaki yapida olusturulmus;

y = beta0 + betal X x1 + beta2 X x2

ve elde edilen sonuglara gore parametre tahminleri;

betal 2.356
B=|betall =| 1.61
beta?2 0.01459

olarak bulunmustur. Sonsal yogunluk fonksiyonlarinin grafikleri asagida verilmistir.

betal sample: 10000 betal zample: 10000
0.&r 30r
0.3r =0k
n2r
oAt 1.0p JL
oL 0.0
T T T T T T T T T
-5.0 0.0 5.0 0.5 1.0 1.5 20
beta2 zample: 10000 tau sample; 10000
1500 - 1501
100.0 - 10,0}
500 s0r
0.0t 0.0
T T T T T T T T T
-0.01 0.0 0.01 0.02 0.0 0.1 0.2

Sekil 2. Tahmin edicilerin Yogunluk Fonksiyonu

Sekillere gore parametrelerin sonsal dagilimlarinin Normal dagilima yakin oldugu goriilmektedir.

Kesinlik i¢in ise ¢arpik bir dagilim oldugu goriilmektedir.
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Sekil 3. Tahmin edicilerin Iz Grafikleri

460

Sekil 3°te verilen iz grafiklerine bakildiginda 6rneklemenin belli bir ortalama etrafinda gezindigi

goriilmektedir. Verilere iliskin elde edilen klasik tahmin sonuclari ve Bayesci tahmin sonuglari

asagida Tablo 3 ile 6zetlenmistir.

Tablo 3. Teslim verilerine iliskin sonuglar

o . o . Monte

Klasik . /09.5 Guveun p- Standart Bayesci /.‘?95 l.l k Carlo
Regresyon Diizeyinde Gitven degeri Hata Regresyon Giivenilir Standart

Y arahklan g gresy arahklar

hatasi
Bo 2.341 [0.0658,4.6161] | (.044 1.097 2.356 [0.1313, 4.658] 0.01253
B1 1.6159 [1.2618,1.9700] | 0.0001 0.1707 1.610 [1.266, 1.963] 0.001848
B 0.01438 | [0.00689, 0.0218] | 0.001 0.00361 0.01459 [0.0077,0.0224] | 4.07E-5

R’ 0.9559 0.9609

Bayesci yonteme gore elde edilen regresyon modeli,

$ = 2.356 + 1.610 X x; + 0.01459 X x,

gibidir. Teslim siiresinde kullanilan mesafe ve teslim hacmi degiskenlerinin 6nemli oldugu

goriilmiistiir. Modele gore, diger degiskenler sabit tutuldugunda operatoriin yiiriiyerek kattettigi

mesafedeki bir birimlik artis teslim siiresinde 1.610’luk bir siire artisina sebep olur. Modele gore,

diger degiskenler sabit tutuldugunda stoklanmis {iriin sayisindaki bir birimlik artig teslim siiresinde

0.01459’1uk bir siire artigina sebep olur.
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7. Sonug¢

Bu caligmada, ilk olarak basit ve ¢oklu dogrusal regresyon modelleri verilmistir. Bu regresyon
modellerine ait varsayimlar hatirlatilmis ve en kiigiik kareler yontemi ile parametrelerin tahmin
edicileri elde edilmistir. Daha sonra Bayesci yaklasim anlatilmistir. Bayesci sonug ¢ikarimi igin
gerekli adimlar kullanilarak regresyon modellerinde parametrelere ait sonsal dagilimlarin elde edilisi
aciklanmigtir. Daha sonra Bayesci sonu¢ ¢ikariminda yaygin olarak kullanilan MCMC
yontemlerinden Gibbs 6rnekleme algoritmasi anlatilmistir.

Simiilasyon calismasi i¢in Matlab programi kullanilarak g6z Oniine alinan basit dogrusal
regresyon modeli i¢in (x, y) ikilileri tiiretilmistir. Bu veriler kullanilarak klasik ve Bayesci yontemler
ile regresyon parametreleri tahmin edilmis ve giiven araliklar1 hesaplanmustir. iki yontem kullanilarak
elde edilen sonucglar Tablo 1 ile verilmistir. Tablo 1 incelendiginde her iki yontemle elde edilen
tahmin sonuglarinin birbirine oldukg¢a yakin oldugu gorilmiistiir. Bayesci yaklasim ile bulunan
giivenilir araliklarin klasik yontemle elde edilenlere gore daha dar bir aralik olusturdugu goézlenmistir.

Simiilasyon ¢alismasindan sonra literatiirde verilmis olan gercek veriler i¢in hem klasik hem de
Bayesci regresyon ile sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglara gore Bayesci yaklasimla bulunan
giivenilir araliklarin klasik regresyon modeline gore elde edilenden daha dar oldugu goriilmiistiir.

Simiilasyon ve gercek veri sonuglarina gore, Bayesci regresyon modeli ile elde edilen tahmin
sonuclar1 klasik yontemle elde edilen tahmin sonuglarina oldukca yakindir. Fakat Bayesci yontemle
elde edilen tahmin araliklar1 klasik yonteme gore daha dardir. Bu sonuglara gore, Bayesci regresyon

modeli yaklasiminin klasik regresyon modeline alternatif olarak kullanilabilecegi sdylenebilir.

Yazarlarin Katkisi

Tilim yazarlar ¢alismaya esit katkida bulunmustur.

Cikar Catismasi Beyani

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.

Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢alismada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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