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Invaryant Yakinsakhk Yardimi ile Tanimlanan Modiiliis Fonksiyonlar Uzay
Hasan KARA!, Dincer ATASOY?"

OZET: Bu calismada invaryant yakinsaklik yardimu ile bazi dizi uzaylari tanimlanarak bazi kapsamlar
kuruldu.  £° ve £°° uzaylarinin  £°(p) ve £°°(p)  uzaylarina  genellestirildigi  gibi  [wg],
®s Ve W uzaylarmi da [wg(p)], ®s (p) ve ®y (p) uzaylarina genisletildi ve modiiliis fonksiyonlar
uygulandi.

Anahtar Kelimeler: Invaryant yakisaklik, dizi uzaylar1, modiiliis fonsiyonu.
The Space of Modulus Functions Defined by Invariant Convergence

ABSTRACT: : In this study, some scopes are established by defining some sequence spaces with the
help of invariant convergence. Just as the spaces #°and#°°are generalized to the
spaces?°(p) and £°°(p), so do the spaces [wy], ®s;and @, it has been extended to the spaces
[ws(p)], ®s (p) ve @4 (p) and modulus functions have been implemented.
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GIRIS
Das ve Sahoo (1992) mutlak ve kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavramina dayanan asagidaki
yeni diz uzaylarini tanimladilar ve incelediler.

tkm = tim(X) = Xm+xm+k1:1m+xm+k ve 1)
1 < )
dym = dnm(X) = m;tkm(x)
olmak iizere
1 < 3
w = {x: lim z tkm (X —S) = 0, m'ye gore dlizgilin}
n n+1 ]
1 < 4)
[w] = {x: lim thkm(x —S)| =0, m'ye gore dlizgiin}
n n+1
i k=0
(%)
» = {x: Zldkm —dg_1, m| =0, m'ye gdre diizgiin yakinsak}
k=0
® = {x: Sup Xi’o|dkm — dk—1, m| < 0} (Sahoo, 1992) (6)
n

Daha sonra Kara (1994) yilinda ¢ — yakinsak uzayini kullanarak 6zel olarak Das ve Sahoo’nun
dizi uzaylarii elde edecek sekilde yeni dizi uzaylarini tanimladi.

trn (X) = (n + Tom) + Tom + -+ + Tolw) ()
mnAss m+1
1 <& (8)
we = {x: lilgnk T 2 tmn(X — L) = 0, n’egore dlizgiin}
m=0
L& ©
[ws] = {x: lilgnk T 2 tmn(X — L) = 0, n’egore dlizgiin}
m=0
ayrica
| & (10)
kan = lpkn(X) = k+_1 Z tmn (X), qj—l,n = t—l,n = Xn-1
m=0
olmak tizere
= (11)
of ) = {x: Z f(|Pimn(®) — tm_1.n(¥)|), n’egére diizgiin yakinsak}
m=0
Bf () = % Sup Xo—o f(|Prun ) — P_1.0(X)|) < o0} (Kara, 1994) (12)
n

Mursaleen (1983) Banach limitleri yerine invaryant limitleri alarak kuvvetli invaryant dizileri
uzayini

[Vo] = {X=

seklinde tanimlayarak inceledi.

lir¥1n2km=1|x k(n)_s| (13)
g = 0, n'egore diizgiin; (Mursaleen, 1983)

Biz bu ¢alismamizda [ws], ®s; Ve ®, uzaylarma genellestirerek modiiliis fonksiyon kavaramini
uygulayarak bir kisin 6zelliklerini ¢alisacagiz.
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MATERYAL VE METOT

Tanim 1: [0, co] araligi iizerinde tanimli ve asagidaki dzellikleri saglayan reel degerli bir f fonksiyonuna
modiiliis fonksiyonu denir (Nakano, 1953).
i) fx) =0 ©x=0
i) Her x,y > 0 i¢in f(x + y) < f(x) + f(y)
iii) f artan
Iv) f, 0 da sagdan siireklidir.
Tamim 2: 0: N = N her m.n pozitif tamsayilari i¢in O'?Ill) # n olacak sekilde bire-bir doniisiim olan x =
(Xp) olmak tizere bir ®@: £, = R lineer fonksiyoneline asagidaki dzellikleri saglamasi halinde invaryant
limit ya da o — limit denir.
i) Her nigin x, = Oise ®(x) = 0,
i) de)=1e=(1,11,..),
iii) Herx € £, icin CD({XG(H)}) = ®(x)
Ozel olarak o(n) = n + 1 olmas1 halinde ® bir Banach limitidir.
Invaryant limitleri esit olan sinirhi bir diziye invaryant veya o — yakinsak dizi denir. o —
yakinsak dizilerin ciimlesi v ile gosterilir.
Eger x = (xp) ise Ty = (Txp) = (Xom))» T# = (TZ) = xZy, oo, Ti" = (T) = xg(yy dir. (14)

£ (%) = Cn+ Ty +TH) _ n+To(m)+Tamy++Tom)) (15)

mn m+1 m+1 o

olmak iizere x € v, olmasi igin gerek ve yeter sart n’e gore diizgilin olarak lim t,,(x) = L limitinin
m

ve ty,(x) =0

mevcut olmasidir. Ayrica 6(n) = n + 1 olmasi halinde ¢ — limitleri klasik Banach limitlerine ve v,
climleside hemen hemen yakinsaklik dizilerin f climlesine indirgenir (Savas, 1989 (a)).

Biz bu ¢alismamizda o — yakinsak uzaylarina modiiliis fonksiyonlarini uygulayarak bazi yeni dizi
uzaylart tanimlayacagiz. Ayrica Savag’in (1989) #° uzayimi £°(n)uzayina genellestirdigi gibi
[u)f(o)], wfq) ve (T)f(c) uzaylarin sirastyla [oof((,) (p)], of)(p) ve ®f()(p) uzaylarina genellestirerek
bir kisim 6zelliklerini inceleyecegiz (Savas, 1989 (b)).

Yeni dizi uzaylari

1 2 ves m
tmn(X) = (Xn+Xc(n)+;c$)+ o) olmak tizere (16)
wfg) = {x: li{nizlﬁpo f(tmn(X — L) = 0, n'egore diizgiin} (17)
[w](f)s = {x: lilgnile;zo f(ltmn (X —L)|) = 0, n’egore diizgiin} (18)
1< (19)
[w](D)6 = {x: lill(‘ﬂE z f(tmn|X — L) = 0, n’egore diizgiin}
m=0
Ayrica
1< (20)
Yin = Yrn () = Kk Z tmn (%), W_in=toin =Xn-1
m=0
olmak tizere
S (21)
ofg) = {x: Z f(|Pmn(®) — tm_10(¥)|), n’egdre diizgiin yakinsak}
m=0
(22)

(T)f(cy) = {X: Sgp Z f(llpmn(x) - me—l,n(x)l) < oo}
m=0
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Uzaylarini tanimlayalim. Bu uzaylarda o(n) =n+ 1 olmasi halinde bu uzaylar w(f),
[w] (D), [w'](f) ve ®(f), ®(f) uzaylarma indirgenir. Simdi bu uzaylar ile ilgili bazi 6zellikleri
inceleyelim.

Teorem 1:

[w']()y € [w](Hg € w(f)y Ve limit korunur. (23)
Ispat:

X € [w'](Hgve [o](f) —limx = [w'](f); — limx =L olur. (24)

Ayrica X € [w'](f) s oldugundan

A2 ot (X — L)| < == 2o fltmn (X = L)| < = XK o f(tmn|X — LI olur. (25)
Bu da
[w'](D)s € [0](Ds € w(f)s Ve (26)
[w'](f)y — limx = [w](f)y — limx = w(f); — limx =L (27)
elde edilir.
Lemma:

[w](f)s — limx = L olmasi i¢in gerek ve yeter sart
) w(f)g — limx =L

i) n’e gore diizglin olarak
1 < (28)
lim —— Z £(Jtmn (X = L) — Wy (X = L)| = 0 olmasidur.
m=0
Ispat:
[w](f)g — limx = L ise w(f)y — limx = L oldugu agiktir. (29)
Ayrica
T f(|tn (X = L) = Wi (X — L) (30)
1 1
< mz¥n=0 f( tmn(X - L) + K+1 1r(n=0 lPmn(x - L)| =g tg (31)

olur. Hipotezden dolay1 k — oo giderken n’e gore diizgiin olarak &; = 0(1)dir. (i) stkkindan m —
oo giderken n’e gore diizgiin olarak €, = 0(1) elde ederiz (Lorentz, 1948).
Tersine olarak (i) ve (ii) saglansin

Tk o f(Itmn (X — L) < = o f([tmn (X — L) = Wpn (X — L)) (32)
+ﬁ K o f(|Wmn (X — L)| esitsizliginden [w](f)y — limx = L oldugu goriiliir. Bu da ispati
tamamlar.
Teorem 2:
(s © [w](f)s dir ve limiti korunur.
Ispat:

x € ®(f)y oldugunu kabul edelim. n’e gére diizgiin olarak YK _, f(|tmn(x) — lIJn_Ln(x)| <
olmasi m — oo giderken n’e gore diizgiin olarak W, = 0 olmasini verir. Buradan x € ®w(f), olmasi
w(f); — limx = L olacak sekilde L’nin varhigmi gerektirir. Boylece X € [w](f)s oldugunu ispatlamak

icin Lemmay1 kullanarak sadece k — oo giderken n’e gore diizgiin olarak k+_1 K of(ltmn (X —L) —
Y n(X—L)| » 0 oldugunu gosterecegiz. Ayrica
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tin = Pin = tin — s Lo tmn = K(Win — Wieopn) dir (Misra, 1988). (33)
Boylece
1 < 1 < (34)
k-l-—l Z f(ltmn - lIJmnD =k+—1 Z f(ltmn - tm—1,n|)
m=0 m=0
olur.

x € ®(f), oldugundan her k ve n i¢in

(Vi) = ) (¥ = ¥in-s0]) (3)

m=k
sonludur. n’e gore diizgiin olarak k — oo i¢in f(Vy,) — 0 dir.

f(Vion — Vin41n) = f(l‘llmn — ‘Pm—l,nl) oldugundan dolay1 gostermek istedigimiz (34) den cikar
(35) denklemini kullanarak

o f(ltmn (X — L) = (X = L)) = (35)
= ﬁ m=o Mf(Vinn — Vin+1,n) (36)
= — 20 f(Vinsrn = Vierrn) = 0(1) (37)

oldugu goriiliir. Bu da teoremi ispatlar.

BULGULAR VE TARTISMA

Teorem 3:

o(Hs € ®(f), dir ve limiti korunur.

Ispat:
x € w(f)4 olsun . bu takdirde
Sup Y m=o f(|‘Pmn - me—1,n|) < M oldugunu gostermeliyiz.
n

x € ®(f), iken her n igin

2?12:0 f(lLIJmn - lpm—l,nl) <1 (1-3)
olacak sekilde en az bir p tamsayist vardir (Sahoo, 1992). Boylece m sabit olmak {izere her n i¢in
f(|Wmn — W1, nf) <1 (1.4)
olur.
1
f(lpkn - lPk—l, n) = mz;:o f(tmn —tm-1, n)
k. (k + 1)f(qjkn - qjk—l, n) kazo f(tmn —Um-g, n) (15)
oldugundan (Maddox, 1979).
(k + 1)f(lpkn - lpk—1, n) - (k - 1)f(lpk—1, n—_ qu—Z, n) = f(tkn - tk—l, n) (16)

olur
<(k+1)+(k-1)=2k=M(Kk)
elde edilir. Boylece (1.4) ve (1.6) den her k>p sabit ve biitiin n’ler i¢in

f(|tkn — trer, n| < M(K)) (1.7)
oldugu goriiliir. Burada M(Kk),k'ya bagli bir sabittir. Yine ty, tanimindan
1 —

elde edilir. Buradan
k(k + Df(tyn — tes, n) = ks mf(xgl(n) - xg‘(;)l) olur. Dolayisiyla,
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(k+ Df(tin = tke1, n) = k= Df(ticq, n =tz n) = f{(XEm) — X5m)
f(xEmy — Xoy) = f(@ke) alrsak
(k+ Df(tin — tieq, n) — (k= Df(tkes, n = thez, n) = f@m) (1.9)
elde edilir. Boylece (1.7) den her bir k > p sabit oldugundan her n i¢in
f(|alm| < (k+ 1) + (k— 1) = M(k) den)
f(|alm| < M) (1.10)
elde edilir. Simdi k =p + 1 alalim.

M = max {M(p + 1), f(lagm)|), f(|aewm|). ---»f(|ag?nl)

) olmak tizere (1.10) dan biitiin k'larigin

f(|a| <M (1.11)
oldugu goriiliir. (1.8) den her k,n icin
f(tkn —tk-1, n = M (1-12)
ve dolayisiyla (1.5), (1.12) den her k,n igin
f(|‘Pkn - Wiy n|) < M oldugu goriiliir ki bu da ispat1 tamamlar.

SONUC

Bu calismada o — yakinsak uzaylarina modiiliis fonksiyonlarin1 uygulayarak bazi yeni dizi
uzaylar1 tanimlandi. Ayrica Savas’m (1989(a) ve 1989 (b)) £° uzayini £°(n)uzayina genellestirdigi
gibi  [wfg)], ©fe) ve ®fy — uzaylarin sirastyla  [wf(5)(p)], ®f(s)(p) ve ®fs)(p) uzaylarma
genellestirerek bir kisim 6zelliklerini incelendi. Bu ¢alismada invaryant yakinsaklik yardimi ile bazi dizi
uzaylari tanimlanarak bazi kapsamlar kuruldu. £° ve £°° uzaylarinin £°(p) ve £°°(p) uzaylarina
genellestirildigi gibi [ws], ®y Ve W4 uzaylarini da [wy(p)], ®s (p) ve ®4 (p) uzaylarina genisletildi ve
modiiliis fonksiyonlar uygulandi.

Cikar Catismasi
Makale yazarlari aralarinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.
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