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Ozet

Georg Cantor, kiimeler kurami ve matematiksel bicimciligin dnciistidiiv. Cantor’un ézellikle
sonsuzluklarla ilgili ¢aliymalar: matematikte devrim niteligindedir ve bagsta topoloji olmak iizere
matematigin ¢egsitli alanlarinda onemli gelismelere yol ag¢mugtir. Cantor Kurami'min piir
matematiksel karakteri, matematige ve matematik egitimine yeni bir bakis agisi getirmis ve
matematigin asil egitimsel oneminin, bir zihin jimnastigi olmasindan geldigi daha iyi anlasilir
olmustur. Matematigin, herhangi bir ulus diline bagli olmayan bi¢imsel sembolik dili ise, onun
evrensel ve dakik bir iletisim araci olmasimin en onemli gostergesidir. Calismamizda piir
matematiksel teorilerin geligim siiregleri igin en dgretici ve en giizel drneklerden birini olusturan
bu énemli konu, tarihsel gelisimi i¢cinde ele alinmis ve modern sonsuzluklar teorisinin ozgiin bir
prir sembolik bigimsel anlatimi sunulmugtur.

Anahtar Kelimeler: Matematiksel sonsuz, kardinalite, matematiksel formalism.

Abstract

Georg Cantor is the pioneer of set theory and mathematical formalism. Cantor’s studies
especially on infinity are revolutionary in mathematics and led important improvements in
various fields of mathematics, mainly on topology. The pure mathematical character of Cantor’s
Theory brought a new aspect to mathematics and mathematics education and it is beter
understood that the actual educational importance of mathematics is coming from it is being a
mental gymnastics. Mathematics symbolic language which does not depend to any nation’s
language, is the most important indicator of its being an universal and punctual means of
communucation. In our study, this subject which constitutes one of the most instructive and most
beautiful examples for the development processes of pure mathematical theories, is discussed in
its historical development and a unique pure symbolic formal expression of modern infinity
theory is presented.

Keywords: Mathematical infinity, cardinality, mathematical formalism

1. Giris
Sonsuzluk insanoglunun ¢6zemedigi Urkiitiicii sirlardan biridir. Tarih boyunca sonsuzluk
kavramina dair ileri siiriilen diisiincelerde onun gizemliligi vurgulanmistir: “Sonsuzluk gizemini
asla ¢dzemeyecegimiz bir gergektir.” (Aristo M.O. 384-322), “Gozlemleyebildigimizin dtesinde
kaldigindan ¢ézemeyecegimiz bir sirdir.” (Bacon 1214-1294), “Sonsuzluk diisiinsel bir olgudur.”
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(Immanuel Kant 1724-1804), “Sonsuzluk bir varsayimdir.” (Dekart 1596-1650), “Yalniz Tanr1
sonsuzdur.” (St. Tomas Aquinas 1225-1234), “Sayilar da sonsuz olabilir.” (Galilei Galileo 1564-
1642), “Sonsuzlugun da mertebeleri olabilir.” (Gauss 1777-1855), “Dehset sonsuzluguna zihinsel
olarak dahi ulasilamaz.” (Cauchy 1789-1857). Ilk caglarda Elea’li Zeno (M.O. 450) sonsuzlukla
ilgili paradoksal sonuglara dikkat ¢ekmis, ortagag matematik¢ilerinden Saksonya’li Albert de
sonsuzlukla ilgili problemlere deginmistir (Boyer, 1989; Yildirim 1985; Rucker, 1983). Alman
asilli Rus matematik¢isi Georg Cantor (Petersburg 1845-Halle 1913) ise, en azindan g¢okluk
sonsuzlugundaki gizemi ortadan kaldirmis ve sonsuzlugun miikemmel bir teorisini olusturmustur
(Koetsier ve Mill, 1999; Verriest, 1964).

Matematikgiler sonsuzluk problemini biiyiikliik ve ¢okluk bakimlarindan ele almiglardir.
Asagida biiyiikliik bakimindan sonsuz kisaca tanitildiktan sonra, Cantor’un ¢okluk sonsuzlarinin
ortaya ¢ikis Oykiisii ve bunlarin sembolik bigimsel bir anlatimi iglenmistir.

2. Arastirma Sonuglari

Sonsuz Biiyiik: J.Vallis (1616-1703) sonsuz biiyligii, 1655 yilinda “sevgi diigimii” denilen o
simgesini kullanarak 1/0 = o egitligi ile tammlamustir (Boyer, 1989; Hacisalihoglu, Haciyev,

Kalantarov, Sabuncuoglu, Brown, Ibikli ve Brown, 2000). « ve - nesnelerinin R gercel sayilar

kiimesine eklenmesiyle R = R U {o, -0} genisletilmis gercel sayilar kiimesi elde edilir. Bu
elemanlar, adi islemler ve adi siralama ile ilgili asagidaki varsayimlari saglar:

00 + 00 =00, -0 -0 =-00

XeR = -0 <X <00, X+0 =0, X-0 =-0, Xfoo =X/-0 =0
xeR"= X.0 =, X.(-0)=-0, X/0=om

XeR = Xoo=-00, X(-©0)=0w, x/I0=-w,

Bunlarin disinda kalan,
0 -00, 0,00, 00

gibi ifadelere, (IR’den belirli elemanlarin karsilik getirilmesi halinde birtakim celiskilerin ortaya
cikmas1 nedeniyle) belirsiz ifadeler denir (Saban, 1972). Yukaridaki varsayimlardan, € (eR") ne

olursa olsun, sonsuzlarin e-komsuluklarinda hi¢bir gergel sayinin olamayacagi; baska bir deyisle
sonsuzlarin yanina yaklagilamayacagi (!) anlagilir. Cauchy (1789-1957) gergel degerli bir f
fonksiyonunun ulastigi sonsuzlukla ilgili olarak “eger, f(x)/x" — a # 0 ise, f fonksiyonu n.
mertebeden sonsuzluga ulasir.” tanimlamasini yapmistir.

Sonsuz Kiimeler: Kiimeler, elemanlarmm coklugu bakimindan “sonlu kiimeler” ve ‘“sonsuz
kiimeler” olmak tizere iki sinifa ayrilir. “Satran¢ oyununda olas1 tiim hamleler” veya “bilinen tiim
galaksilerdeki atomlar” sonlu kiimeler olusturur. Sonlu bir kiime higbir 6z altkiimesi ile 1-1
eslenemez. Sonsuz kiimeler ise sonsuz ¢oklukta 6z altkiimeleri ile 1-1 eslenebilirler. Euclid
(M.O.1Lyy), 13 ciltlik iinli “Elemanlar” adli eserinin 9. cildinde, sonsuzlukla ilgili bir tanim
vermeden, asal sayilar kiimesinin sonsuzlugunu kanitlamistir (Kutuzov, 1964). Galile (1564-1642)
dogal sayilar kiimesi ile bunun bir 6z altkiimesi olan tam-kare sayilar kiimesi arasmdaki n <> n’
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eslemesini bir paradoks olarak yorumlamugtir. ( Simmons, 1963) Bernard Bolzano (1781-1848) ise,
(0,1) araligiyla, bunun iki kat1 uzunluktaki (0,2) araliginin, bijektif (1-1 orten)

f. (0,1) — (0,2), f(x)=2x

fonksiyonu ile 1-1 eslenmesindeki geliskisel duruma dikkat ¢ekmis (Boyer, 1989) ve ilk kez
Dedekind (1831-1916), sonsuz kiimeleri sonlulardan ayiran karakteristigi “bir 6z altkiimesine denk
olmak” olarak tanimlamigtir (Crilly ve Johnson, 1998).

Cantor’un Sonsuzlari: Cantor, “(sonlu ya da sonsuz) iki kiimenin birinden digerine bijektif bir
fonksiyon (1-1 esleme) varsa, bu iki kiime ( elemanlarmin miktar1 bakimindan) denktir.”
bigimindeki basit bir varsayimdan hareketle “sonsuz kiimeleri kiyaslamak ciiretkar problemini
¢bzmeye muvaffak olmustur (Verriest, 1964)”.

[k calismalarmi Berlin’de, Kummer, Kronecker ve Weierstrass’in yaninda yapan ve doktora
tezini, 1869’da Halle Universitesinde sayilar teorisi iizerine hazirlayan Cantor, daha sonra da analiz
calismigtir. 1870’de, danismant Edward Heine’nin Onerisi iizerine, “Bir fonksiyonun bir
trigonometrik seri ile temsilinin tek tiirlii olup olmadigi” problemini ele almig ve aym yil iginde, “f:
(0,21) — R bir fonksiyon olmak iizere, eger

a,/2 + Z(aysin nx + b, cos nx )

trigonometrik serisi, Vxe(0,2n) i¢in f(x)’e yakinsarsa, f fonksiyonu bagka bir trigonometrik seri
tarafindan temsil edilemez.” 6nermesini ileri siirmiistiir. Cantor, 1871°de, (0,27) araligindan sonlu
sayida nokta ¢ikarildiginda da, eger geriye kalan tiim x’ler i¢in yukaridaki seri f(x)’e yakinsarsa, f
fonksiyonunun trigonometrik seri temsilinin yine tek tiirlii olacagini kamitladi. 1872’°de Isvigre’de
Richard Dedekind (1831-1916) ile tamistiktan sonra, hari¢ tutulan noktalar kiimesinin ne kadar
genisletilebilecegini arastirmaya basladi. Bu amagla Once, tiirev kiimesi (yigilma noktalarmin
kiimesi) kavramini tammlayarak, kiimeleri, yigilma noktalar1 bakimindan siiflandird.

A= {1/n1+...+1/nk| nl,...,HKEN},
D(A) = {1/n1+...+1/nk_1 |n1,...,1'1k_1EN},
D2 (A )= {1/n1+...+1/nk_2 | nl,...,nk_zeN},

D¥* (C) = {Un|neN},
D(C) = {0}.

gibi, k. tirev kiimesi tek eleman igeren kiimelere, k. Cinsten yigilma noktali kiimeler diyerek, k.
cinsten y1gilma noktali kiimelerin hari¢ tutulmasi halinde de teoreminin gecerli oldugunu kanitlad
(http//ww.shu.edu/project/reals/ history/ cantor.html). Bu noktada, “hari¢ tutulan noktalar daha ne
kadar genisletilebilir ?”” sorusunu sordu. Buna cevap ararken, Cantor’un kafasina sonsuz kiimeleri
elemanlarinin miktar1 bakimindan siniflandirmak fikri gelmis olabilir. 1873 te Dedekind’e “Dogal
sayilar kiimesi ile rasyonel sayilar kiimesinin 1-1 eslenebildigini ve o halde bunlarin ayni miktarda
eleman icerdiklerini” yazdi (Crilly ve Johnson, 1998). Cantor’un bu tinlii eslemesi asagidaki gibidir:
Rasyonellerin,

1/1-1/2 1/3—1/4...
v 7 e
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211 213 2/5 2/7...

L2 v 2

3/1 3/2 3/4 3/5...
v 7

4/1 4/3 4/5 4/7...
1~

seklindeki diziliginden,

1 2 3 4 5 6.
A A T A
11 12 2/1 31 2/3 1/3...

eslemesi elde edilir. Richard Dedekind, cevabinda tiim cebirsellerin bile dogal sayilarla 1-1
eslenebileceginin kanitim1 gonderdi (Crilly ve Johnson, 1998). Kanit soyledir: Satrang tahtasi
seklinde fakat sonsuz satir ve siitunlu bir tablo diisiinelim. Her m, n dogal say1 ¢ifti i¢gin m. satir n.
situndaki kareye, katsayilarinin mutlak degerlerinin toplami m olan n. dereceden cebirsel
denklemleri (yani tam katsayili polinom denklemleri) yerlestirelim. Bdylece her cebirsel denklem
bir karede yer alir ve her karede de sonlu sayida cebirsel denklem yer alir. Ornek olarak 3x2.
karede,

32 =0, 2+ x =0, 2x*- x =0, x> +2x = 0, X*-2x = 0, x>+ x +1 = 0,
X X+1=0,x+x-1=0,x*-x-1=0,x*+2=0,x*-2=0

olmak tizere 11 denklem olacaktir. Cebirsel sayilar, cebirsel denklemlerin kokleridir; bu kokler
gercgel veya kompleks olabilirler. Simdi tahtanin gozlerini ¢apraz olarak, yani 1x1, 1x2, 2x1, 3x1,
2x2, 1x3,... seklinde siralayalim. Her bir gozdeki denklemlerin sonlu sayidaki gercel koklerini de, i.
siradakinin 1.si, i-1. siradakinin sonuncusundan hemen sonra gelecek, ve aymi cebirsel sayi
tekrarlanmayacak sekilde siralayalim. Boylece gergel cebirsel sayilar bir dizisi elde edilmis yani
gergel cebirsel sayilar dogal sayilarla 1-1 eslenmis olur.

Cantor aym yil i¢inde Dedekind’e yazdigi ikinci mektupta, olmayana ergi yontemini
kullanarak dogal sayilarla gergel sayilarm ayni miktarda olmadigim kanitladi (Crilly ve Johnson,
1998; Rademacher ve Toeplitz, 1964). Gergekte, ¢cok dogal gibi goériinen bu sonug, yukarida
belirttigimiz ve sanki tiim sonsuz kiimeler birbirleri ile bir sekilde 1-1 eslenebilecekmis izlenimi
veren sasirtict sonuglardan sonra elbette ki kanit gerektiriyordu. Bunun i¢in (0,1) araligindaki
gergellerin dogal sayilardan ¢ok oldugunu gostermek yeter. Ciinkii € ( >0 ) ne olursa olsun

f:(0, e )—> R, f(x) = tan (x/e -1/12 )n

1-1 eslemesi, istenildigi kadar kiigiik bir araliktaki noktalara karsilik gelen gergel sayilarin tiim
gercel sayilardan daha az olmadigmi gosterir. (0,1) aralifindaki gercel sayilar1 sonsuz ondalikli
acilimlart ile ele alalim ve bunlarin, dogal sayilarla,

g: N - (0!1)! g(n) = O’ dn1dn2an3. . .

fonksiyonu tarafindan 1-1 eslendigini varsayalim. Fakat

0, am :1
bi =
1, a1
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olmak tizere, b = 0, b;b,bs... gergel sayisi (0,1) araliginda oldugu halde,
neN = g(n) = 0, ayanpans...# 0, bybobs...

oldugundan g(n) = b olacak sekilde higbir n dogal sayist yoktur ve o halde g’nin bir 1-1 esleme
oldugu varsayimimiz yanlistir.

Boylece iki tip sonsuz kiimenin varlig1 ortaya ¢ikmistir: Dogal sayilarla 1-1 eslenebilen (ve
sayilabilir sonsuz admi alan) kiimeler ve dogal sayilarla 1-1 eslenemeyen (sayilamaz) kiimeler.
1844’de Liouville, hi¢bir cebirsel denklemin kokii olmayan askin (transandan) sayilarin varhigini
ortaya koymustu. 1873’de Hermite e sayisinin, 1882’de Lindemann © sayisinin askin oldugunu
kanitlamiglardi. Cantor ise 1874’de, istenildigi kadar kiiglik bir aralikta sayilamaz c¢oklukta askin
sayl oldugunu ve bdylece istenildigi kadar kiiglik bir araliktaki askin sayilarin, tiim cebirsel
sayilardan daha ¢ok oldugunu kanitlamustir (Rademacher ve Toeplitz, 1964). Gergekten eger bir
(0,e) arahigindaki askin’lar sayilabilir olsaydi (sayilabilir iki kiimenin birlesimi de sayilabilir
olacagindan) bunlarla bu araliktaki rasyonellerin birlesimi yani (0,€) araligindaki tiim gergel’ler de
sayilabilir olur ve bu yukaridaki (gergel’lerin sayilamazligi) sonucuyla celigirdi.

Cantor 1874-1877 yillar1 arasinda, iki boyutlu siirekliligin bir boyutlu siireklilikten daha ¢ok
nokta igerdigini kamtlamaya ¢alisti. Bu olmayinca, Heinrich Weber, Rudolph Lipshitz gibi birgok
meslektaslarimin 1srarla savundugu, “farkli boyuttan figiirler arasinda 1-1 bir esleme olamaz.”
tezinden vazgecerek, Gaus’un dogumunun yiziincii yilindan (30.05.1877) sonra, farkli boyuttan
kiimeler arasinda 1-1 eslemeler aramaya koyuldu. 20.06.1877 tarihli mektubunda, Dedekind’e,
“ylizeyler, solid’ler, hatta p-boyutlu siirekli figiirler stirekli egrilerle bire-bir eslenebilirler: sonug
olarak yiizeyler, solidler, hatta p-boyutlu figiirler egrilerle ayn1 kuvvete sahiptirler.” diye yazdi ve
n-boyutlu bir kiibiin noktalarinin birim araliktaki noktalarla 1-1 eslenebilecegini gosterdi (Crilly ve
Johnson, 1998; Scholz, 1999). Kanitini, birim araliktaki her sayinin sonsuz ondalikli a¢iliminin tek
tiirlii olarak gosterilebilecegine dayandirmis ve

Xi = 0t /10+04 o/ 10%+...+0t; /10" +...
olmak tizere, n-kiib’{in bir (X3,Xz,...,Xn) noktasina, birim araligin
y = 0.0t3 102, 1...00y 1043 2002 2... Ol 2....Oly 3...0L2 30U 3.
noktasini karsilik getirmistir (Crilly ve Johnson, 1998). Boylece, drnek olarak, “agikga 2-boyutlu

(1) olan bir karenin i¢indeki noktalar kiimesi ile, “1-boyutlu oldugu besbelli (!)” olan, karenin bir
kenarindaki noktalar kiimesi,

[0.1)° < [0,1]
(O,al dods... O,bl bg b3. . ) <> O,alblazbzagbg. ..

bigiminde 1-1 eslenebiliyordu (Verriest, 1964). Cantor, mektubunda bu esleme karsisindaki
heyecanini “Goriiyorum ama inanamyorum.” seklinde ifade etmistir (Boyer, 1998; Taskesen, 2001,
Crilly ve Johnson, 1998). Fakat Dedekind, Cantor’un eslemesindeki piiriizii hemen goérmiis ve bu
eslemenin 1-1 olmadiginmi kendisine bildirmistir. Ger¢ekten, bu bir 1-1 esleme degildir; ¢iinkii 6rnek
olarak,

(0,2999...:0,4731...) = (0,300...;0,4731...)
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oldugu halde, bunlara karsilik gelen, 0,249793... ve 0,340703... gercel sayilari farklidir. Cantor iki
giin iginde yanilgisim diizeltmis ve Dedekind’e yeni bir ispat sunmustur; yanilgisimi, sayilarin
ondalik agilimlarinda, her sifir veya ardisik sifirlar grubu ile bunlardan hemen sonra ilk sifirdan
farkli ondaligit bir bir blok olarak ele alip, aym karma kuralim uygulayarak
diizeltmistir.(Rademacher ve Toeplitz, 1964). Boylece, basit ve sezgisel boyut kavrami hemen
problemli hale gelmis ve zamanin matematikgilerinin inceleme altina aldiklar1 bir konu olmustur.

Dedekind, Cantor’un iddialar1 ve kanitlar1 kargisinda, farkli boyut’tan kiimeler arasinda, 1-1
esleme yapilabilecegini kabul etti fakat bu kez de, eslemenin siirekli olamayacagimi savundu.
Cantor’a, “Eger, bir a boyutlu A siirekli manifoldunun noktalar1 ile b boyutlu bir B manifoldunun
noktalar1 arasinda 1-1 ve tam bir esleme olusturulabilirse, bu eslemenin eger a ve b esit degilse
stireksiz olmas1 gerekir.” diye yazdi. Cantor bunun da kanitinin gerektigine dair 1srar etti. Cantor’un
“Manifoldlar teorisine katki” eserinin basilmasiyla, boyut kavramu ile ilgili ¢aligmalar hiz kazandu.
Jakob Liiroth (1844-1910), Johannes Thomae (1840-1921), Enno Jirgens (1849-1907), Eugen
Netto (1848-1919) ve bizzat Cantor, siirekli 1-1 eslemeler altinda boyut degismezligi savini
kamitlamaya koyuldular. ispat girisimleri ilging fakat son derecede karmasikti. Belki de, o siralarda
heniiz gelismemis durumda olan topoloji’nin araglarimin yeterince kullanilamamasi yiiziinden kesin
sonu¢ almamadi. Cantor, 1878’in sonunda Dedekind’e, “Bana &yle geliyor ki durum hala tam
olarak ¢oziilmedi.” diye yazmustir. 1879’daki mektubunda ise, problemi “Bir siirekli M, ve bir
stirekli M,, pn < v halinde, M,’niin her bir elemanina M,’niin bir tek elemani ve M,’niin her bir
elemanina M, ’niin bir veya daha c¢ok elemami karsilik gelecek sekilde, siirekli eslenemezler.”
seklinde ifade ederek, ispati i¢in bir yildan ¢ok zaman istemistir. 1880’lerde bir¢ok matematikei,
yapilan g¢alismalarin, Cantor’un boyut paradoksunu ¢6zdiigiinii disiiniiyordu. Ancak 1890’da
Giuseppe Peano (1858-1932), (Peano Egrisi ile), 1891°de Hilbert (Hilbert Egrisi ile) birim araligi,
birim karenin noktalarma stirekli doéniistiirerek bu inanglar1 sarsmuglardir. Ayrica, Henri Lebesgue
(1875-1941) naif geometrik sezgilerin yanlis ¢ikabilecegini gosteren ve Peano’nunkinin aksine katli
noktalar1 da olmayan, 6l¢iilebilir bir alana sahip ilging bir egri érnegi vermistir. Topolojinin {inlii
isimlerinden Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) ise, Arthur Schoenflies tarafindan
“Mengenlehre” (1898) adli eserde konu edilen, “ m#n i¢in m-boyutlu bir domain'den n-boyutlu bir
domaine 1-1 siirekli bir fonksiyon ger¢ekten miimkiin miidiir?”” sorusuna karsilik, “Bunu ispatlamak
son derecede zor goriiniiyor, ve belki bu uzun bir siire ¢oziilmemis bir problem olarak kalacak.”
Yorumunu yapmistir; 1910°da, Hilbert’e gonderdigi mektupta ise, “tek ve ¢ift boyutlu yuvarlar ve
onlarin doniigiimleri arasindaki topolojik farkliliga iliskin” kismi bir ¢6ziime ulastigini yazmistir 5,
(Boyer, 1989; Crilly ve Johnson, 1998; Scholz, 1999; Dalen,1999).

Cantor, sayilabilir sonsuzlukla gergel sayilarin sonsuzlugu (continum) arasinda baska
sonsuzluk olup olmadigini arastirmis, sonunda boyle bir sonsuzlugun almadigini varsayim olarak
ileri stirmiistii. 1878’de, “Ya sayilabilir ya da en az contintum” diye ifade ettigi bu varsayim,
Hilbert’in 1900 kongresinde sundugu ¢6ziilememis 23 problemden biridir ve continium problemi
olarak bilinir. Dogal sayilarinkinden biiyiik, gercel sayilarinkinden kiiciik bir sonsuzluk
bulunabilirse, bu inlii problem ¢6ziilmiis olacakti; fakat tiim cabalara karsin ¢oziillememistir.
Cantor’un da, kendi hipotezini kanitlama cabalari, kendi kiime teorisinde (asagida deginecegimiz)
bazi tutarsizliklar ortaya ¢ikana kadar siirmiistiir. 1940’da Kurt Godel, continium problemi’nin
kiimeler teorisinin aksiyomlar1 ile ¢oziilemeyecegini; 1963’de Poul Cohen, Cantor Hipotezi’nin
kiimeler teorisinin aksiyomlarindan bagimsiz oldugunu kanitlamiglardir (Taskesen, 2001; Halmos,
1987).

Cantor, “Gergel sayilarin sonsuzlugundan daha biiylik sonsuzluklar var mudir?” sorusuna
cevap ararken, yukarida agikladigimiz gibi, her n dogal sayis1 igin R™ lerin, istenildigi kadar kiigiik
bir araligin sonsuzlugundan daha biiyiik sonsuzluklar olmadigini kanitlamig, fakat bunlardan daha
biiyiik bir sonsuz kiime olarak,
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R® = {f[f: R > R}

gercel degerli fonksiyonlar kiimesini bulmustur. Gergekten bu kiimenin sadece gergel sayilar kadar
fonksiyon i¢erdigi varsayilirsa,

h: R — R h(x) = fy
bigiminde bir 1-1 eslemenin varligini kabul etmek gerekir. Fakat bu durumda

gR->R, gx)=fXx) +1

fonksiyonu R¥’ye ait oldugu halde, bunun h altinda orijinali olmaz ve varsayim yanhs olur. Buna
gore, (Evren’in, bir kiigiik zerrecikten, biiyilk patlama (big-bang) ile olustugunu ileri siiren
astronomi teorilerine de anlam katan), istenildigi kadar kii¢iik capli bir toz zerreciginin noktalarinin,
istenildigi kadar biiyiik ¢apli bir uzay pargasmin noktalarmmdan, hatta istenildigi kadar biiyiik
boyutlu bir soyut uzayin noktalarindan daha az olmamasina karsin, fonksiyonlar bunlardan ¢oktur!
Cantor sonsuzluklar teorisine son noktayr “Her sonsuzluktan daha biiyiigii vardir.” teoremini
kanitlayarak koymustur. Gergekten, (sonlu ya da sonsuz) bir A kiimesinin alt kiimelerinden olusan
P(A) kuvvet kiimesinin elemanlar1 A’nin elemanlarindan ¢oktur. Ciinkii eger

A28 f(X) = ACA
bi¢iminde bir 1-1 esleme oldugunu varsayarsak,
B={x|xe A}

kiimesinin f altinda orijinali olmaz! ve ¢eliskiye diisiiliir. Kiimeler teorisi ile ilgili bigimsellestirme
(formalizasyon) ¢alismalar1 Cantor’dan 6nce, George Peacock (1791-1858), Duncay Gregory (1806-
1871), William Rowan Hamilton(1805-1865), Augustos De Morgan (1806-1871), George Bole (1815-
1864) gibi matematikgiler tarafindan gergeklestirilmisti. Tiim bunlar daha ¢ok sonlu kiimelerle ilgiliydi.
Sonsuz kiimeleri de igeren ilk 6nemli kiime teorisini Cantor olusturmustur. Cantor orijinli kiime teorisi,
tim kiimelerden olusan mutlak bir evrensel kiimenin varligimi temel almistir. Kimeler X,y,z ile
gosterilir ve bir eleman, tek elemanl bir kiime olarak diisliniiliir. Mantigin simgeleri, varsayimlar1 ve
¢ikarim kurallar1 gegerlidir. Tiim dnermeler simgelerle formiillestirilmistir. Ornek:

Vy(y € x),

X=¢:=
x| =1.=3yVvz(zex =>z=y).

Varsayimlar: 1. (extensionality-kaplamsallik ) Vz (zex & zey) :=> x =y
2. (Comprehension-kapsamlilik) IxVy [yex < F(y)] © x = {y| F(y)}
3. (Segme aksiyomu) 3f : x —> LX, f(X)ex

Cantor segme aksiyomunu, ornek olarak

No< #X =D>IAycx #Yy< N,
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(Her sonsuz kiimenin en az bir sayilabilir sonsuz alt kiimesi vardir.) “Her kiime iyi siralanabilir”
gibi teoremlerin ispatinda sezgisel olarak kullanmig fakat bunun formiiliinii vermemistir (Taskesen,
2001; Halmos, 1987). Cantor’un 1884°de Berlin Universitesine gecme istegi Schwarz ve Kronecker
tarafindan engellendi. 1884°de Mittag Leffler’e Kronecker’i tenkit eden 52 mektup yazmistir. 1895-
1897 de kiime teorisine dair ilk kitaplarmi yayinladi. (Schroder-Bernstein Teo. diye anilan) iinli,

XCVY,ZClL#X=#t,#z=#Y = #Yy=+#1

teoremini kanitladi. 1897’de Cantor Kiime Teorisi ile ilgili ilk paradoks Casere Burali—Forti (1861-
1931) tarafindan “Tiim ordinallerin kiimesi de ordinaldir.” seklinde yayinlandi. Gergekte Cantor da,
1885 ‘de tiim kiimelerin kiimesini varsaymanin, kendi ispatladigi “Her kardinalden daha biiylgi
vardir” teoremi ile g¢elistigini gérmiistiir. 1902'de, birbirlerinden bagimsiz olarak, Bernard Arthur
William Russell (1872-1970) ve Zermelo’nun, buldugu “Russel Paradoksu” son nokta olmustur
(Crilly ve Johnson, 1998). Gergekten 2. aksiyomda F(y) agik 6nermesi olarak yey alinir ve sonra y
yerine x yazilirsa

IXVY [yex © yey] = IX [xex & xeX]

celiskisi ortaya ¢ikar. Russel, buldugu bu paradoksu o siralarda matematigi bigimsellestirme
cabalariin son asamasinda olan Frege’ye gonderdiginde, Frege, Matematigin Temelleri’ne dair
iinlii eserinde, “Matematik sendeliyor... Bir bilim adamui i¢gin tamamladigi ¢alismasinin dayandigi
temelin birden ¢okmesinden daha tatsiz bir sey olamaz. Yapitim tam basimevinden ¢ikmak
lizereyken Bernard Russell’den aldigim bir mektup benim i¢in iste bdyle bir tatsizlik yaratti.” diye
yazmistir.

Russell ve A.N. Whitehead (1861-1947), paradokslarin ¢ikardig1 karmasay1 ortadan kaldirmak
ve matematigi saglam bir temele oturtmak i¢in {inlii “Principia Mathematica” y1 yazmuslardir.
Zermelo, Fraenkel, Von Neumann, Bernays ve Godel, matematigin bigimsellestirilme ¢aligmalarina
onemli katkilar yapmuslardir. Hilbert’in 23 probleminden 2. si “Aritmetik aksiyomlarinin tutarlilig:”
problemidir. Hilbert bunun kanitlanmasi i¢in once matematigin temelden tam bigimsellesmesi
gerektigini savunmus ve bunu gerceklestirebilmek icin de, sonradan bir ekol haline gelen {inlii
Hilbert programini baslatmistir. Ancak yapilan ¢aligmalar, Godel’in bunun kanitlanamayacagini
kanitlamasiyla biiyiik darbe almustir ,(Penrose, 1998; Crilly ve Johnson, 1998; Sesil, 1971).

Cantor’un calismalari, Matematigin gelismesinde biiyiik 6nem tasir. Hurwitz ve Hadamard,
1897 Ziirih kongresinde Cantor’un ¢aligmalarindan 6vgiiyle soz ettiler. Lebesque, Cantor teorisini
temel alarak 1901°de “Olciim teorisi’ni, 1902°de integral teorisini olusturdu. Kronecker gibi bir¢cok
matematik¢ide hakim olan “sezgiselci” anlayis yerini bigimselcilik (formalizm) anlayisina birakti
(Taskesen, 2001; Crilly ve Johnson, 1998) Cantor, devrim niteliginde buluslari olan gelmis gegmis
16 bilim adami arasinda yer almigtir (Gleick, 1995). Bu yiizyilin en biiyliik matematikgisi odiilii i¢in
tek aday olan David Hilbert (1862-1943)’ “Insan aktivitesinin en giizel ve en sasirtic1 {iriinleri”
yorumunu yapmis ve “Hi¢ kimse bizi Cantor’un bizim i¢in yarattig1 cennetten kovamayacaktir.”
demistir (Taskesen, 2001; Crilly ve Johnson, 1998). Ancak Cantor’da ¢ogu {inlii bilim adam gibi,
bir aziz mertebesine ¢ikarilmadan 6nce haksiz yere hayli hirpalanmisti. Leopold Kronocker (1823-
1891), Cantor’un c¢aligmasini “sarlatanlik” olarak nitelemis ve yayinlanmasini engellemeye
calismistir. Jules Henri Poincare ise, “Gelecek kusaklar Cantor’un kiimeler teorisini insanin atlatmig
oldugu bir hastalik olarak gorecektir.” demistir (Jerry, 1999).

Ernst Zermelo (1871-1953), Cantor’'un kiime teorisine ve topolojiye olan katkilarini
yaymlamigtir. Cantor’un ¢aligmalarinda temel aldigi, yigilma noktasi, tiirev kiimesi, yogun kiime,
ayrilmig kiime, gibi bir¢ok topolojik kavram, ilk once, Giuseppe Peano (1858-1932) ve Camille
Jordan (1838-1921) tarafindan geometride kullanilmis ve birgok sezgisel geometrik diisiincenin
formiile edilmesinde ya da ortadan kalkmasinda igse yaramustir (Crilly ve Johnson, 1998).
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Cantor, ¢ok basit bir varsayimdan hareketle, salt akil yoluyla ortaya cikardigi sonsuzluklarm,
bir aritmetigini de olusturmustur. Burada onun teorisini son derecede Ozetleyerek agiklamaya
calistik. Cantor’un, buluslarmi ¢agdasi matematikgilere kabul ettirebilmek i¢in sarfettigi eforun,
buluslar1 icin sarfettifinden fazla oldugu sdylenir. Ozellikle Kronecker (1823-1891) ile sert

tartigmalart olmustur. Bu tartigmalar sinirlerini bozmug ve Cantor 1918’de bir akil hastanesinde
vefat etmistir.

Asagida Cantor Kardinalite Teorisi’nin piir simgesel bir 6zeti verilmistir (Giiney 1993; Giiney, 2003;
Giiney, 2004a; Giiney, 2004b; Giiney, 2004¢; Giiney ve Ozkog, 2010):

Kiimelerin Denkligi:
A~B
=
3f e B f[A]=B
f@) =f(b)>a=b

Teorem.

A={A]A¢A},
~={(AB) A~B}c 4’
-
VAB,Cea
A~A
A~B = B~A
A~B, B~C = A~C

Sonlu (s), Sonsuz (ss), Sayilabilir Sonsuz (syss), Sayilabilir (sy), Sayilamaz (syz) :

A(s) ‘& VBCA BxA
Ass : © dBZA,B~A
Asyss &> A~N
Asy = A~Nv (VB G A BxA)
Asyz > AxNVv(IBGZA,B~A)
Kardinal Sayx:
[A]={Bl A~B}

Kardinal Sayilar Kiimesi:

A= {[A]ll Aea}
={ [¢0], [{63}], [{ &.{033], [{o. {0}, { 0.{d}33 1],
[N, ..., [R], [€], ..., [ 27], ... [ 27)7],... }
={ {¢} {{o}, L Ali}, {Veli}, ... }, { { 6.} }, { Ali, Veli}, ... },
{ {09} {0.{¢}}}, { Ali, Veli, Can}, ... },
AN, Z, KA, C QN2 Q% .y,
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v L (O, R, R¥® 1, C, T,C% .}, {ROY, &, 72 ..}, ...}

#(9)=[¢]=0
#Ao =[Hey]=1
#({ 003D = [{o{o}} =2
# ({00} {0.4033}) = [{o:{¢} {033} ]1=3

#(N):”[‘N]:No
#(R)= [R] =N,
#(F )= [F]=N2

K = {#(A) | Ac a}
={0,1,2,3,..., N, Ng, Np, ... }

Kardinal Sayillarda Esitlik:

#(A)= #(B)
R
A~B
Kardinal Sayillarda Siralama:

x = {#(A) | Ac a}
<={ (#(A), #(B)) | I A>B 11}«

A’nin kardinal sayisi, B’nin kardinal sayisindan kiigiik
=
#(A) < #(B)

A’nin kardinal sayisi, B’nin kardinal sayisindan kesin olarak kiigiik
=
#(A) < #(B)
=
#(A) < #(B)A #(A) = #(B)

#(A) < #(B)
Ly
#(A) < #(B)v #(A) = #(B)

#(A) £ #(B)
=
#(A) £ #B)v #(A) = #(B)

=
#(B) < #(A)

#(A) £ #(B)

Mugla Egitim Fakiiltesi Dergisi, Cilt / Volume 1. Say: / Number 1. Mayis / May 2014



.7y
Yya ¥

S

A

> Mugla Sitki Kogman Universitesi E

itim Fakiiltesi Derqisi - Journal of Education

=
4(A) £ #(B)A #(A) = #(B)

=
#(B) <#(A)

Kontinyum ( Continium-Siireklilik) Problemi:

{kl Ro<k<c}=¢?

Cantor Varsayim ( Cantor Hipotezi, Siireklilik Hipotezi):

{kl No<k<c}=¢

Notasyon:
A’nm cardinal sayis1 ;= #A
#(28)=2""
#(N) = Ro

#(2%)=2%= #(N)=N;=c
#(2M)=# R ) =2 =f =22
Hausdorff Hipotezi (Aleph Hipotezi ):

No< 280 <2280 92280

{kl No<k< 2% }={kl {kl 2% <k< 22 1= =¢
Kardinal Sayilarda Toplama:
+: KxK—> K, AB=¢, #(A)+#(B)=#(AuUB)

Kardinal Sayilarda Carpma:

X Kx K—>K, #(A)x#(B):=#(A)#(B)=#(AxB)

Kardinal Sayilarda Us Alma:
#(A)B) = #(AP)

Teoremler:
i.

K = {#(A) | Ac a1}
<={ (#(A), #(B)) | I A>B1-1}c ¥’
-

(K, <) p.-k-i.s-z.
=
#(A)e K => #(A) #(A)
#(A)< #(B), #(B)< #(A) = #(A)= #(B)
#(A)< #(B), #(B)< #(C) = #(A)< #(C)
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VA(#d)c K, minA ek
#(A), #B) e K = #(A)< #(B) v #(B)< #(A)

i AcB = #(A) < #(B)
1.
f(1,c) > (K<) fFA)=#(A)
-
AcB = f(A) <f(B)

iv. 0<l<?2<...<n
\2 Asonlu s #(A) <N,
Vi. A sayilabilir < # (A) < N,
Vii. Asonsuz < N <#(A)
Viii. A sayllamaz < Nyo< #(A)
iX. A sayilabilir, B sonsuz < #(A) <N, <#(B)
X. 0<1<2<..< No<..<C<..<f<..<2" ..
Xi. ke Xk = dpe K, k< p
Xii. #(2M)=c
Xiii. #(,2N)Y=#(F)
Xiv. N0<2N0 <22N0< 222N0<
XV. a,bcex
1. a =a (yansima)

a=b = b =a(simetri)
a=bab=c=a=c (gecisme)
2. a < a (yansima)
a<b, b<a=a=Db (terssimetri)
a<h, b<c=a<c(gecisme)
a<bv b<a (kiyaslanabilirlik)
(K, <) zincir

3. a=bc=d = a+c=b+d, ac=b.d, a®=b
4, a<bh, c<d a+c<b+d ac<bd

5. a< b, c<d =>a+c<b+d, ac<bd

6. a<h, c<d =>a+c< b+d, ac<bd

7. O+a=a

8. a+b=b+a

9. a+(b+c)=(ath)+c

10. la=a

11. ab=ba

12. a(bc)=(ab)c
13. a(b+tc)=ab+bc
14. a”a®=a"*
15. ac=(ac)
16 (ab)C:abC
17. as<¥N, @Da+N,=N,+a= &, a+N;= N;+a= Ny, ...
18. N0+ le Nl, N1+ sz Nz,...
19. as<b=a+c<b+cac<bec, a°<b’, <’
XVi.
#(A) =#(B),#(C) =#(D), #(AnC) =#(BnD)
-
#(AUC) = #(BuUD)
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XVii.
#(A) =#(B) , #(C) =#(D)
=
#(AxC) =#(BxD)
Xviii.
#(C)< #(A), #(D)< #(B), #(A)=#(D), #(C)= #(B)
-
_ #(A)= #(B)
XiX.
#(BNC)=0 = #(ABx A®)=#(AB)
XX.
#(AP)C =0 = #(APC)
XXi.
#( {aby*)= #(2")
XXil.
#(A) =#(B) = #(2*) =#(2°)
XXiii.
A={Al iel}, 8={Bil icl}, Yizjel, #(AinA) = #(B nB;)=0
#(Ai) = #(Bi)
=
#(ua) =# (v 8)
XXiV.
A={Aliel}, 8={Bil icl} Viel, #(A ) = #(B;)
=
#(I1a) =#(I18)
XXV.
_ #(A)<No, #(B) <#(A) = #(B) <N,
XXVi.
#(A)<N, BCA = #(B)<#(A)
XXVi.
H(A)<N,, VA A4, #(A) <N = #(UA) <N, #(I12) <N,
XXViii.
_ No< #(A) = IBcA, #(B)< N,
XXiX.
#(A)< No, BCA, #(B)< N,
XXX.
_ #(A)< No, #(B)= No= #(AUB) = N,
XXXi.
) #(A)< No, #(B)< No= #(AUB)< N #(AxB) < N,
XXXii.
No< #(A), #(B)< No= #(A)= #(AUB)
XXXiil.
No< #(A)=IBCA #(B)=#(A)
XXXIV.

#(A)< #(2%)
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3. Tartisma ve Sonug¢

Cantor’un, basit kavram ve varsayimlardan hareketle, salt akil yiiriitme yoluyla buldugu
inanilmaz(!) sonuglar, bi¢imsel piir matematigin giiglenmesinde devrimsel nitelikte rol
oynamistir. Ayrica, Cantor Kurami’ nin piir matematiksel karakteri, matematige ve matematik
egitimine yeni bir bakig agisi getirmis ve matematigin asil egitimsel Oneminin, bir zihin
jimnastigi olmasindan geldigi daha iyi anlasilir olmustur. Matematigin, herhangi bir ulus diline
bagli olmayan bigimsel sembolik dili ise, onun evrensel ve dakik bir iletisim araci olmasinin en
onemli gostergesidir.
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