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Lineer Regulator Parametrelerinin Kalman Filtresi
Kullanilarak En Cok Olabilirlik Yontemiyle Tahmini

Esin KOKSAL BABACAN' Levent OZBEK
Ankara Universitesi, Fen Fakiltesi, istatistik Bolimii

Ozet: Bu calismada lineer regiilatér probleminde bulunan kayip fonksiyonunda
bilinmeyen parametre olmasi durumunda bu parametrelerin en ¢ok olabilirlik
ybéntemiyle tahmini ele alinmistir. Bu amagla, ilk énce durum-uzay modellerinde
model parametrelerinin tahmini igin en c¢ok olabilirlik yéntemi, daha sonra lineer
regilatér problemi ve ¢6zim ile ilgili bilgi, son olarak kayip fonksiyonunda bulunan
bilinmeyen parametrelerin en ¢ok olabilirlik ydntemiyle tahmini verilmistir. Simllasyon
galismasi ile yontemin isleyisi gdzlemlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Durum-uzay modeli, Kalman Filtresi, Lineer Regulator.

Maximum Likelihood Estimation of Linear Regulator
Parameters Using the Kalman Filter

Abstract: In this study, maximum likelihood estimation of loss function parameters in
linear regulator problem is investigated. For this reason, in state- space models,
maximum likelihood estimation of model parameters, linear regulator problem and this
solution and maximum likelihood estimation of unknown parameters in loss function
are explained. With simulation study working this giving method is observed.

Key Words: State-Space models, Kalman Filter, linear regiulator.

Kalman Filtresi ve En Cok Olabilirlik Yéntemi

Ele alinan durum-uzay modeli, n=0,1,2,...,.N olmak lzere
X, =Ax, +Bu, +Gw,
yn = Hxll + vll

x,,, =Ax,+Bu, +Gw,
yn = Hxll + vll
biciminde olsun. Burada, x, € R? gbézlenemeyen sistem durum vektori, y € R", sistem

gbzlem vektort, w € R? ve v, € R™ birbirinden bagimsiz sifir ortalamali ve
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kovaryans matrisli normal dagilima sahip hata terimleri ve u, € R”, sistem kontrol
vektoridir. Gozlenemeyen durum vektdrind tahmin etmek icin Kalman Filtresi;

%o =1x,

P0)=F,

% =A%, + Bu, + AK [y, - HY. ]

K, =PH'(HPH'+R)"'

P, =APA+GQG'-AK (HPH'+R) 'K A'
%0 =1x,

P(0)=F,

%1 =A% +Bu +AK [y, - HY.]

K =PH'(HPH'+R)"'

P, =APA+GQG'-AK (HPH'+R)'K A’

biciminde verilir [1]. Burada, P.., denklemi Riccati denklemi olarak bilinir.

n+l

Burada verilen A,B,G,H,Q ve R matrislerinde bilinmeyen parametreler olabilir. Bu
parametrelerin bitini © vektdri ile gésterilsin. y, nin {yn_l,yn_z,...,yl,yo} Gzerine

kosullu dagilimi, ortalamasi H$cn ve varyansi HP,H'+R olan normal dagilima sahip
oldugundan negatif olabilirlik fonksiyonu [1, 2, 3];

J(6)= ﬁ:ln[det(HRlH "+ R)|+iz(HP.H'+R) ' (y, — HY, )\, —H§n)'

n=0

J(6)= iln[det(HPn H'+R)+iz(HPH'+R) ' (y, - HY)(y, - HY.)'

n=0

biciminde yazilir ve bilinmeyen parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri bu fonksiyonun
minimizasyonu ile elde edilir. Bunu elde edebilmek igin negatif olabilirlik fonksiyonunun
tlrevlerinin alinmasi gerekir.

S =(y,—HY)
Iﬂéﬁ (’1) = ‘5;<5;
r —1 3 r
®ON+1& (1)

P (n)=HP,H'+R
M, =P’ (n)— P (n) 4P (n)

olmak Uzere, ® vektorindeki herhangi bir & parametresine gore J fonksiyonunun tlrevi
hesaplansin [3,4];

oJ & . dP(n) N 00 . 98 . _
— =D=M+ L5 +0 —)P! 1.3
5~ &g M+ LG50+ 0,5 0P (n) (1)
oJ & . oP(n) L I MY S
— . y ]v[ . n ‘5 (5 n 1) 1 1.3
0 Z,,ZOZZ( 96 ”HZ,,ZOZZ((ae \ 0,30 (1))
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—Z ( M)v G, Z (( "5+5 ij)g‘l(n))

n=0 n=0

olarak alinirsa, g—g =G, +G,

olur. G, ifadesinden baslanirsa, P,(n) matrisinin tirevinin alinmasi gerekir;

oP,
() —(a—HPH by '+ HP, ai+a—R)
20 20 00 0d6
oP,
() —(a—HBIH +HaP” H'+ HP, ai+a—R)
20 20 00 96

Buna gére, M, matrisi ile sondan garpilip izi alinirsa,

H M H)+ Z(—M )

N
G =Y, (2lz

n=0
N
G1=Z(2iz(a PH'M,)+ z( F, H M H)+lz(—M ))
0
elde edilir. Burada kovaryans matrisi,
P. =APA+GQOG'-AK, (HPH'+R) KA'
P, =APA+GQG'-AK, (HPH'+R) KHA'

nin tdrevi

%:a—APHA%Aa " A +AP, ai+a—GQG +GaQG'+GQa£
00 96 00 060 d6 206
0A P . . OK, N A D)
260" 96 " "
oK A"
—AK, P, ()= = A"~ AK,P(WK, =
20 00

O _OA p a4 gy gp A +o6+6%L6 +GQ—

00 06 " FY "96 06 26
oP.(n P)
aAKn ()KA Aa S (HEH'*RY 'K A'- AK, ()
20" 06 20

oK 0A'
~AK,P,(n)— = A= AK, P, (n mK 2=
06 06

olur. G, ifadesi igin,
L) = (v, - )0, - HY)

8, =(y,~H%)
T =, - HY)(, -HY)'
S, =(y, ~H%)

olmak Gzere

— KA
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dlys(n) _ dy, oH $ _H %,

~( Qe )3,
96 96 26 %0
P YCRE
260 06 96
a2, Mg ot
09 96 06 29
5 —n _ §n H
36 20 %’

bu tirevin Rfl (n) ile garpiimasi ve izinin alinmasi ile,

5.0y, 8H 8k‘n dy, OH B akln\nl
G, = zl{(ae 89 )5+5”(86? agkln\n—l )P ()

N

=z—21z( By s P (M) +2iz(5 5 yn

5.0y, _a_H B aw,l ay, _aH ak‘n\n 1
Gz—;lz{(ae aeb&n )5 5(80 aeb&n\ﬂ )P (n)
y akjh ' y—1
= MP (M) +2i2(5 5 8,P; () = 2iz(5 o HE, P ()
olur. Burada §cn+1 threvi

a%“ =a—A§cn +Aa§" +a£5(n)+Kn(%—a—H§n -H a§”)

00 06 00 00 00 00 00

ot _oAg ., o% 0K, sk (e Sy %,

00 26 849 00 00 06 849

dir. G, ve G, ifadelerinin toplanmasi ile log-olabilirlik fonksiyonu elde edilir [3, 4].
Parametre tahminleri hesaplandiktan sonra standart hatalari asagidaki sekilde hesaplanir
(4].

J.(6)=In[det(HP H '+ R)]+iz(y, - HX.) (HP. H'+ R) (v, — HY,) (1.4)

olmak lzere;
o BJ (0) E)J (67)
S(©) = diag \/(Z Y REEY: b
(1.5)
bigimindedir.
M, =P (n)— P, (n)d,(n)d,P," (n)
olmak Uzere,
aJ,(6) P.(n) 99, P (n)
g ! (P() )agP()5+5P() 5P() 9P<)5
),() ; 99, J,
%0 {aeP()5+5P() }
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P, (n) 96,0,
=iz{———— Y M} +iz{P] '(n) — Y } dir.

Lineer Regilator

indirimli stokastik regilator problemi goz éniine alinsin. Bu optimizasyon problemi,

min Ei ' (x;,Rlxn +u,Qu, +2x Wu, )

{u” n=0
(2.1)
=Ax,+Bu, +Gw, (2.2

n+1

Imn EZ B (x,'lRlxn + u,;Qlu” + 2x,'1Wu”) (2.1)
n=0

x,,, =Ax, +Bu, +Gw, (22)

bicimindedir [4]. R, O,,W , A ve B matrisleri ® vektériinde bulunan parametrelere bagli
olsunlar. (2.1) ile verilen fonksiyon kayip fonksiyonu olarak adlandirilir ve kayip
fonksiyonunda bulunan R, ve O, matrisleri simetrik ve negatif olmayan matrislerdir. Bu

bolimde G =0 varsayilp islemler yapilacaktir. (2.1) ve (2.2) esitliklerinde verilen matrislerin
® vektoriinde bulunan parametrelere gore tlirevlerinin bilindigi varsayilacaktir [4].
Bu lineer regdilator probleminin ¢6zimi u, =—Fx, ile verilir. Burada,
F=(Q,+pBB'EB)" (BB'RA+W") (2.3)
F=(Q +pB'PB) (BB PA+W") @3

ve
P =R +BA'PA—(W +BA'PB)(Q,+ BB PB)" (BB'PA+W") (2.4)

P =R +BA'PA—(W+BA'PB)(Q+ BB PB)" (BB RA+W") (@Y

seklindedir [4]. Durum vektéru bilinmediginde optimal kontroli bulmak icin, Kalman Filtresi ile
durum tahmin edilerek u, = —F x, olarak kullanilr.

Lineer Ragiilator parametrelerinin tahmini

Durum-uzay modelinde model denkleminde bilinmeyen parametrelerle birlikte
optimal lineer regllator problemi igin verilen kayip fonksiyonunda da bilinmeyen parametreler
oldugunda, durum vektéra,

x,,, =Ax, +Bu,
X,,,=Ax, +Bu,
olmak (izere, optimal kontrol u, =—FX, olarak elde edildiginden bunun yerine yazilmasiyla,
=Ax,+B(-Fx,)
=(A-BF)x,
=Ax,+B(-Fx,)
x,,,=(A-BF)x,

biciminde olacaktir. O, ve R, matrisleri de bilinmeyen parametreler icerdiginde bunlarin da
tahmin edilmesi gerekir. Bu nedenle,

n+l

n+l
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x,,,=(A-BF)x,
+1 :(A—BF))C”

olmak Uzere, A,=(A—BF) alinarak benzer islemler yapilabilir. Minimize edilecek
fonksiyon burada aynidir. Sistem gecis matrisinde A yerine A,’in alinmasiyla Kalman

Filtresi esitliklerinde degisimler olur ve F' ve P, matrislerinin hesaplanmasi gerekir. Buna
gb6re Kalman Filtresi,
B =R +BA'PA-(W+ BA'BB)Q,+BB'PB)"'(BB'PA+W")

F=(Q,+BB'FB) (BB'RA+W)
% =(A-BP)}. +(A-BF)K [y, - HY, ]
K,=PH'(HPH'+R)"
P, =(A-BF)-K H)P(A-BF)-H'K,"
P =R +pBA'PA-(W+ BA'EB)(Q, + BB’ PIB)’ (BB'PA+W")
F=(Q,+BB'FB)" (BB'RA+W)
% =A-BF}, +(A-BF)K [y, -HY]
K =PH'(HPH'+R)"
P, =(A-BF)-K H)P(A-BF)-H'K,"

biciminde olur.
Bilinmeyen parametrelerin timi ® vektoérl ile gdsterimek Uzere, A,=(A—BF)

oldugundan A, in ® da bulunan herhangi bir bilinmeyen @ parametresine gére tirevi;
94, _9A B OF
06 090 9J0 06
A 0B L oF
00 06 96 20

ve F nin tlrevi;

OF _ 1 90 OB’ oP
B'PB ~— PB+fB'—-B+ B’ F
00 -(Q+h )¢ ae+ﬁ th 00 th lae)
oB' 0A 8W'
B'PB PA B' 9 A BBP
+(Q+pB'RB)” (ﬁ tp 00 *p ‘ae 296
OF _ 1 90 OB’ oP
B'PB ~—PB+fB'—-B+ B’ F
20 ~(Q+5 )¢ ae+ﬁ *p 00 *p ‘ae)
oB' oP 0A oW’
B'PB PA B' =LA+ fB'P—+——
+(0+p 1)([)’ +p 50 +p 'S0 ae)

oP,
olarak elde edilir [4]. Burada 8_91 threvi yer aldigindan bunun da hesaplanmasi gerekir,
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E:&+ﬂATMeQV+ﬁ@ﬁﬁ&%ﬂﬁﬁﬁﬁ%ﬁﬂBﬂA+Wﬁ
R:&+ﬂAﬂA—QV+gdﬁQ&%ﬁﬁﬁzwﬁgﬂEﬁA+W)

oldugundan;

+,BaiP1A+,BA'%A+,BA'Pa—A

OB _oR
00 00 '90

20 26
oW oA oP OB

~(——+B=—PB+B8A'—+B'A'P)F
(ae+ﬁae B+h ae+ﬂ ‘ae)

o0 0B oP OB
F'(=+8—PB+f8B'—-B+fB'P—)F
" (ae+ﬁae B+h 00 tp ‘ae)

oB'

—-F (,35

_ pa 9B OR, ,0A"
—,BAoﬁAo"' +1380A0 BF

+B(A-F'B")

OF, _ OR
36 36
ow
00
+F

00
oB'

P -

+,B—PIA+,BA'%A+,BA'P

0A' d
~(——+B—PB+pA'—L+S'A'P,
( +,Bag B+ 80+’3

'(a—Q+,B%%PIB+,BB'—‘B+,BB'P

P A W'

PIA+ﬂB'a—A+ﬂB'P—+—

'90 06
L pa,
90
00
0A
Y
oB
Y
oB
136
JA W'

26
R, 9A’
26

0A_OW oW’

1 —+F
00 0d6 20

0A

26

P

20
Va

oP, VF

06
oP,

~F(BSRA+BB'SLA+ BB R+ =)

. OP
::BA()a_ele +a_91+

+B(A-F'B")

olarak bulunur [4].

Simiilasyon Caligsmasi

Durum-uzay modeli,

X

bigiminde olmak lzere,

'96 96
0A' 0B’
IB%AO_ﬂF _RAO

00
W00,
060

00
oR

EB_A_B_WF_F
20 06

—+F
06

n+l = Axn + Bun + Gwn
y,=Hx +v,
X, =Ax, +Bu, +Gw,
yVl = Hxn + vn
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15 5 10
Aﬂ:{ ]B":[-5 ; —-5]’G”:[ }ve oo
-5 5 0 1

olarak alindiginda,

1.5 .5 1 0
X, = s 5 x,+[.5 5 —5]u, + 01 w,

Cov(w,)=.31,, Cov(v,)=.2

Cov(w,)=.31,, Cov(v,)=.2

durum uzay modeli g6z 6nlne alinsin.
Burada regulator problemi,

min EY A" (x Rx +u Qu_ +2x Wu
{u,} ; ( n"1"n an n n n)
bigiminde olmak lizere amag,

R_r11 1 0 = W—l
o4l T

matrislerinde bulunan bilinmeyen r,,, r,,, g, parametrelerini belirlenmek olsun.

Burada verilen gercek kontrol terimi u, ,

d 141 . 1
min E, ) 1"| x, x, +u, ()u, +2x,| |u,
] 0L 5 4 1

kontrol problemine gére u, =—Fx, esasina gore elde edilmig olsun. Bu kontrol altinda

yukarida verilen durum-uzay modeline gére elde edilen 1y, gbzlemleri kullanilarak

bilinmeyen parametreler en c¢ok olabilirik ydntemine goére tahmin edilsin. Matlab
programinda negatif olabilirlik fonksiyonu olusturulup bu fonksiyonun minimumunu alma
islemi sayisal optimizasyon problemlerinin ¢dziminde kullanilan fminunc komutu ile

yaptirilirsa parametre tahminleri; r,=0.3072, r, =0.5761, ¢,=0.1767 ve standart hatalari
sirayla 0.0115, 0.0124, 0.0283 olarak bulunur. Goérildigu gibi degerler gergcek degerlere
(r,=0.4, r,,=0.5, g,=0.1) olduk¢a yakindir ve standart hatalari da oldukga kii¢tktdr.

Sonug

Kimi zaman kayip fonksiyonunda bulunan matrisler de bilinmeyen parametreler
icerebilirler. Buna goére lineer raegullator problemi isletilirken bu parametrelerin de tahmini
problemi ortaya c¢ikar. Kalman Filtresi kullanilarak bu parametreler en ¢ok olabilirlik
yontemiyle tahmin edilebilir. Similasyon ¢alismasindan da goértldigi gibi tahmin degerleri
gergek degerlere oldukga yakindir ve standart hatalari da oldukga kiiguktr.
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