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SONSUZ SAYI KUMELERI ISIGINDA iLKOGRETIM OGRENCILERININ
SONSUZLUK ALGI VE YANILGILARININ BELIRLENMESI

DETERMINATION OF PRIMARY SCHOOL STUDENTS’ PERCEPTIONS AND
MISCONCEPTIONS OF INFINITY USING INFINITE NUMBER SETS

Serkan NARLI} Pinar NARLI?

OZET: Sonsuzluk, ger¢ek ve potansiyel sonsuzluk olmak iizere ikiye ayrilmaktadir. Eski zamanlardan
beri, potansiyel sonsuzlugun matematiksel sonsuzluk oldugu kabul edilmektedir. Say1 kiimeleri ise, matematiksel
sonsuzlugu iceren kavramlarin basinda gelir. Bu yiizden, say1 kiimeleri, sonsuzluk fikrinin belirlenmesinde
kullanilabilir. Diger taraftan, bu kiimelerin tam olarak algilanabilmesi i¢in Ogrencilerde sonsuzluk fikrinin
bulunmasi gerekir. Bu baglamda bu ¢aligmanin amaci, 6grencilerin sonsuzluk fikrine ne derece sahip olduklarini,
okulun 6grencilere sonsuzluk fikrini kazandirip kazandiramadigini ve 6grencilerin bu konudaki yanilgilarini,
say1 kiimeleri ile iliskilendirerek belirlemeye calismaktir. Bu amagla 13-14 yas arasi Ilkdgretim 6grencilerinden,
131 6grencinin goriigleri agik uglu anket ile toplanmis ve bunlarm 10°u ve 3 ilkdgretim Ogretmeni ile yari
yapilandirilmis goériisme yapilmistir. Sonugta Ogrencilerin sahip olduklar1 sonsuzluk fikirlerinde kisisel
deneyimlerin yattig1 ve formal egitimin buna fazla yardim etmedigi goriilmiistiir. Ayrica 6grencilerin kiimelerin
sonsuz olup olmamasinm belirlemede, sezgisel yollarla, tiimevarimsal siireg ve baska bir kiime ile karsilagtirma
yontemlerini kullandiklar: tespit edilmistir. Sonsuz kiimelerin karsilastirilmasinda da literatiirde bahsedilen bazi
yanilgilarin bulundugu anlasiimistir.

Anahtar Sozciikler. Sonsuz kiimeler, matematik egitimi, say1 kiimeleri, denklik

ABSTACT: Infinity has divided into two componenets, the actual and potential infinity. Potential infinity has
been considered as mathematical infinity for a long time. Number sets is one of the concepts involving
mathematical infinity. Therefore, numer sets can be used to determine perception of infinity. On the other hand,
students must have some perception of infinity to perceive this sets exactly. In this context, the aim of this study
is threefold: to investigate primary school students’ perception of infinity concept, to determine to what extent
schooling is successful in the attainment of the concept of infinity, and to investigate their misconceptions of the
concept of infinity by associating it with number sets. Data collected through open-ended questionnaires
administered to 131 primary school students aged 13-14 and semi-structured interviews conducted with ten of
these students and three primary mathematics teachers. Results indicated that students’ personal experiences
mainly determined their concept of infinity and that formal education had minimal effects. Also, it was
determined that there were two methods which intuitively used by students to decide whether a given set is finite
or infinite: induction process and comparing the given set with another set. Students’ also displayed some
misconceptions about the comparison of infinite sets.
Keywords. Infinity sets, matematics education, number sets, equality

1. GIRIS

Cikarimer dogasindan dolayr matematik, temeldeki birincil fikirlere, aksiyomlara ve
tanimlara dayanir. Tanimlar, matematikte baz1 kavramlarin (rasyonel sayilar, karmasik sayilar
vs.) matematiksel varligin1 ortaya koymak igin siklikla kullanilir (Tirosh,1999). Ancak
matematik tarihi, bircok durumda, bu tiir tanimlarin ortaya koydugu kavramlarin hemen kabul
gormedigini gostermektedir. Hatta gcogunlukla matematik diinyasinin bunlar1 kabul etmesi on
yillar, hatta ylizyillar almistir (Fischbein, 1987).

'Dr. DEU Buca Egitim Fakiiltesi ilkdgretim Matematik Ogretmenligi ABD, izmir, serkan.narli@deu.edu.tr
2 [lkdgretim Matematik Ogretmeni, pinar.narli.mat@gmail.com
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Bunlarin en u¢ durumu, muhtemelen sonsuz kiime kavramidir. Sonsuz kiimeleri
matematiksel nesne olarak gérmedeki goniilsiizliik, sonsuzlugun bir potansiyel oldugunu ve
gercek olmadigini 6ne siiren Aristo'ya kadar gotiiriilebilir (Tirosh, 1991). Bu yaklasim 2000
sene boyunca matematige egemen olmustur. Matematikte sonsuzluk agikc¢a veya iistii kapali
olarak ilk biiylik matematikgilerin yapitlarinda goriilmektedir. Fakat sonsuzluk kavrami, kendi
dogasindan gelen ¢eliskilere yol agmistir. Galileo ve Gauss gergek sonsuzlugun mantikli ve
tutarl akil yiiriitmeye dahil edilemeyecegi sonucuna varmislardir. Gauss, 1831'de sonsuz bir
¢oklugun tamamlanmis bir nicelik olarak kullanimina hi¢bir zaman izin verilemeyecegini
belirtmistir. Kant ise, ¢alismalarinda, uzay ve zamanin sonsuzluguna génderme yapmis ve
diinyanin gerek uzaysal gerekse zamansal yonden sonlulugu ya da sonsuzlugunu, insan
zekasinin kabul edemeyecegini ileri siirmiistiir. Bu durum Kant’a gore, uzay ve zamanin
kendiliginden dis diinyada var olmadiginin, anlama, diizenleme ugrasinda olan beynimiz
tarafindan diizenlenmis kavramlar oldugunun bir kanitidir (Fischbein, 2001).

Filozoflar ve matematikgiler, gercek ve potansiyel sonsuzlugu ayirmislardir. Zekanin
kavramay1 zor, hatta imkansiz buldugu sonsuzluk, “Diinyanin sonsuzlugu, bir dogru pargasi
tizerindeki noktalarin sonsuzlugu” 6rneklerindeki gibi gercek sonsuzluktur. Akil asil olarak,
uzay ve zamandaki davranislarimizla kazandigimiz sonlu gerceklere adapte olmustur. Mantik,
sadece sonlu gergeklerle ifade edilen kavramlart tutarli olarak ele alabilir. Bu yiizden de
gercek sonsuzluk ile ugrasilmaya baslandig1 anda celiskiler de kendini géstermeye baslar.

19. yy.'nin sonunda Cantor, sonsuz bir kiimeyi, kendi asal alt kiimelerinden biriyle
birebir eslenebilen bir kiime olarak tanimladigi bir sonsuz kiimeler teorisi formiile etmistir.
Cantor bunu yaparak sayilarin bir seferde sonsuz bir topluluk olarak algilanmasina yapilan
kokli itirazlart dagitmistir. Cantor'un sonsuz kiime tanimi, “bir kiimeyle asal alt kiimelerinden
birinin denkligi” kavramini i¢inde barindirdig i¢in, sonsuzluk fikriyle ilgili 6nemli bir algisal
engel olusturur. Bu esitligi kabul etmek, “biitliin par¢alarindan daha biiyiiktiir” fikrinin her
kiime i¢in dogru olmayacagmin kabuliinii gerektirdiginden algisal olarak ¢aba gerektirir.
Bundan dolayr bu sonsuz kiime tanimimin kiime teorisi gérmemis Ogrenciler tarafindan
kendiliginden kullanilmas1 ¢ok diisiik bir olasiliktir (Tirosh,1999).

Cantor’dan bu yana, sozii gegen gilicliikleri i¢inde barindiran sonsuzluk kavrami,
tizerinde calisilan bir alan olmustur. Fiscbein ve arkadaslar1 (1979,4-5), istii kapali olarak ta
olsa, Piaget ve Inhelder (1956, p.125-149) in ¢alismasini, ¢ocuklarin sonsuzlugu anlamasi
lizerine yapilan arastirmalarin bagslangict olmasini teklif etmistir (Monaghan, 2001).
Geometrik figiirlerin tekrarli boliinmesini igeren bu calismadan bu yana sonsuzluk kavrami
iizerine ¢alismalar devam etmistir.

Genelde yapilan calismalar, 8 yasindaki ¢ocuklarin dogal sayilar dizisinin sonu
olmadigmi anladigim1 bildirmistir. Sonradan, 11-12 yasmna kadar cocuklar noktalarin
boyutsuzluk o&zelliginin farkina varirlar ve akabinde dogru pargalarimin sonsuz kere
boliinebilir oldugunu iddia ederler. Bu g¢alismalarda 6grencilere bazi siireclerin sonuglanip
sonuglanmayacag1 sorulmustur. Siireclerin sonlanmayacagini iddia eden &grencilerin ortaya
cikan kiimenin sonsuz oldugunu anladigimi arastirmacilar tarafindan varsaymistir
(Tirosh,1999).

Daha yiiksek yas gruplarinda yapilan calismalar da, Cantor kiime teorisini algilamada
ogrencilerin zorlandigini belirtmektedir (Narli, 2011; Narli and Baser, 2008, 2010; Tsamir
1999,2001,2002).

Sayilarda ve say1 kiimlerinde ise sonsuzluk sezgisel olarak kendisini hissettirmekte ve
sozii gecen bu sorunlar, Ogrencilerin sonsuzluk kavraminda sorunlar yasamasina neden
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olmaktadir. (Singer ve Voica, 2003). Fischbein'e gore (1987), Ogrencilerin sonsuzluk
hakkinda sahip olduklar1 sezgisel diisiinceler iki kategoride incelenebilir. Ilk olarak, sonsuzluk
fikri i¢in, temelde kisisel deneyimler bulunur, ikincisinde ise formel egitim sonsuzluk fikrini
olusturur. Bunlar birincil ve ikincil sezgiler olarak isimlendirilmektedir. Sonsuzluk hakkinda
bu tiir sezgileri arastiran Singer ve Voica(2003), sonraki ¢alismalarinda, sezgiler ile kavrama
(alg1) arasindaki iligkiyi aragtirmig ve sonsuzluk ile ilgili algilar1 birincil ve ikincil olmak
tizere iki kategoride toplamislardir (Singer ve Voica, 2008): Okul dis1 kisisel deneyimlerin
belirledigi birincil algilar ve formal egitim kaynakli ikincil algilar. Birincil algilar ise, {i¢
kategoride toplanmistir.  Siiregsel, topolojik ve dinsel olarak belirlenen bu ii¢ kategori,
ogrencilerin, “sonsuzluk kavramini kendi climlelerinizle tanimlayiniz” sorusuna verdikleri
cevaplar 1s1ginda olusturulmustur. Bu g¢aligmanin amaci ise, 6grencilerin sonsuzluk fikrine
gercekten sahip olup olmadiklarini ve Ogrencilerin bu konudaki yanilgilarini belirlemeye
calismaktir. Sayr kiimelerinin, sonsuzluk fikrini belirlemede yararli olabilecegi diisiintilmiis
ve genel amag i¢in asagidaki alt problemler belirlenmistir:
1. Ogrencilerin dogal sayilar kiimesinin sonsuzlugu hakkindaki diisiinceleri nelerdir?
2. Ogrencilerin rasyonel sayilar kiimesinin sonsuzlugu hakkindaki diisiinceleri nelerdir?
3. Ogrencilerin agik araliklarin sonsuzlugu hakkindaki diisiinceleri nelerdir?
4. Sonsuz kiimelerin karsilagtirilmasi (denkligi) ile ilgili 6grencilerin sezgisel diistinceleri
nelerdir?
2. YONTEM
Bu calisma, nitel bir calismadir. Ilkdgretim 8. sinif dgrencilerin sonsuzluk kavrami
hakkindaki goriisleri; agik uglu degerlendirme sorularindan olusan agik uglu bir anket ile
toplanmis ve bunu takiben on ogrenciyle ve 3 ilkdgretim matematik Ogretmeni yari
yapilandirilmis goriisme yapilmistir.
2.1 Calisma Grubu
Calismanin dgrenci drneklem grubu, Milli Egitim Bakanligina bagli Tlkdgretim Okulu 8.
sinif 6grencilerinin i¢inden segilmistir. A¢ik uglu anket, 67’si kiz, 64’1 erkek olmak {izere
toplam 131 6grenciye uygulanmis ve goriisme ise bu 6grenciler arasindan segilen 5° i erkek
5’1 kiz, 10 &grenci ile yapilmistir. Ayrica bu dgrencilerin matematik derslerini yiiriiten ikisi
bayan biri erkek toplam ti¢ matematik 6gretmeni ile gortisiilmiistiir.

2.2 Veri Toplama Araclarinin Gelistirilmesi

Bu calismada, ilkdgretim 8. sinif 6grencilerin sonsuzluk hakkindaki fikirlerini belirleyen
acik uclu bir anket ve yar1 yapilandirilmis bir gorlisme formu ve dgretmen goériisme formu
gelistirilmistir. Her bir aracin gelistirilme siirecleri soyledir:

a) Acik uglu Ogrenci anketi: Toplam yedi maddeden olusan bu agik uglu anket
olusturulmadan &nce bes Ilkogretim Okulu son siif Sgrencisiyle konu hakkinda
tamamen agik uglu serbest sohbet seklinde bir goriisme yapilmis ve bu sohbet sirasinda
one cikan konular listelenmistir. Burada ortaya ¢ikan konular ana bagliklar halinde
listelendikten sonra acgik uglu anket taslagi olusturulmustur. Elde edilen bu taslaga 25
[Ikogretim Okulu son sinif dgrencisiyle deneme ¢aligmasi yapilmus, islerlik kazandig
konusunda uzman goriisleri alindiktan sonra taslak, uygulamaya hazir hale gelmistir.

b) Ogrenci Gériisme Formu: Ac¢ik uglu anket gelistirilmesi sirasinda sohbet seklinde
yapilan goriismeden ve pilot ¢calismada elde edilen veriler 151g1nda toplam 20 maddelik
bir goriisme formu taslagi gelistirilmistir. Pilot caligmaya katilan 25 6grenciden ikisiyle
bu taslak goriisme formu; kapsam, islerlik ve zaman agisindan pilot g¢alisma olarak
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denenmis, islerlik kazandigina uzman goriisleriyle kanaat getirdikten sonra uygulamaya
hazir hale gelmistir.

¢) Ogretmen Goriisme Formu: Ogrenci goriisme formunda gelistirilen sorular sadece hitap
tarz1 6gretmenleri kapsayacak sekilde degistirilerek kullanilmistir.

2.3 Gecgerlilik ve Giivenirlik

Veri toplama araglarinin kapsam gegerliligi Matematik Egitimi Anabilim Dalindan iki
ogretim elemani ile arastirma konu kapsami detayli bir sekilde dikkate alinarak saglanmistir.
Giivenirlik degerlendirmesi yapilirken elde edilen nitel veriler her bir arastirmaci tarafindan
ayr1 ayr1 kategorilere ayrilmis ve kodlanmistir. Daha sonra bu kategorilerin uyum oranlari
belirlenmistir. Yapilan bu kodlama sonrasinda %92 uyum saglandig1 goriilmiistiir.

Sonugta elde edilen agik uglu anket, 7 sorudan olusmaktadir. Bu sorulardan 3°i [1.
Sonsuzluk denildiginde aklimiza ne geliyor? Sonsuzluk kavramini siz kendi kelimelerinizle
nasil tammlarsiniz? 2. Sonsuzluk kavrami ile ilk olarak ne zaman(kag yasinda), nerede ve
nasil karsilastiniz? 3. Bugiine kadar ogrenim yasantinizda sonsuzluk kavrami ile karsilastiniz
mi? Aciklaymiz(hangi ders ve konularda)] ile ilgili bulgular, Narli ve ark. (2009)’da
incelenmistir. Bu calismada ise sorulardan diger dordii tartisilacaktir. Bu dort soru sunlardir:
1. Dogal sayiar kiimesi sonsuz mudur? Neden? Ac¢iklaywniz. 2. Rasyonel sayilar kiimesi
sonsuz mudur? Neden? Aciklaymiz. 3. (3,5) araliginda kag¢ tane rasyonel sayt vardir? Nigin?
Aciklayiniz. 4. Iki sonlu kiimenin elemen sayisi esitse bu iki kiimeye denk kiimeler denir. Sizce
sonsuz kiimeler denk olabilir mi? A¢iklayniz.

3. BULGULAR

Acik uglu anketten ve yari yapilandirilmis goriismelerden elde edilen bulgular bu
boliimde sunulacaktir.

3.1. Acik uclu anketten elde edilen bulgular

Ac¢ik uclu ankette Ogrencilere “Dogal sayilar kiimesi sonsuz mudur? Neden?

Agiklayiniz. ’sorusu yoneltilmistir. Bu soruya verilen yanitlar gruplanmistir. Kategoriler ve
frekanslar1 Tablo 1’de goriilmektedir.

Tablo 1. Ogrencilerin Dogal Sayilar Hakkindaki Diisiinceleri

Dogal sayilar kiimesi sonsuz mudur? Neden? Aciklayiniz Cinsiyet n
BOYUTLAR Kiz(67) Erkek(64) (131)
1.Sonsuzdur 60 54 114
a. Simirsizlik, siirerlilik 31 21 52
b.Tiimevarim yaklasimi 5 2 7
c. Diger 24 31 55
2.Degildir 2 5 7
3.Bilmiyorum 5 5 10

Tablo 1’den de goriilebilecegi gibi dgrencilerin ¢ok biiyiik bir kismi1 dogal sayilarin
sonsuz oldugunu belirtmektedir. Bu kategori ii¢ baslik altinda toplanmustir. Ogrenciler, dogal
sayillarin ~ sonsuzlugunu Sirsizlik  ve  siirerlilik  kavramlariyla aciklama  egilimi
gostermektedirler. “Bir simirlama getirilemez”, “Sinwrsizdir”, “Devam ettigi i¢in” vb.. Bu
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gruptaki agiklamalarin bir kisminda sonsuzlugunun baslangici oldugu kabul edilip sonunun
olmadigi ifade edilmistir: “Baslangict belli sonu belli degildir, istedigin yere kadar devam
eder” “0’dan baslayp sonsuza kadar gider”vb. Ayrica ogrencilerin, “En yiiksek sayiy
yanina bir rakam daha ekleyip ¢ogaltabiliriz”, “Mesela elinize bir defter alalim. O defteri
sayilarla doldururum. Her sayyt yazinca mutlaka bir devami vardir” gibi ifadeler
kullandiklar1 goriilmektedir. Bu tir ifadeler “timevarim yaklagimi” alt bashiginda
toplanmistir. Dogal sayilara sonsuz deyip, herhangi bir yorum yapmayan veya “Bize dyle
ogrettiler”, “(-) de olabilir (+) da olabilir”, “Herkes oliiyor ama sayi hi¢ olmiiyor” gibi
yorum yapan Ogrenciler, “diger” alt bagliginda dahil edilmistir.

Bunun yaninda dogal sayilar kiimesi sonsuz degildir ve bilmiyorum diyen Ogrenciler,
sonsuzudur diyen Ogrencilere oranla olduk¢a azdir. Sonlu diyen 6grencilerde sadece “hayir”
diye cevap vermis herhangi bir agiklama yapmamuslardir.

Acik uclu ankette O6grencilere diger bir soru olarak “Rasyonel sayilar kiimesi sonsuz

mudur? Neden? Agiklaymniz. ”sorusu yoOneltilmistir. Bu soruya verilen yanitlar Tablo 2’de
goriilmektedir:

Tablo 2. Ogrencilerin Rasyonel Sayilar Hakkindaki Diisiinceleri

Rasyonel sayilar kiimesi sonsuz mudur? Neden? Cinsiyet n

Aciklayimz

BOYUTLAR Kiz(67) Erkek(64)  (131)

1.Sonsuzdur 56 54 110
a. Smursizlik, siirerlilik 14 11 25
b.Karsilastirma 13 3 16
c. Diger 29 40 69

2.Degildir 7 5 12

3.Bilmiyorum 4 5 9

Ogrencilerin ¢ogunun, rasyonel sayilarin sonsuz oldugunu belirttikleri goriilmektedir.
Ogrencilerin  bazilarmin, rasyonel sayilarin sonsuzlugunu, sinmrsizhik ve siirerlilik
kavramlariyla agiklama egiliminde olduklari anlagilmaktadir. “Bitmez”, “Devam eder”, “Bu
rakamlar sinrsizdir”, “Q nun ucu bucagr yoktur” gibi. Bu gruptaki agiklamalarin bir
kisminda rasyonel sayilarin baglangici oldugu kabul edilip sonunun olmadig: ifade edilmis;
“Baslangict vardwr ama sonu yoktur” “I’den baslayp sonsuza kadar gittigi i¢in”, “0 dan
baslar sonsuza kadar devam eder”, bir kisminda da rasyonel sayilarin baslangicinin da
sonunun da olmadig1 sdylenmistir: “Baslangict ve bitisi belli degildir’. Ogrencilerin bazilari
da rasyonel sayilarin sonsuzlugunu, baska kiimeler ile karsilastirarak ifade etmeye
calismiglardir:  “Onlarda dogal sayilar kiimesine girerler”, “Rasyonel sayilar dogal
sayilardan olusur bu yiizden rasyonel sayilar sonsuzdur”, “Tamsayilr olabilir ve istedigimiz
kadar araya yazabiliriz”, “Dogal sayilar sonsuz oldugundan rasyonel sayilar da sonsuzdur”
vb.. Dogal sayilara sonsuzdur deyip herhangi bir agiklama getirmeyen veya smirsizlik,
stirerlilik ve karsilagtirma alt boliimlerine dahil edilemeyecek ifadeler diger boyutunda
toplanmistir. Bu boyutta “Kesirlidir ¢iinkii”, “Herhangi iki sayt arasinda sonsuz sayt vardir”,
“Clinkii say1 dogrusu tizerinde her bir rakam rasyoneldir ve sonsuzdur”, “I den baslar 1000
e kadar uzar”, “Negatif ve pozitif olarak ikiye ayrilir bu yiizden sonsuzdur” gibi ifadeler
bulunmaktadir.
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Rasyonel sayilar kiimesinin sonsuz olmadigini iddia eden Ogrenciler, herhangi bir
gerekce sunmamiglardir.  Sadece bir 6grenci, “0 dan baslamadigi icin sonsuz degildir”
cevabini vermistir. Ayrica verilen cevaplarda, sonsuz olup olmamasi haricinde, rasyonel
sayilarla ile ilgili olduk¢a yanlig ifadelerin kullanildig1 goriilmektedir.

“(3,5) araliginda kag tane rasyonel sayr vardir? Nicin? Aciklayiniz” sorusuna verilen
cevaplar ise Tablo 3’te gruplandirtlmigtir:

Tablo 3. Ogrencilerin (3,5) arahg Hakkindaki Diisiinceleri

(3,5) arahi@inda kag tane rasyonel say1 vardir? Nigin? Cinsiyet n
Aciklayimz
BOYUTLAR Kiz(67) Erkek(64) (131)
1.Sonsuz olma 35 32 67
2.Sonlu 13 12 25
3.Bilmiyorum(Emin Degilim) 9 5 14
Cevap Vermeyenler 8 11 19
4.Diger 2 4 6

Bu aralikta sonsuz elemanin bulundugunu sdyleyen ogrencilerin sayisi, drneklemin
hemen hemen yaris1 kadardir. Ogrencilerin bircogu, bu aralikta sonsuz eleman oldugunu
belirtmis ama neden oldugunu agiklayamamuslardir. Baz1 6grenciler, sayilabilirlik kavrami ile
bu araligin sonsuzlugunu iligkilendirmislerdir: “Sonsuz, ¢iinkii sayamayiz belli degildir kag
sayr oldugu”. Ayrica Kkarsilastirma yoluyla da araligin sonsuz oldugunu belirtenlerde
bulunmaktadir: “Sonsuz ¢iinkii rasyonel sayilar tam sayr degildir”. Sonlu diyen 6grencilerin,
genel olarak rasyonel sayilari, tamsayilar veya rakam gibi diistindiikleri sdylenebilir: “4 #ir”,
“Iki tane rasyonel say1 vardir”, “Bir tane vardwr, ciinkii rasyonel sayilar 10°a kadardir’.
Ayrica siirlilik ile sonlulugu ayniymis gibi diisiinenlerin de var oldugu goriilmektedir: “3 ve
5 sayular birer sonlu sayidir, baslangici ve bitisi bellidir. Aralarinda da 4 sayisi vardir”, “Bu
iki say1 arasinda sonsuz sayida rasyonel sayr yoktur. Ciinkii bu iki sayimin arasinda sonsuza
kadar gittigini gosteren hichir isaret yoktur”. Ogrencilerin yaklasik dortte biri, bu soruyu bos
birakmis veya soruya bilmiyorum cevabini vermistir. Ayrica birka¢ 68renci cevap yazmis
ama cevaplarinda, aralik icindeki rasyonel sayilarin sayisina, sonlu yada sonsuz dedigini
gosterecek bir ifade bulunmamaktadir. Bu Ogrenciler diger kategorisinde kodlanmistir:
“Zaman ¢ok kisa yapmam imkdnsiz”, “3,5 - 4,0 - 4,5 ¢iinkii”.

Acik uglu anketteki son soru olan “Iki sonlu kiimenin elemen sayisi esitse bu iki kiimeye
denk kiimeler denir. Sizce sonsuz kiimeler denk olabilir mi? A¢iklaymiz.” sorusuna verilen
cevaplar ise Tablo 4’te 6zetlenmistir:

Tablo 4. Ogrencilerin Sonsuz Kiimelerin Denkligi Hakkindaki Diisiinceleri

iki sonlu kiimenin elemen sayis esitse bu iki kiimeye denk Cinsiyet n
kiimeler denir. Sizce sonsuz kiimeler denk olabilir mi?

Aciklaymiz.

BOYUTLAR Kiz(67) Erkek(64) (131)
1.Denk olabilme 31 21 52
2.Denk olmama 22 21 43
3.Bilmiyorum(Emin Degilim) 12 14 26
4.Cevap Vermeyenler 2 8 10
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Tablo 4’den goriilecegi lizere arastirmaya katilan 6grencilerin yaklagik %40°1 sonsuz
kiimelerin denk olabilecegini diisiinmektedirler. Bu durumu ifade ederken bazi 6grenciler
biitlin sonsuz kiimelerin denk oldugunu diisiinmiis; “Evet, ¢iinkii ikisi de sonsuzdur”, bazilar
sonsuz kiimleri esit kabul etmistir: “ Evet olabilir, iki kiimede ayni sayt olacaktr yani ikisi de
aynt ¢oklukta olur”. Bu durum, sonlu kiimelerin denkligi i¢in yaptiklar1 kiyaslamalar1 sonsuz
kiimelere tasidiklarini gostermektedir ki bu bir yanilgidir. Bunun yaninda sonsuz kiimelerin
denkligi icin, tam olarak ifade edemeseler de, bire bir eslemeye yonelik yorumlara da
rastlanmustir: “Bence o kadar sayi oldugu icin bir yerlerde karsilasyyorlar bu da denk-
olabilme sansini yaratiyor boylece denk olabilir”.

Arastirmaya katilan Ogrencilerin  yaklagik %32’si ise sonsuz kiimelerin denk
olamayacagimi disiinmektedir. Biitiin sonsuz kiimeleri denk gibi diisiinen 6grencilerin
yaninda kiimelerin sonsuzlugunu denk olamamasina neden gosteren oOgrencilere de
rastlanmaktadir: “Olamaz, sonsuza kadar gidiyor, gittikce gidiyor, nasil denk olabilir ki”.

Arastirma sorusunu yonelttigimiz O6grencilerin yaklasik %28’i, soruyu yanitlamamis
veya bilmiyorum-emin degilim seklinde cevaplamistir.

3.2. Yarn yapilandirilmis goriismelerden elde edilen bulgular

Arastirma kapsaminda 10 6grenciyle yar1 yapilandirilmis gériisme yapildi. Gortismeler
sonunda ogrencilerin verdigi cevaplarin genelde agik uglu ankette yer alan boyutlarla
ortiistiigii sOylenebilir. Genel olarak goriismelerde G6grencilerin kafalarinda bir sonsuzluk
diistincesi olusturmadiklar1 anlasilmakta ve bunu agikga belirttikleri goriilmektedir. Ancak
biraz diislindiikten sonra ve yoneltilen sorular yardimiyla olusturduklari diisiincelerini
aktardiklar1 ve bu diisiincelerin de tamamen informal yollarla elde edilmis diisiinceler oldugu
dikkat cekmektedir.

Ornegin, dogal sayilarin sonsuzlugunu kabul etmeyen dgrencilerin oldugu, okulun bu
gorlisii 6grenciye kazandiramadigr goriilmektedir. Bununla birlikte, goriisme sonunda dogal
sayilarin sonsuzluguna ikna olabilmektedirler:

DERYA

S: sayilar mesela! Sayilar dedin madem hemen oradan baglayalim. Dogal sayilar sonsuz
mudur? (D: ya sonsuz deniyor ama bence bir sonu var) S: nedir mesela sonu nedir? En son
say1 nedir? (D: bilim adamlarmmin bulmasi lazim) S: nasil bilim adamlar1? (D: onlar kabul
ettirsin ona gore su an ben bir sey soyleyemem). S: sen mesela en biiyiik sayiy1 soyleyebilir
misin bize mesela? (D: su an sdéylevemem). S: sOyleyemezsin ama sonsuz olmasini
gerektirmez mi diyorsun? (D: evet sonugta bulunabilir séylenebilir). S: Diyelim ki A sayisi
diye buldular. A bilmiyoruz A sayisi. Bundan daha biiyiik bir sayr yok mudur? (D: yoktur). S:
A +1 mesela. En biiyiik sayiy1 buldum. Bilim adamlar1 gecesini giindiiziine katt1 buldu en
biiyiik say1 A’dir . Telaffuz edemiyoruz ¢ok biiyiik. A+1 o sayidan daha biiyiik degil midir?
(D: yani oyledir) S: Oyledir degil mi? A+1 biiyiiktiir A’dan. O zaman sen hangi sayiy1
sOylersen soyle bir bilyiigiinii soyleyebilirim. Mesela dogal sayilarda bu mantikla diisiinecek
olursak dogal sayilar sonsuzdur diyemez misin? Yoksa onlar yanlis biliyor mu diyorsun? ne
dersin? Dogal sayilar sonlu mudur sonsuz mudur? (D: sonsuzdur)

Bununla birlikte, timevarim mantigina benzer yorumlar ve karsilastirma ile kiimelerin
sonsuzlugunu agiklayan 6grencilerde bulunmaktadir:

ARDA
S: Peki dogal sayilar sonsuz mudur Arda? (A: sonsuzdur). S: Neden sonsuzdur? (4: ¢iinkii bir
son bulamiyoruz yani hep bir fazlasi oluyor).
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S: Mesela rasyonel sayilari diisiinelim Arda rasyonel sayilart biliyorsun. (A: Bilmiyorum). S:
a/b seklinde yazilabilenler falan. Sonsuz mudur rasyonel sayilar?(A: Sonsuzdur). S: Neden?
(A: Ctiinkii her dogal sayt rasyonel sayidir. O sonsuz olduguna gore o da sonsuzdur).

Ayrica siirsizlikla, sonsuzlugu 6zdeslestirip, (3,5) aralifinda sonlu tane rasyonel say1
oldugunu savunan ve bu goriisiinde direnen Ogrencilerde bulunmaktadir. Hatta sadece 2
Ogrenci bu aralikta sonsuz rasyonel say1 oldugunu belirtmistir. Bu durum “sonsuz kiime sinirh
olamaz” yanilgisinin 6grencilerde bulunabilecegini gosterebilir:

BELIZ

S: Peki (3,5) araliginda. (3,5) araligini biliyorsun 3’ten biiyiik 5’ten kiiciik kac tane rasyonel
say1 vardir? Veya sO0yle ondan dnce sunu sorayim. Herhangi bir sinirli kiimede sonsuz tane
eleman bulunabilir mi? (B. Sinwrli kiimede?). S: herhangi mesela en biiyiik eleman1 da belli
olan en kii¢iik eleman1 da belli. O kiimenin arasinda. (B: Tabi ki de sonludur). S: Mesela (3,5)
araligini diisiinecek olrsak 3’ten biiyiik 5’ten kiiciik ka¢ tane rasyonel say1 vardir? Ne dersin?
(B: Simdiii simrlidir ama). S: sonlu mudur sonsuz mudur arada rasyonel sayilar? (B:
Sonludur) S: Ne var mesela? Kag tane vardir sonluysa. (3,5) arasinda bana rasyonel sayi
sOyler misin biraz? Ondalikli da sdyleyebilirsin illa da kesirli soylemeye ¢alisma. (B. mesela
3.1). S: himm. Bagka. (B: 3.01). S: Bagka? (B: 3.001 diye gidiyo) S: Kag tane sdyleyebilirsin
boyle peki. Sonlu mudur sonsuz mudur? (B:ya yine de sonlu diyecegim).

Bu aralikta sonsuz rasyonel say1 oldugunu iddia eden &grenciler geometrik yorumda
bulunmuslardir:

EMRE

S: peki (3-5) araligin1 diisiinecek olursak aralik derken 3’ten biiyiik 5’ten kiiciik kag tane
rasyonel say1 vardir? (E:sonsuz). S:sonsuz tane mi vardir? (E:bélersek yani en kiigiik yani bol
bol bitmez yani mesela onun yarisi, onun yarisi, onun yarisi gider)

Goriismelerde 6grencilerin biiyiik bir kism1 sonsuzluk kavramini sonu olmayan ve
stirekli bir kavram olarak diisiinmiislerdir. Diger biiyiik bir kisim 6grenci de gordiiklerinden
yola ¢ikarak sonsuzlugu tanimlama yoluna gitmislerdir. Evrende mekéansal seylerin sinirlarini
kaldirarak onu sonsuzla iligskilendirmislerdir.

EFEKAN

S:0ncelikle sonsuzluk denildiginde aklina ne geliyor. Sen kendi kelimelerinle nasil anlatirsin
sonsuzlugu (E: u¢suz bucaksiz bir sey erisilemez)S: erisilemez.(E: evet)S: diyorsun. Bagka bir
sey sOyleyebilir misin sonsuzluk i¢in? (E: ya sonucta bittigi bir nokta yok siirekli devam
ediyor ya da ne bileyim)

Sonsuzluk kavramin, 6grencilerin kendi i¢ diinyalarinda olusturduklarn etkilerden ve de
yasantilart sonucunda yapilandirdiklar1 sonsuzluk tanimlart da goriilmiistiir. Ayrica
sonsuzlukla ilgili yanilgilarda ortaya ¢ikmaktadir. Bazilar1 sonsuzlugu erisebildikleri bir nokta
olarak diisiinmektedirler. Ogrencilere s6z konusu kavramm olumsuzunu yani sonlulugu
sordugumuzda da “ baslarsin bir ise iyi veya kotii bitirirsin, biten bir sey, sinir1 olan, sonu
belli olan, Otesi olmayan, kisitli bir sey, seni engelleyen kisi gibi cevaplar verdikleri
goriilmektedir. Ayrica ilk olarak sonsuzluk kavramimin baslangicinin olacagini, bitisinin
olmayacagini  sOylemektedirler. Ancak daha sonra bu cevaplarin degisebildigi
gozlenmektedir. Bas1 ve sonu olmayan sonsuzluklarin olabilecegini ilk anda sdyleyenlerde
olmaktadir.

EZGI
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S:Peki sonluluk nedir? (E:Biten bir sey olabilir mi? Mesela 3ile 10 arasindaki sayilar.)
P:Biten bir sey. Nasil sayilar? (E:Dogal sayilar.) S:Peki sence sonsuzlugun baslangici olabilir
mi? (E:Olamaz.)

S:Neden? Kendince (E:Sonsuz yani) S:Baslangici olamaz diyorsun. (E:Sonsuz sonugta yani)
S:Sonsuzlugun sonu yoktur diyorsun herhalde. Baslangici yok mudur? Baslangici olabilir mi?
(E:Bence olabilirde mesela neyi soyleyeyim?) S:Baslangici olabilir mi sonsuzlugun? Sonu
yok diyorsun. (E:Bast da yok ama ortast var yani hepsi varda. Ya mesela sayilar olarak eksi
sonsuz var, arti sonsuz var.) S:Sayl kiimelerinden hangi mesela say1 kiimelerinden hangi
aklina geliyor? (E:Sifirdan sonsuza kadar olanlar bast var ama. Eksi sonsuzdan arti sonsuza
kadar olanlart da yok) S:Bazen 6zel olarak baslangici olabilir mi? (E:Olur. Sonu da olur. Eksi
sonsuzdan 3’e kadar olur)

Baz1 6grencilerde ise Oncelikle baslangici ve bitisi olmasini reddetmisler daha sonrada
olabilecegini kabul etmislerdir. Bu durum 6grencilerin sonsuzluk fikrine ¢okta fazla sahip
olmadiklarin1 ve dolayisiyla egitim sistemimizin bu fikri Ogrencilere kazandiramadigini
gosterebilir. Baslangict ve bitisi olan ya da olmayan sonsuzluklara o6rnek vermeleri
istendiginde sonsuzlugu gorebildikleri seylerde aramalar1 onlar1 sonsuzlukla ilgili yanilgilara
gotiirebilmektedir. Deneklere sayilarin sonsuzlugu soruldugunda sayilarin baslangict ve
sonundan yola ¢ikarak bunu yanitlama yoluna gitmektedirler.

Sonsuz kiimelerin denkligi konusundaki goriismelerde de, Sonsuz kiimelerin denk
olabilecegini belirten Ogrenciler yaninda denk olamayacagini savunan ogrencilere de
rastlanmaktadir. ilk soruldugunda sonsuz kiimelerin denk olamayacagini diisiinen 6grenciler
goriismenin devaminda sonsuz kiimelerin de denk olabilecegini ifade etmislerdir. Ayrica
“biitlin pargadan biiyiiktlir” fikrine uygun olarak, araliklarin denkliginde, ayni uzunluktaki
araliklar1 denk kabul ederken, farkli uzunluktaki araliklarin denkligini ret etmislerdir.
Genelde, goriiniiste ayn1 sayida elemana sahip sonsuz kiimeleri (Z* ile Z~ gibi) denk olarak
diisiiniirken, farkli sayida elemana sahipmis gibi goriinen sonsuz kiimelerin (Dogal sayilar ile
cift dogal sayilar gibi) denk olmadigim1 ifade etmislerdir. Bu kiimelerin denkliginden
bahsederken bir 6grenci disinda higbir 6grenci birebir eslemeyi kullanmamistir. Fakat bu
kiimeler arasindaki birebir esleme ifade edildiginde hemen hemen biitiin 6grenciler birebir
esleme fikrini mantikli bulmustur. Goriismeler sonucunda Ogrencilerin sonlu kiimelerin
denkligi i¢in uyguladiklart yontemleri, oldugu gibi sonsuz kiimelere transfer ettikleri
sOylenebilir.

Yar1 yapilandirilmig goriisme sonucglarma gore Ogretmenler, ana hatlartyla sunlari
bildirmislerdir:
Ogrenciler, sonsuzluk fikrine tam sahip degiller
Sayilamazlik kavrami ile sonsuzlugu agiklarlar
Okul sonsuzluk fikrini 6grenciye pek kazandirmryor
Miifredatta da sonsuzluk ile ilgili dogrudan bir iinite yok
Ogrenciler, say1 kiimleri ve geometride (dogru, 1s1n vs.) sonsuzluk ile karsilasiyor,
buradaki sonsuzlugu da aslinda tam anlamiyorlar
Dogal sayilar ve rasyonel sayilarin sonsuz oldugunu bilirler
(3,5) araliginda sonsuz tane rasyonel say1 oldugunu bilirler
Sonsuz kiimelerin denkligi ile ilgili karsilagtirma yapamayiz derler
Sonsuz kiimelerin denkligi ile ilgili sonlu kiimelere benzer yorum yaparlar. Mesela
pozitif tamsayilar ile negatif tamsayilara denk derler ama pozitif tamsayilar ile pozitif
cift tamsayilara goriiniiste farkli elaman sayisina sahip olduklari i¢in denk degil derler
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> Opgrenciler bu yasta sonsuzluk kavramini tam anlayamazlar, bu yiizden bu yaslarda bu
konunun iistiinde ¢okta fazla durmaya gerek yok.
» Aslinda 6gretmenlerde sonsuzluk fikrine tam sahip degil

4. SONUC ve ONERILER

Bu calismada, 6grencilerin sonsuzluk hakkindaki diisiinceleri, yanilgilar1 ve verilen bir
kiimenin sonsuz olup olmadigini belirlemede kullandiklar sezgisel yontemleri arastirilmistir.
Beklendigi tizere sonsuz kiimelerin formal tanimi G6grenciler tarafindan genelde sezgisel
olarak kullanilmamistir. Bununla birlikte 6grencilerin bir kismi kiimeler ile ilgili ifadeler ile
kiimelerin sonsuzlugunu ispat etmeye calismislardir. Dogal sayilarda her elemana bir eleman
daha eklemek, aralig1 pargalara ayirmak, rasyonel sayilart dogal sayilar ile karsilagtirmak gibi
yontemler ile bu kiimelerin sonsuz oldugunu ispatlamak istemislerdir. Ogrencilerin genel
olarak kullandig1 metodlar bunlardir. Literatiirde farkli yas gruplarinda da ayni yontemlerin
kullanildig: rapor edilmektedir (Tirosh, 1999).

Gergek sonsuz nosyonuna karsi ¢ikan Poincaré, “Gergek sonsuzluk yoktur ve sonsuz bir
topluluktan bahsettigimiz zaman kendisine hi¢ bitmeden yeni eleman ekleyebildigimiz bir
toplulugu anliyoruz” demistir (Tirosh, 1999). Onun i¢in sonsuz bir topluluk; {istiine yeni
elemanlarin hi¢ durmadan eklenebilecegi bir topluluktu. Poincare eklenen elemanlarin yeni
olmasi1 gerektigini, yani hicbir evrede eklenen 6genin daha once eklenmis olmamasi
gerektigini savunmustu. Ayrica bu siire¢ yontemini kullanirken eklenen 6gelerin 6zelliklerine
de dikkat edilmeliydi (yani matematiksel mi, materyal mi olduguna). Ogrencilerin sezgisel
olarak sonsuz kiimeleri belirlemekte veya o kiimenin sonsuzluguna gerekge gostermekte
kullandiklar1 siire¢ metoduyla ilgili olarak, Poincarémin sonsuz bir topluluk ile ilgili
yorumuna bagvurmanin énemli oldugu sodylenebilir. Ozellikle dogal sayilarin sonsuzlugunun
belirlenmesinde bu goriisiin kullanildigi iddia edilebilir.

Ayrica Ogrencilerin net bir sonsuzluk fikirleri bulunmamaktadir. Sahip olduklar
sonsuzluk fikirlerinin formel yoldan edinilmedigi goriilmektedir. Ogrenciler daha ¢ok okul
dis1 deneyimlerine yonelik sonsuzluk tanimlar1 yapmislardir. Sonsuzlugu daha ¢ok yasadiklar
sonlu cevre ile iliskili kavramlarla anlatma yoluna gitmislerdir. Bununla birlikte giinliik
hayattan sonsuzluk ornekleri vermede olduk¢a zorlanmislardir. Akil asil olarak, uzay ve
zamandaki davranislarimizla kazandigimiz sonlu gergeklere adapte olmustur. Mantik, sadece
sonlu gerceklerle ifade edilen kavramlari tutarli olarak ele alabilir. Bu yiizden de gergek
sonsuzluk ile ugrasilmaya baslandigi anda g¢eliskiler de kendini gdstermeye baglar
(Tirosh,1999, Fischbein, 2001).

Ogrenciler, sonsuzlugun smirli olabilecegi fikrini genelde kabul etmemektedirler.
Sonsuzluk ile smirlilik kavramlarimi  bir arada diisiinememektedirler. Sonsuzlugun
baslangicinin olabilecegini ama sonunun olamayacagini ifade etmektedirler. Bu bulgu, yine
formel egitimin eksikligini gosterebilir.

Sonsuz kiimelerin karsilastirilmasinda, o6grenciler sonlu kiimler i¢in uyguladiklar
yontemleri sonsuz kiimelere de uyarlama egilimindedir. Literatiirde de benzer ¢alismalara ve
bulgulara rastlanmaktadir (Duval, 1983; Falk, Gassner, Ben Zoor ve Ben Simon, 1986;
Fischbein, Tirosh ve Melamed, 1981; Martin ve Wheeler, 1987; Tsamir ve Tirosh, 1992,
1994; Tsamir, 1999). Bu galismalar, “biitiin par¢adan biiyiiktiir” ifadesini 6grencilerin, ¢esitli
yollarla hakli ¢ikarmaya calistiklarini gostermektedir. Ayrica 6grencilerin genelde, sonlu
kiimelerin denkligi i¢in kullandiklar1 kavramlari, sonsuz kiimelerin denkligine oldugu gibi
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transfer ettikleri anlagilmaktadir (Giiven, Karatag, 2004). Bu g¢alismanin bulgular1 da, bu
prensibin &grencilerin verilen bir kiimenin sonsuzlugu ile ilgili kararlarmi etkiledigini
soylemektedir. Sonsuz kiimelerin denkligi i¢in sahip olunan yanilgilar su sekilde siralanabilir:

a. Tiim sonsuz kiimeler ayni sayida elemana sahiptir

b. Sonsuz kiimeler denk olamaz

C. Sadece ayni coklukta elemana sahipmis gibi goriinen sonsuz kiimeler (Negatif

tamsayilar ile pozitif tamsayilar gibi) denk olabilir

d. Herhangi bir sonsuz kiime kendi 6zalt kiimesine denk olamaz

Diger yandan, Ogrenciler genelde denklikte birebir eslemeyi diisinmemekle birlikte
ifade edildiginde birebir esleme fikrini kabullenmektedirler. Bu durum 6grencilerin sonsuz
kiimeler ve ozelliklerini anlayabilecek alt yapilarinin oldugunu gosterebilir. Singer ve Voica
(2003) da, sonsuzluk sezgisinin yas ile baglantili olmadigini ifade etmistir. Bu da arastirma
sonucunu destekler niteliktedir.

Ogrencilerin kullandiklar1 formal ifadelerin ¢ogu matematik ve say1 kiimeleri ile
ilgilidir. Bu ylizden sonsuzluk ile ilgili formal sezgisel ifadelerin, say1 kiimelerinden ¢ok
etkilendigi soylenebilir. Aristo’dan bu yana, gercek sonsuzlugun algilanmasinin zor ve
potansiyel sonsuzlugun matematiksel sonsuzluk oldugu kabul edilmektedir Bu yiizden,
sayilarin tam kavranabilmesi, sonsuzluk kavramimin sindirilmesi ile gergeklesebilir. Diger
taraftan, sonsuzlugun kavranabilmesi i¢in sayilar kullanilabilir. Bu ylizden kiimeler
sunulurken sonsuzluk ile iligkileri irdelenebilir. Ogrencilerin &zellikle rasyonel sayi
kavraminda oldukg¢a eksiklikleri oldugu goriilmiistiir. Rasyonel sayilarin, sonsuzluk ile
ilintilendirilerek anlatilmasi bu kavramin daha iyi anlagilmasini saglayabilir.

“Sonsuzluk kendi arasinda ikiye ayrilir. Birincisi diinyanin ve evrenin hi¢ bitmemesi,
ikincisi ise matematikte dogal sayilarin sonsuzlugu™ gibi cevap veren Ogrencilerin varligi
ilgingtir. Bu durum ger¢cek ve potansiyel sonsuzlugun farkina varabilecek ilkogretim
ogrencilerinin var olabilecegine bir kanit sayilabilir.

Yapilan goriismelerde, Ogretmenlerin  de sonsuzluk konusunda yeteri kadar
diistinmedikleri gériilmiistiir. Ayrica bu yas grubunda, sonsuzluk kavraminin gerekliligine de
pek inanmamaktadirlar. Ogrencilerin sonsuzluk ile ilgili fikirlerinin gogunu tahmin
edebilmekle birlikte, acik araligin sonsuzlugu ile ilgili 6grencilerden farkli diisiindiikleri
goriilmektedir.

Ogrencilerin sonsuzluk kavramini okulda daha derinlemesine diisiinmeleri saglanabilir.
Bunun i¢in gerekirse programlar gézden gecirilebilir. Program gelistirmeciler, matematik
egitimcileri ile ortaklasa bu durumu irdeleyebilirler.

Ogretmen adaylar1 bu konulardan haberdar edilmelidir. Ozellikle Matematik
Ogretimi’ne benzer derslerde sonsuzluk kavramu ile ilgili konular iyi islenebilir. Yapilan
goriismelerde Ogretmenlerin de, sonsuzluk hakkinda, 6grencilere benzer yanilgilara sahip
olduklar1 goriilmiistiir. Bu ylizden, hali hazirda gorev yapan 6gretmenler de hizmet i¢i kurslar
ile bu konularda egitilebilir.
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EXTENDED ABSTRACT

At the end of 19th century, Cantor formulated infinite set theory, in which he defined
infinite set as a set which can be put into a one to one correspondence with one of its subsets.
With his formulation, Cantor refuted arguments against understanding numbers as an infinite
set at once. For the idea of infinity, his definition of infinite set posed a mental challenge, as
it entailed the concept of “equivalence between a set and a proper subset of itself”. It required
a mental effort to accept this equivalence, since it also required acknowledgement of the
assertion that “whole is greater than the sum of its parts” may not be true for all sets. Hence, it
was unlikely for students, who have never studied the set theory, to use this definition of
infinite set on their own (Tirosh, 1999).

Since Cantor, the concept of infinity, which brought above mentioned challenges, has
become a field of study.

According to Fischbein (1987), students’ intuitive ideas about infinity can be examined
under two categories. While personal experiences provided a basis for the idea of infinity in
the first place, formal education constituted the idea of infinity in the second place. These
were termed as primary and secondary intuitions respectively. Singer and Voica (2003), who
studied these types of intuitions about infinity, also investigated the relationship between
intuitions and perceptions in their later studies, and identified two categories of perceptions of
infinity: primary and secondary perceptions. (Singer ve Voica, 2008): Primary perceptions
that developed as an effect of personal experiences out of school and secondary perceptions
that were acquired through formal education. Primary perceptions were also put under three
categories. These three categories (processional, topological, and spiritual) were formed
according to the answers of students to the question of “Use words, expressions, comparisons,
metaphors to describe what you understand by the word ‘infinity’”. The purpose of this study
was to find out whether the students truly have a notion of infinity and to identify their
misconceptions on this subject. Since number sets can be helpful to assess the concept of
infinity, following sub-questions were specified for this main purpose:

5. What do students think about the infinity of natural numbers?

6. What do students think about the infinity of rational numbers?

7. What do students think about the infinity of open intervals?

8. What are the intuitive thoughts of students about the equivalence of infinite sets?

A qualitative research was planned in order to search answers for these questions. An
open ended questionnaire (consisted of open-ended questions) was used to gather the views of
131 students (67 female and 64 male) in the 8" grade on the concept of infinity and following
this, half structured interviews were conducted with 10 students and 3 primary school
mathematics teachers. Measurement tools used for this study were developed as follows:

d) Open-ended questionnaire for students: Prior to creating this open-ended questionnaire
composed of 7 items, open-ended free conversations were carried out with 5 students in
the last grade of primary school about the subject and a list was made out of the
highlighted issues during conversation. After listing underlined issues as main topics, a
draft of the open ended questionnaire was prepared. By using this draft, a pilot test was
applied to 25 students in the last grade of primary school and it was finalized for the
implementation after consulting experts on its operability.

e) Student Interview Form: A draft of interview form with 20 items was developed based
on data gathered from the pilot test and the conversation-like interview made in the
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process of developing open-ended questionnaire. This form was tested with 2 students

out of 25 students, who participated in the pilot trial, in terms of operability and time;

then it was prepared for the implementation after reaching to a conclusion about its
operability with expert views.

f) Teacher Interview Form: The questions in the student interview form were also used in
this form by revising the addressee.

Content validity of data collection tools was verified by scrutinizing the content of
subject together with two instructors from the Department of Mathematics Education. The
quantitative data acquired from the assessment of reliability were put under different
categories and coded by each researcher and concordance rates were determined for these
categories. After this coding, % 92 concordance was found.

The end result was an open-ended questionnaire consisted of 7 questions. Narli et al.
(2009) have already examined three of these questions [1. What comes to your mind when you
hear the word “infinity”? How do you define the concept of infinity in your own words? 2.
When (at what age), where and how did you come across the concept of infinity? 3. Have you
heard the concept of infinity during your education? Please explain (at which lessons and
subjects). In this study, the remaining four questions will be discussed, which are as follows
1. Is the set of natural numbers infinite? Why? Please explain. 2. Is the set of rational
numbers infinite? Why? Please explain. 3. How many rational numbers are there in the
interval of (3,5)? Why? Please explain. 4. If two finite sets have the same number of elements,
these two sets are called equivalent sets. Do you think that infinite sets can be equivalent
sets? Please explain.

In conclusion, it was found that students intuitively used the methods of inductive
process and comparison with another set in order to determine whether the sets are infinite.

It was observed that students did not intuitively use the formal definition of infinite sets
often. However, some of them tried to prove the infinity of sets by resorting to some
expressions about sets. They wanted to prove infinite sets by using methods like comparing
rational numbers with natural numbers, dividing the interval into parts, by adding a new
element to the each element in natural numbers. In general, these were the methods used by
the students. In the literature, it was also reported that students in different age groups also
utilized these methods (Tirosh, 1999).

Nevertheless, the students did not have a clear idea of infinity. It was seen that they
have not acquired their ideas about infinity through formal education. The students rather
defined the concept of infinity based on their personal experience out of the school. They
described infinity with the concepts related to the finite environment that they lived.
Nonetheless, they found it difficult to give examples of infinity from daily life.

In general, students did not accept the idea that infinity could be finite. They could not
think of the concepts of infinity and finiteness together. They said that although infinity may
have a beginning it cannot have an end. This finding, again, might be indicating the lack of
formal education.

In comparison of infinite sets, the students showed a tendency to adapt the methods they
used for finite sets to the infinite sets as well. It is also possible to find similar findings and
studies in the literature (Duval, 1983; Falk, Gassner, Ben Zoor and Ben Simon, 1986;
Fischbein, Tirosh and Melamed, 1981; Martin and Wheeler, 1987; Tsamir and Tirosh, 1992,
1994; Tsamir, 1999). These studies revealed that students tried to prove the idea that “the
whole is greater than the sum of its parts” in various ways. Furthermore, the students usually
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applied the same concepts they used for the equivalence of finite sets to the equivalence of
infinite sets as well. (Giiven, Karatas, 2004). The findings of this study also indicated that this
principle has affected the students’ decisions about the infiniteness of a given set.
Misconceptions about the equivalence of infinite sets can be listed as follows:

e. All infinite sets have the same number of elements.

f. Infinite sets cannot be equivalent.

g. Only the infinite sets that seemed to have the same number of elements (Like negative

integers and positive integers) can be equivalent.
h. Any infinite set cannot be equivalent to one of its subsets.

Meanwhile, although the students have not usually thought one-to-one correspondence
for equivalence, they accepted the idea of one-to-one correspondence when explained. This
finding might be demonstrating that the students had a foundation to understand the infinite
sets and their properties. Singer and Voica (2003) also mentioned that intuition about infinity
was not related to age. This also supports the conclusion of our research.

Most formal expressions that students used were related to mathematics and number
sets. Hence, it can be said that their formal-intuitive expressions about infinity were very
influenced by number sets. Since Aristotle, it was widely accepted that the concept of actual
infinity is difficult to understand and potential infinity is mathematical infinity. For this
reason, numbers can truly be understood by assimilating the idea of infinity. On the other
hand, numbers can be used for teaching infinity. Hence, when sets are presented, their
relationship with infinity can be scrutinized. It was also observed that students especially
lacked sufficient understanding of rational numbers. It might be easier for students to
understand rational numbers if they are explained in relation to infinity.
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