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Ozet
Sonlu bir aralikta tanimlanmis herhangi siirekli fonksiyona yakinsayan polinomlar dizisinin varligimi K.
Weiestrass gostermistir. 1912 yilinda Bernstein, siirekli fonksiyonlara yakinsayan polinomlar dizisinin acik seklini
B,(f:x) = Xi-o f(g)Crlka(l —x)"K, 0<x<1 ile tammlamistir. Bernstein polinomlarinin tanimlanma yontemi
siirekli fonksiyonlara yaklasan bir ¢ok yeni polinomlar dizisinin tanimlanmasina yardimeci olmustur. Stancu
Bernstein polinomunun yeni bir genellesmesini
P(u;f) = e“XZI?:O&uX"f(L—)),u >0
seklinde tanimlamis ve bu genellestirilmis polinomun [0,1] iizerinde siirekli fonksiyonlara yaklastigini
gostermistir. X ve Y iki fonksiyon uzay1 olmak iizere, X den alinmis herhangi bir f fonksiyonuna Y’de bir g
fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa L, X uzayinda bir operatordiir. f;, f, reel X uzayinda herhangi iki
fonksiyon oy ve ajler keyfi iki reel say1 olmak tizere L operatori,
L(a;f; + ayfy;x) = a;L(f;; x) + a,L(fy; %)
kosulu gergekleniyorsa L operatorii lineer operatordiir. Bernstein polinomlarinin yapisindan goriildiigii gibi bu
polinomlar pozitif bir f fonksiyonunu yine pozitif bir B, (f; x) fonksiyonlar dizisine doniistiirmektedir. Bu nedenle
Bernstein polinomlari Lineer Pozitif Operatorlerdir. Bernstein polinomlar1 ayni zamanda monotondur.
B,(f;x) dizisinin n ye gbre monoton olmasi f fonksiyonunun ozelliklerine baglidir. Bu problem bir g¢ok
matematikgi tarafindan incelenmistir. Bu ¢alismada, Bernstein polinomlarinin [0, o] araliginda benzeri olan Sasz
operatoriiniin Stancu tipinde bir genellestirilmis polinomunun tiirevi incelenmistir. Bu arastirmada, VR > 0 igin
f(x), 0 < x < R araliginda sinirh ve x, oo’a yaklagirken f(x) = 0(x¥) ve herhangi bir € igin f'(¥) var ise

o =em S

icin
d d
2 pf -
3 Pa(®) &®
elde edilmistir.
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Generalized Sasz Operator
Abstract
K. Weiestrass had shown the existence of sequence of polynomials converging any continuous function which is
defined on a finite interval. Clear form of the sequence polynomials converging continuous functions was defined
as

Ba (£ %) = Ti_ FC)Cx (1 — )%, 0<x<1
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by Bernstein in 1912. The definition method of Bernstein’s polynomials had helped many new sequences of
polynomials approaching to the continuous functions. Stancu had defined new generalization of the polynomial
as

P(u; f) = e"* Z{‘j’:o&ux"f(s),u > 0like Bernstein and had shown that this generalization of polynomial

approaches to the continuous function between interval of [0,1]. In case of be two function spaces X and Y, If
there is L rule which is convert to a function f in Y of any function taken from X, L is called an operator. As seen
from the structure of Bernstein polynomial, these polynomials convert a positive function f to again a positive
Bn(f;x). For this reason, Bernstein polynomials are Linear Positive Operators. Bernstein polynomials are also
monotone. Monotonicity property of the sequence of B, (f; x) with n depends on the characteristics of function f.
This problem has been investigated by many mathematicians. In this study, derivative of a generalized
polynomial with a generalization similar to that of Stancu of Sasz operator like Bernstein polynomial at [0, =] had
been investigated. At the end of the research, if f(x) is bounded between 0 <x < Rfor VR >0 and when x

approaches to o,

f(x) = 0(x¥) and for any point 3

d

f'(¢) then is obtained for

exists,

Iim SRIE) = S

dg

dg

o

= e S22,
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1 Giris

Bernstein, stirekli fonksiyonlara

polinomlar dizisinin agik seklini

yaklasan

Bu(f5x) = Xpoo fOICKx (1 —x)" k0 <x <1

n!
k!(n—k)!

ile tanimlamustir ( C¥ =

) [2].

Bernstein polinomlarinin [0,00] araliginda benzeri
olan Sasz operatorii

(nx)k

Sulf0) = e S f (£) &

bi¢imindedir [3]. n — o
olmak tizere [0,a] araliginda

iken a>0 keyfi bir say1

Su(f,%) 3 f(x)
dir, burada f, [0,a] da stirekli, [0,%0] araliginda simrh
fonksiyondur, burada “=” diizgiin yakinsamay1
gostermektedir.

Bu operatoriin Stancu (1966) tipinde genellesmesi

T

n+pg/ vl

g0z Oniine alnsin. a = = 0 ise

Sa(f,x) = B (%)
dir.

Eger f"(x) var, k>0 igin x — oo iken
fT(x) =0(x") ve x=¢ noktasinda P,{ (x) stirekli ise
Puf (x), x=¢ de dlizgiin olarak f7(x)’e yaklagir [1].

Ayrica

u'U
Zjp-u( —w)? - = ue"

ve 0 < 8 < 1ligin

v 2
wu’ -5%u
Zlu—u|>8ue F =0 {exp ( 3 )}/ u—

dir [1].

2 Genellestirilmis Sasz Operatoriiniin Tiirevi
Bu boliimde, Bernstein polinomlarinin [0, o]
araliginda benzeri olan Sasz operatoriiniin Stancu
tipinde  genellestirilmis  polinomunun tiirevi
incelenmistir.
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Teorem 2.1. f(x), VR > 0 i¢in 0 < x <R araliginda

sinirl, x— oo iken f(x) = 0(x%)
ve f'(§) var oldugu herhangi bir £ noktasinda

PRI = e B, f () 2 (1)
ise

limy oo 1 P () = 56 £(6) @)
dir.

ispat: (1)’den

BL(§) = Eo f (10) 2

)

vta
n+p

+

)

vt+a
n+p

n@n§)V v

v!

e ne f (22

elde edilir. Sadelesme yapilirsa

)

n(ng)v?

(v-1)!

ng)?

v!

vta
n+p

)

cikar. Esitligin sag tarafindaki ikinci toplamda v

SRl = —ne ™y, f (B

v+a
n+p

_nszv Of(

yerine v + 1 alinursa

vt+a

n§)?
n+p +

v!

ne ™y, f (22

W)

ne ™ B f (

rLAGE

ng)?

v!

v+a+1l
n+p

)

bulunur. Ayni toplam altinda toplanirsa

)-1(

vta+1
n+p

v+a
n+p

n§)¥
1

v!

)

PRI = —me T o[f (

elde edilir.

nlr (x+755) - @] - reo
oldugundan tiirev var ve f'(0) var ise £ = 0 da (2)
bagintisi vardir. £ > 0 olsun.

fG) =+ x=f () +ex)(x—9)

dir. |[x —&| < § icin |e(x) <n(8)|ve § -0 n(d) =0
olmak tizere
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) = fE) + (x=OF'()

9() = (x = () olsun. g(§) = g'(§) = 0 dir.
d _, . d _i
SR =B = R0

oldugunu gosterelim.

PP (x) = e‘""if( )

olsun. PP (x)’in x’e gore tiirevi alinir ve
p(x) = f(&) + (x — &)f' (&) degeri yerine konursa

(nx)”

v!

vt a
n+p

SR = e £ ()
bulunur.
d v+ a_ (nx)?
_— pY e nx
dx B = Zf(n+[>’ v!

idi. g(x) = (x — §)e(x) yazihir ve PJ(x) in X'e gore

tiirevi alimirsa egitligin sagindaki ikinci toplamda v
yerine v + 1 alinirsa

[oe]

d _ o vt a (n )”
—B{() = —ne Z(n 5 E)am=y
ne ™ Ba f (St —€) e, (m) -
elde edilir. Buradan
d noo_. < (nx)“
P = e ZO &, (n)
cikar.
LR () + 2B (x) =
Lo R () + €, ()]
dir.
R (0) = —ne™™ To [ ()
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~ (Rl
idi. Simdi f (U:j;) e f (Z:—Z) degerlerini bulalim.
() = r@+ () r©
v (=)

f(g) = ro+ (F5-6)r©

n+p
veum) (S5 <)

dir. Buradan

LRI = e il (e, (m) 2

elde edilir.
Boylece

TR = TR+ SR
dx T ae T g Y
oldu. [1]'den

ispatlanmasi igin sadece x — o igin sag taraftaki
ikinci

oldugu gosterilmis teoremin

terimin sifira yaklastigimin gosterilmesi

yeterlidir. Yani

PY(§) = if(X)
n df

o d
no dE

oldugundan

li dpg =0
nl_I;EIOE n(f)_

oldugunu gostermek yeterlidir.

BI(0) = e By (B2 - €) 6, () -

n+p v!

idi. Her iki taraftan x’e gore tiirev alinirsa

o - ()
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nx)?

V!

(v+a

- mlam

elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki toplamin
icindeki parantez acik bir sekilde yazilirsa

d e o
apng (x) = po ey Zu:O[UZ + va — &un — éup

nxV?
—nxv + nxa + En’x + &xnpPle, (n) oYE

elde edilir. x yerine ¢ alinirsa

Doy o N 4 v fon
dfpn(f)_f(n+ﬁ)zu=o[v +va — &un — &uf

—név + néa + &n?x + fzn[)’]ev(n)nv—?)

bulunur.
Esitligin sag taraf1 ii¢ ayr1 toplam seklinde yazilirsa

S0 @I —n)? + (v - )@ — M (a—
£0)1 -

= ) lam-my

|t&—h|<td

+ )@~ B)(a— 1)
+ ) lemE =2
|t —h|2td
)
+ @ =)@ — 0@ — )]~
+ ) lemE -
|h—t&|=td Y
+ )@~ B)(a— 1)

=T1+T2+T3

elde edilir. Burada h =v + a,t = n + g dir.
Simdi

e

tmrp

degerini bulalim.
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e "
tarp
e™ (w-&)? |(n§)”
 CEYD) le”(n)||+(1+a—§[s’) ol

|h—tZ|<td
cikar. |e,(x)| < n(6) oldugundan ve [1]" den

—né

tn+p) IT:| = 0(n(d))

bulunur. sup,<¢|f (x)| = M(£) olsun.

fO=fEO+x=-f()+em)+(x-8)

« g v+a
idi. x = —
n+p

g0z Oniine alinirsa (4) esitliginden

yazalim. sup,|f(x)| = M(§¢) oldugunu

T2l < (n+ BYEB — a)[M(E)
(n§)®

v!

+nlf (1]

(tE=n)=ts

bulunur. [1]" den

e ¢ 52(n+p)
Yo h) IT,| <0 ((n + B)exp (— a7 )
cikar.

e[ - i) + v —n)(a — P — ¢n)

++5)

<+ M- of (
esitsizliginde £(x) = 0(x*) kullarulirsa
ey (W[ — En)? + (v — En) (@ — M) (w — &)
<o s pel)
elde edilir.
Sonug olarak

, ()"
2ol

T;, =0 "

(h—t&)=ts—k—-1

bulunur. [1]" den
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né 52
f(:—‘l‘ﬁ)Ts =0 {(n + B)exp(— %)}

cikar. Ty, T,, Tz degerleri yerine yazilirsa

(42 ©)] < 0635 + 0 {n-+ Prewp (- L22))

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis
olur. Yani

- Apfey=2
limy o 5 BY () = 25 £(6)
esitligi elde edilir.
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