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Bu ¢aligmada, degisken kesitli kiriglerin serbest titresimleri incelenmigtir. Degisken kesitli cubuklar1 idare eden
denklemler Timoshenko c¢ubuk teorisi kullanarak elde edilmistir. Formiilasyonda, eksenel ve kayma
deformasyonu, donme ataleti ve kesit degiskenligi etkileri géz oniine alinmistir. Laplace uzayinda elde edilen
skaler formdaki adi diferansiyel denklemler, tamamlayici fonksiyonlar yontemi yardimiyla sayisal olarak
¢ozlilmektedir. Degisken kesitli gubuklarin serbest titresim analizi yapilmistir. Kesit degisim parametresi, sinir
sartlarinin serbest titresime etkisi arastirilmistir. Bu ¢alismada elde edilen sonuglarin ANSYS sonuglari ile uyum
i¢cinde oldugu goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Serbest titresim, degisken kesitli kirigler, tamamlayici1 fonksiyonlar metodu

FREE VIBRATION ANALYSIS OF TIMOSHENKO BEAM WITH
VARIABLE CROSS-SECTION

ABSTRACT

The free vibration of beams with variable cross-section was investigated. The governing equations for beams
with variable cross-section were obtained using Timoshenko beam theory. The effect of axial and shear
deformations, rotary inertia and non-uniformity cross-section were considered in the formulations. Ordinary
differential equations in scalar form obtained in the Laplace domain were solved numerically using the
complementary functions method. The free vibration of beams with variable cross-section was analysed. The
effects of non-uniformity parameter, boundary conditions on free vibration were investigated. The results
obtained in this study were found to be in good agreement with those obtained from ANSYS.

Keywords: Free vibration, non-uniform beams, complementary function method

1. GIRIS

Degisken kesitli kirislerin dinamik davramsi 6nemli bir miihendislik problem olarak giincelligini
korumaktadir. Degigken kesitli kirisler yap1 sistemlerinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Cranch ve Adler [1]
degisken kesitli kirislerin dogal frekanslari i¢in kapali bir ¢6ziim sunmuslardir. Chen ve Xie [2] degisken kesitli
cubuklarin dogal frekanslarin1 hesaplayabilmek i¢in yeni bir sayisal yontem 6nermislerdir. Eisenberger ve Reich
[3] degisken kesitli kiris problemlerinin analizi i¢in sonlu elemanlar yontemini kullanmiglardir. Uniform kesitli
kirislerin deplasman fonksiyonunu kullanarak rijitlik ve tutarl kiitle matrislerini elde etmislerdir. Jategaonkar ve
Chehil [4] kirislerin dogal frekanslarini incelemislerdir. Eisenberger [5] degisken kesitli kiriglerin ¢6ziimii i¢in
yeni bir formiilasyon sunmuslardir. Nakahira ve ark. [6] degisken kesite sahip kiriglerin titresimini Stodola-
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Newmark yontemini kullanarak incelemiglerdir. Leung ve Zhou [7] farkli sinir sartlarina sahip degisken kesitli
Timoshenko kirisini analiz etmek i¢in dinamik rijitlik matrisi yontemini kullanmiglardir. Tong ve ark. [8] keyfi
degisken kesitli Timoshenko kiriginin serbest ve zorlanmis titresimlerini arastirmiglardir. Abrate [9] degisken
kesitli kirigler igin kesin ¢6ziim sunmustur. Ayrica, degisken kesite sahip kiriglerin titresimini analiz etmek igin
genel bir prosediir gelistirmistir. Ece ve ark. [10] degisken kesite sahip izotropik kirislerin titresimini
aragtirmiglardir. Calim [11] degisken kesite sahip kompozit kirislerin serbest ve zorlanmus titresim analizini
incelemisgtir.

Zhou ve Cheung [12] degisken kesite sahip kiriglerin titresim karakteristiklerini calismiglardir. Kang ve Leissa
[13] dairesel kesite sahip degisken kesitli gubuklarin serbest titresim ve mod sekillerini arastirmislardir. Bulut
[14] periyodik olarak degisken hizlarda donen degisken kesitli kiriglerin diizlemine dik egilme titresimlerini
incelemistir. Banerjee ve Jackson [15] donen degisken kesitli Rayleigh kirisinin serbest titresim analizi i¢in
dinamik rijitlik metodunu gelistirmiglerdir. Baghani ve ark. [16] elastik zemine oturan degisken kesitli kiriglerin
serbest titresim analizini ¢aligmiglardir. Lee ve Lee [17] tasima matrisi yontemi kullanarak degisken kesite sahip
Bernoulli-Euler kiriginin serbest titresimini incelemislerdir.

Bu calismada farkli sinir sartlarina sahip degisken kesitli kiriglerin serbest titresim analizi igin etkin bir sayisal
yontem kullanilmigtir. Formiilasyonda, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri de gdz Oniine alinmistir.
Kanonik formda Laplace uzayinda elde edilen adi diferansiyel denklemlere tamamlayici fonksiyonlar yontemi
uygulanarak problemin dinamik rijitlik matrisi hesaplanmistir. Bu, genel sinir sartlarma sahip problemlerin
¢oziimiinde biiyilik avantajlar saglamaktadir. Sonlu elemanlar yonteminde, problemi ¢ok fazla sayida eleman ile
tamimlamak gerekirken, onerilen bu yontemde sadece birkac elemanla tanimlayarak istenilen hassasiyette kesin
sonuglar elde edilmektedir. Degisken katsayili adi diferansiyel denklemler de tamamlayici fonksiyonlar yontemi
yardimiyla Laplace uzayinda ¢o6ziilebilmektedir.

2. MATERYAL VE METOT
2.1. Denklemler

Cubuk ekseni iizerinde herhangi bir noktada yer degistirme U°(X, t) ve bu noktadaki kesitin dénmesi Q°(X, t)
olarak gosterilsin. T ve M ise i¢ kuvvet ve moment vektorii olarak gosterilsin. Deformasyonlarin ¢ok kiigiik
oldugu kabul edilen ¢ubugun malzemesi homojen, lineer elastik ve izotrop olup ¢ubuk geometrisi Sekil 1°de
gosterilmektedir. Laplace uzaymda kanonik formda degisken kesitli kirislerin serbest titresimini idare eden
diferansiyel denklemler

t__g 7 1
dx y+GA(x) : (1a)
dQ 1 —

M, (1b)
dx El (x)
day 1 — 1

= M c
dx Ely(x) / (1c)
dT. —
d—Z:pA(X) s’ U, (1d)

X
M —

; Y ANCERED (1e)

X
' _

—=pl,WsTQ, + T, (1)
dx

olup burada, p kiitlesel yogunluk, A kesit alam, E ve G elastik sabitler, k' kayma diizeltme faktorii, I, burulma, 1,
ise egilme atalet momentleridir.
Y (X, t) kolon matrisi,

Yoh=U,, o, o ., T, M, M} (2)

x ! y ! z X
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Sekil 1. Degisken kesitli dogru eksenli ¢ubuk

olarak tanimlanmaktadir. (2) ifadesinin zamana gore Laplace doniisiimii, t>0 i¢in L[y (x,t)]= Y (x,s) ise

»

7(x,s):jv(x,t)e’“dt )

olup burada, Laplace doniisiim parametresi olan s kompleks bir sayidir. Harmonik titresim kabulii ile U°, Q°, T°
ve M° vektorleri denklem (4)’de verilmektedir.

ot

U',t)=U"(e”", @°x,t)=a (e, T°x,t)=T®e" , M°(x, t)=M (x) e (4)

Eger, deplasmanlar ve bunlara karsilik gelen kuvvetler, Y " (x) kolon matrisinin bilesenleri olarak diistiniiliirse,
bu 6 adet denklem matris formunda asagidaki sekilde yazilabilir.

dy " (x)
dx

= F(x,m Y (x) ®)

Sistem dinamik rijitlik matrisinin determinantin1 sifir yapan o degerleri problemin dogal frekanslarini temsil
etmektedir.

2.2. Tamamlayic1 Fonksiyonlar Yontemi ile Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Sabit katsayili 6 adet diferansiyel denklem la-f esitliklerinde verilmistir. Bu denklemlerin her biri yere gore
birinci mertebe tiirevleri icermektedir. 1a-f denklemleri matris formunda agagidaki gibi ifade edilebilir.

de(ix's):E(x,s) ?(x,s)+g(x,s) (6)
X

Uzaysal ¢ubuklar i¢in, durum vektoriiniin elemanlar1 7 ifadesinde tanimlanmaktadir.
V(X,S):{U(X,S), E(x,s),?(x,s), M(x,s)}T (7)

Tamamlayict fonksiyonlar yontemi, baslangi¢ sartlart yardimi ile 6 numarali denklemin ¢dziimiine
dayanmaktadir. Bu yontem yardimi ile sinir deger problemi baslangic deger problemine indirgenmektedir. 6
numarali denklemin genel ¢éziimii

7(x,s):zcm(Um(x,s)HV(x,s) (8)
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seklindedir. Burada, U (x,s) ifadesinin m’inci bilesenine 1, digerlerine sifir degeri verilerek elde edilen

homojen ¢oziimii gostermektedir. V(x,s) ise baslangic sartlar1 sifir alinarak elde edilen 6zel ¢oziimdir. Cp,
integrasyon sabitleri ise sinir gartlarindan elde edilmektedir.

3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Sayisal Uygulama

Bu ¢aligmada, degisken kesitli kirislerin serbest titresimini analiz etmek i¢in genel amagli Fortran dilinde bir
bilgisayar programi hazirlanmistir. Ozel olarak, problemin serbest titresim frekanslari, Laplace parametresi “s”
yerine “i@’ parametresi konularak hesaplanmaktadir. Tamamlayici fonksiyonlar yontemine dayali baglangig
deger probleminin ¢6ziimii i¢in Butcher’in besinci mertebe Runge-Kutta algoritmasi kullanilmistir. Elde edilen
serbest titresim frekanslar1 agagidaki ifade yardimi ile boyutsuz hale getirilmektedir.

o, =0,4pA, L' TEI, )

Sonlu elemanlar yontemine dayali ANSYS programi ile ¢6ziim yaparken 2 diigiimlii 6 serbestlige sahip 3
boyutlu ¢ubuk eleman modeli (BEAM 188) kullanilmistir. Bu ¢aligmada 6nerilen yontemle problem iki veya ii¢
eleman ile modellenmesine karsin, sonlu elemanlar yontemine dayali ANSYS programi ile ¢ok fazla sayida
dogru eksenli gubuk elemanina ihtiya¢ duyulmaktadir.

3.1.1. Ornek 1

Farkli sinir sartlarina sahip geometrisi exponansiyel olarak degisen bir kiris problemi incelenmistir (Sekil 2).
Ankastre-ankastre (AA), sabit-sabit mesnet (SS) ve ankastre-bos (AB) sinir kosullar1 dikkate alinmigtir. Kirige
ait geometri ve malzeme ozellikleri: L= 0,381 m ve L / b,= 28,87, h= h,= sabit ve b(x)= b, e # 1Y) elastisite
modiilii E= 210 GPa, kayma modiilii G= 80 GPa, Reissner’s diizeltme faktorii k' = 1,2 olarak alinmistir.

Exponansiyel daralan kirise (B=1) ait diizlemine dik boyutsuz serbest titresim frekanslar1 hesaplanmis olup
Tablo 1’de verilmistir. Boyutsuz olarak ilk bes serbest titresim frekansi Timoshenko ve Bernoulli-Euler kiris
teorileri kullanilarak elde edilmis ve literatiirdeki sonuglarla karsilagtirtlmistir. Tablo 1 incelendiginde, 6nerilen
model yardimiyla elde edilen sonuglar ile literatiir ve ANSY'S sonuglar1 ile uyumlu olduklari gériilmektedir.

z
'y

Do..v

e

Sekil 2. Exponansiyel azalan dogru eksenli kiris
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Tablo 1. Konsol kirige ait diizlemine dik boyutsuz serbest titresim frekanslar: (B= 1)

Cranch ve Tong ve Ece ve
Vog| Adier [1] Tabarrok [g] ark. [10] ANSYS Bu ¢alisma

;éi‘?;gl B_erEnuc:g:h Timoshenko B_erEnuc:g:h B_erEnuc:g:Il Timoshenko B_erEnuc:g:Il Timoshenko
1 4,7350 47347 4,7291 4,7230 4,7340 4,7292 4,7335 4,7292
2 24,203 24,201 24,041 24,202 24,165 24,040 24,162 24,040
3 63,850 63,861 62,868 63,865 63,624 62,863 63,617 62,870
4 - 123,091 119,638 123,098 | 122,238 119,620 122,224 119,643
5 - - - 202,069 | 199,820 193,229 199,796 193,281

Ayrica farkli sinir sartlarina sahip geometrisi exponansiyel olarak azalan kirise ait boyutsuz serbest titresim
frekanslar1 Tablo 2’de verilmektedir. Tablo 2 incelendiginde, elde edilen sonuglarin birbirleri ile uyumlu
olduklar1 goriilmektedir.

Tablo 2. Farkli sinir gartlarina ait diizlemine dik boyutsuz serbest titresim frekanslari

Ankastre-Bos (AB) Ankastre-Ankastre (AA) Sabit-Sabit (SS)
B | Mod | Eceve Bu Ece ve Bu Ece ve Bu
ark. [10] ANSYS c¢alisma | ark. [10] ANSYS calisma | ark. [10] ANSYS calisma

3,516 3,515 3,515 22,37 22,36 22,36 9,870 9,865 9,865

22,04 22,00 22,00 61,67 61,53 61,53 39,48 39,40 39,40

61,70 61,46 61,46 120,9 120,3 120,3 88,83 88,43 88,43

120,9 120,1 120,1 199,9 198,2 198,2 157,9 156,7 156,7

199,9 197,6 197,6 298,6 2947 294,7 246,7 243,8 243,8

4,723 4,734 4,733 22,51 22,50 22,50 9,773 9,768 9,768

24,20 24,17 24,16 61,86 61,72 61,72 39,57 39,49 39,49

63,87 63,62 63,62 1211 120,5 120,5 88,97 88,58 88,58

123,1 122,2 122,2 200,0 198,4 198,4 158,1 156,9 156,9

202,1 199,8 199,8 298,8 294,9 294,9 246,9 243,9 243,9

6,259 6,262 6,260 22,94 22,92 22,92 9,487 9,483 9,482

26,58 26,55 26,54 62,42 62,28 62,28 39,85 39,78 39,77

66,38 66,13 66,12 121,7 121,1 1211 89,41 89,01 89,01

125,7 124,8 124,8 200,7 199,0 199,0 158,6 1574 157,4

[EN
g | (W N (oW (N (0 (W ]N (-

204,7 202,4 202,4 299,4 295,6 295,5 2475 244,5 2445

Ayrica ankastre-ankastre (AA) ve sabit-sabit (SS) sinir kosullarinda kesit degisim parametresi (f) degeri
serbest titresim frekanslarini ¢cok az etkilemektedir. Ancak ankastre-bos (AB) sinir kosulunda ise kesit degisim
parametre deerinin artmasi serbest titresim degerlerini arttirmaktadir. Bu davramis mesnetlerin rijitligi ile
iliskilidir.

3.1.2. Ornek 2

Farkli sinir sartlarina sahip kesiti lineer azalan kirig problemi incelenmistir (Sekil 3). Ankastre-ankastre (AA),
sabit-sabit mesnet (SS) ve ankastre-bos (AB) simir kosullar1 dikkate alinmigtir. Kirise ait geometri ve malzeme
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6zellikleri: L= 0,381 m ve L / hy= 10, b= b,= sabit ve n(x) - h[L-p(x/L)]s elastisite modiilii E= 210 GPa, kayma

modiilii G= 80 GPa, Reissner’s diizeltme faktorii k' =1,5 olarak alinmustir.

Farkli sinir sartlar1 ve kesit degisim parametresini igeren kesiti lineer degisen kirige ait boyutsuz halde
diizlemine dik serbest titresim frekanslart Tablo 3’te verilmektedir. Tablo 3 incelendiginde, dnerilen model
yardimiyla elde edilen sonuglar ile literatiir ve ANSYS sonuclarinin uyumlu olduklar1 goriilmektedir. Ayrica,
kesit degisim parametresi arttik¢a ankastre-ankastre (AA) ve sabit-sabit (SS) sinir sartlarinda serbest titresim
frekanslar1 azalirken, ankastre-bos (AB) sinir sartinda ise artmaktadir.

Sekil 3. Lineer azalan dogru eksenli kiris

Tablo 3. Farkli sinir sartlarina ait diizlemine dik boyutsuz serbest titresim frekanslari

Ankastre-Bos (AB) Ankastre-Ankastre (AA) Sabit-Sabit (SS)

B Mod ANSYS | Bu ¢calisma Ta-ll)—glr’llgo\I/(e[S] ANSYS (;alEl; sL:na ANSYS | Bu ¢alisma
1 3,483 3,483 - 20,67 20,67 9,676 9,676
0 2 20,70 20,70 - 52,31 52,30 36,68 36,68
3 53,91 53,91 - 93,49 93,48 76,47 76,46
4 96,76 96,74 - 108,8 108,8 108,8 108,8
1 3,605 3,605 - 18,33 18,32 8,448 8,448
0.25 2 19,27 19,27 - 47,15 47,14 32,49 32,49
’ 3 49,09 49,09 - 85,55 85,54 68,73 68,73
4 88,57 88,56 - 108,7 108,7 108,7 108,7
1 3,794 3,794 15,64 15,63 15,63 7,043 7,043
2 17,63 17,63 40,92 40,87 40,87 217,78 27,78

0.5 3 43,46 43,46 75,54 75,40 75,40 59,54 59,5377
4 78,54 78,53 116,9 116,7 116,7 99,89 99,87
1 4,147 4,147 - 12,34 12,34 5,309 5,309
0.75 2 15,75 15,75 - 32,76 32,76 22,17 22,17
’ 3 36,60 36,60 - 61,52 61,51 47,98 47,98
4 65,55 65,55 - 96,95 96,95 81,65 81,65
4. SONUCLAR

Bu caligmada, degisken kesitli kirisin serbest titresim analizi i¢in etkin bir yontem sunulmustur. Degisken
kesitli kirigleri idare eden denklemler Timoshenko ¢ubuk teorisi kullanilarak elde edilmistir. Formiilasyonda,
kesit degisim parametresi, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri gbz Oniine alinmigstir. Skaler formdaki adi
diferansiyel denklemler tamamlayict fonksiyonlar ve rijitlik matrisi yontemi yardimiyla sayisal olarak
¢Oziilmiistiir.

Degisken kesitli dogru eksenli ¢ubuklarin serbest titresim analizi igin literatiirde farkli yontemler kullanilarak
incelenen Ornekler ele alinmistir. Aym1 zamanda sonlu elemanlar yontemine dayali ANSYS programu ile de
¢ozlimler yapilmistir. ANSYS programu ile ¢6ziim yapilirken istenilen hassasiyette sonug alabilmek i¢in problem
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¢ok fazla elemanla modellenmesi gerekebilmektedir. Ele alman problemler, 6nerilen yontem ve ANSYS ile
¢oOziilmiis olup diger yontemlerle karsilastirilmig ve sonuglarin birbirleri ile uyum iginde olduklart goriilmiigtiir.
Bu ¢alismada onerilen yontemle problem birkag eleman ile modellenirken, ANSY'S programu ile ¢ok fazla sayida
dogru eksenli gubuk elemanina ihtiya¢ duyulmaktadir. Ayrica kesit degisim parametresi ve farkli sinir sartlarinin
degisken kesitli dogru eksenli cubuklarin serbest titresim frekanslarina etkisi arastirilmistir. Incelenen
orneklerde, kesit degisim fonksiyonlarinin, kesit degisim parametresinin ve sinir kosullarinin serbest titresim
frekanslar tizerinde etkili olduklar1 acik¢a goriilmektedir.
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