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Ozet

Bu ¢alismada, A4 =(4,) dizisi kullanilarak bir modiiliis fonksiyonu yardimiyla taniml: bulanik say: dizilerinin
A —istatistiksel yakinsaklik kavrami genellestirilip bazi kapsama bagintilar: verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulamk Say: Dizisi, Istatistiksel Yakimsaklik, Modiiliis Fonksiyonu, Fark Dizisi.

on A —Statistically Convergence of Sequences of Fuzzy Numbers
by a Modulus Function

Abstract

In this paper we generalize the concept of

A —statistical convergence defined by a modulus function of

sequences of fuzzy numbers using the sequence A =(4,) and give some inclusion relations.

Key words: Sequence of Fuzzy Numbers, Statistical Convergence, Modulus Function, Difference Sequence.

1. Giris

Dogruluk derecesi ¢ok degerli bir mantik
olan bulanik kiime teorisi ilk defa 1965 de Zadeh
[33] tarafindan ortaya atilmistir. Bu teorinin
bulanik topolojik uzaylar, bulanik olglimler,
bulanik matematiksel programlama ve bulanik
mantik gibi ¢ok c¢esitli uygulama alanlar
bulunmaktadir. Bulanik say1 dizisi kavramina ilk
defa Matloka'nin [22] caligmasinda
rastlanmaktadir. Matloka [22], smirhi  ve
yakinsak bulanik sayi1 dizilerinin tanimin1 vermis
ve bunlarin bazi &zelliklerini agiklamistir. O
tarinten beri bulanik say1 dizileriyle ilgili pek
cok caligma yapilmis ve hala bu konu iizerine
caligmalar devam etmektedir [3,6,8-
12,16,23,32].

Istatistiksel yakinsaklik tanimi 1951 de Fast
[17] tarafindan kisa bir not olarak verilmistir.
Schoenberg  [30] istatistiksel  yakinsaklig
toplanabilme metodu olarak incelemis ve
istatistiksel yakinsakligin bazi temel 6zelliklerini
belirtmistir. Bu kavram farkli isimler altinda pek
¢ok arastirmaci tarafindan 6l¢iim teorisine, lokal
konveks uzaylara, toplanabilirlik teorisine,

Banach uzaylarina, Fourier analizde
trigonometrik serilere ve bulanik kiime teorisine
uygulanmistir [13,18,28].

Fark dizisi ve bazi fark dizi uzaylari, ilk defa
1981 yilinda Kizmaz [20] tarafindan
tanimlanmig ve o glinden beri pek ¢ok arastirma
makalesine konu olmustur. Gerek reel gerekse
bulanik say1 dizilerinin fark dizilerinin fen ve
mithendisligin 6zellikle akustik alaninda ilging
ve pratik cesitli uygulamalara sahip oldugu
goriilmektedir. Bu uygulamalardan birisi de
Kawamura ve dig. [19] nin ¢aligmasidir. Bu
caligmada Kawamura ve dig. [19] dyelik
derecesi u olan fonksiyonlar yardimiyla

AX, ve AX, fark dizilerini
kullanarak deprem esnasinda yer hareketlerinin
basit anlamda bulanik kiime kurallarina uygun
sekillere sahip oldugunu belirtip bunlarin deprem
dalgalarimin  tahmininde  kullanilabilecegini
gOstermistir. Diger yandan Mursaleen [24]
kompleks terimli diziler i¢in A —istatistiksel
yakinsakligt  tanimlamig  ve  istatistiksel
yakinsaklik ile aralarindaki iliskileri incelemistir.
Daha sonra Altinok ve dig. [3] bulanik say1
dizilerinin  genellestirilmis  fark  dizilerini

tanimlanan
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kullanarak A —istatistiksel  yakinsaklik
kavramin1 genisletmistir. Baska bir c¢alismada,
Altinok ve dig. [5] bulanik sayr dizileri igin
Ay <y, durumunda A-— ve u—istatistiksel
yakinsaklik arasindaki bazi kapsama bagintilarinm
vermistir. Son zamanlarda, Cakan ve Altin [7],
bir modiilis fonksiyonunu kullanarak A —ista-
tistiksel yakinsak tiim bulanik say1 dizilerinin
kiimesi olan Sg (A, f) kiimesini tanimlayarak

bazi sonuglar elde etmistir.
Bu c¢alismada amacimiz

A4=1 A, >

terimli azalmayan bir A=(4,) dizisini ve
A"X, = A"X - AMEX (m=1,2,3,..)

seklinde tanimlanan A™ genellestirilmis fark
operatoriinii kullanarak bir f modilis fonk-

siyonu yardimiyla istatistiksel yakinsaklik kavra-
mint  genellestirip literatiirde bulanik say1
dizilerinin genellestirilmis istatistiksel yakin-
saklik teorisindeki mevcut bosluklar1 doldur-
maktr.

Ao <An+1,

sartlarin1  saglayan pozitif

2. Temel Kavramlar

Bu kisimda, g¢aligma boyunca kullanilacak
temel kavramlara yer verilmistir.
R iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan bir
bulanik kiimeye bulanik say1 denir:
i) u normaldir, yani, u(x,) =1 olacak
sekilde bir x, € R sayis1 vardir
ii) u bulanik konvekstir, yani, X,y € R ve
0<1<1 i¢in
u(AX+@—-A)y) 2 minfu(x),u(y)]
dir,
iii) u st yar siireklidir;
iv) suppu=cKxeR : u(x)>0}=[uf
kiimesi kompakttir.
Bir u bulanik sayisinin [u]® seklinde gosteri-

me sahip o —seviye kiimesi

L = {{x eR:u(X)>a}, ac(01]ise
suppu, a=0ise

seklinde tanimlanir. Ac¢iktir ki u nun bir bulanik

sayt olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir
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a €[0,1] igin [u]* kiimesinin kapali bir aralik

ve [u]1 # ¢ olmasidir. Bir r reel sayisi

{

seklinde tanimlanmis bir I bulanik sayis1 olarak

disiiniilebilir.

Biitiin reel terimli u bulanik sayilarindan olusan

L(R) uzayina bulanik say1 uzay: denir.

Bulanik sayilarla ilgili yapilan ¢alismalarda u ve

v gibi iki bulanik sayr arasindaki uzaklig

hesaplamak icin genellikle

d(u,v) = sup dy ([u]*.[v]")
0<e<l

bir metrik kullanilir. Burada dy Hausdorff

metrigidir ve bu metrik

i [ul [ )- max{\ﬁa v }

seklinde tanimlidir. d nin L(R) iizerinde bir
metrik ve (L(R),d) nin bir tam metrik uzay
oldugu bilinmektedir [14].
Bir X =(Xy) bulanik  say1 dizisi
X : N—> L(R) seklinde bir fonksiyondur. Bu
tamima gore verilen (X, ) dizisinin her bir terimi
ashinda bir bulanik sayiya karsilik gelmektedir
22].
[BuI]amk say1 dizileri igin istatistiksel yakinsaklik
tanimini Nuray ve Savas [26] vermistir.
x=(x,) kompleks terimli bir dizi ve
AX=(X —X,1) olmak iizere ¢_(A), c(A) ve
¢o(A) dizi uzaylart

0,(A)={x=(x) : Axer,},

c(A)={x=(x,) : Axec},

co(A)={x=(x) : Axecy},

seklinde tammlanur. Ilk olarak Et ve Colak [15]
tarafindan genellestirilen fark dizi uzaylarina
daha sonradan Et ve dig. [16], Altinok ve
Mursaleen [4], Altinok ve dig. [3], Tripathy ve
Baruah [32] ve daha pek ¢ok arastirmaci
tarafindan ¢aligilmastir.

w(F) bitin bulanik say1 dizilerinin kiimesi

1
0,

X=rise
X#£Trise

seklinde tamml

4

u

-a
-V
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olsun. m=123,... icin A"
operatori

Xk Z[KK,Yk] ve Xk+1=[1k+1,fk+1] olmak
uzere Aka = Am_lxk —Am_lxk+1

tanimlanir. Aciktir ki A" genellestirilmis fark
operatorii bir lineer operatordiir.

Modiiliis fonksiyonu tanimi ilk olarak
Nakano [25] tarafindan verilmistir. Asagidaki
sartlart  saglayan  bir f :[0,00) —[0,00)
fonksiyonuna bir modiiliis fonksiyonu denir.

i) f(x)=0=x=0,
i) f(x+y)< f(x)+ f(y)

- W(F) > w(F)

seklinde

X,y =0,

iii) f artandir,

iv) f fonksiyonu 0 noktasinda sagdan
stireklidir.
Reel ve bulanik say1 dizilerinde modiiliis

fonksiyonu konusuna pek c¢ok matematikgi
tarafindan ¢alisilmaktadir [1,2,7,29,31].

A1 S +1, A4 =1 seklinde
A=(4,) dizisi n—o iken sonsuza giden
pozitif terimli azalmayan bir dizi olsun. Bu
durumda 1,=[n—4,+Ln] olmak iizere
genellestirilmis de la Vallée-Pousin ortalamasi
'[n(x)zﬂtikzI X, seklinde tamimhdir. Eger

" kel

tanimh

n—o iken t,(xX) >L sart saglanirsa bir
x=(x,) reel sayr dizisi L sayisna (V,1)—
toplanabilirdir denir.

Bu c¢alisma boyunca
yukaridaki gibi bir dizi, X

A=(4,) dizisi
(X,) bir bulamk

say1 dizisi ve A" genellestirilmis fark operatorii
olarak alinacaktir.

3. Sonuclar

Tamm 3.1 f bir modiilis fonksiyonu,
A=(2,) dizisi n—ow igin A, > Ve
Api1 <4, +1 A4 =1 olacak sekilde pozitif reel

sayilarin azalmayan bir dizisi, A™ genel-
lestirilmis  fark operatorii ve X =(X,) bir
bulanik sayr dizisi olsun. Eger her £>0 ve
(m=1,2,3,...) i¢in
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lim 2 {kel, : fla@mx,, o)z e

n—oo ﬂ,n

|-

olacak sekilde bir Xy e L(R) bulanik sayis:
varsa X =(X,) dizisi X, saysina bir f
modiiliis fonksiyonu yardimiyla A" — istatistiksel
yakinsaktir denir. Bu durumda

SE(A", f)
Xk —> XO
veya
SEA™, f)—lim X, =X,
yazilir. Bir f modiiliis fonksiyonu yardimiyla

tanimh tim A" —istatistiksel yakinsak bulanik

say1 dizilerinin kiimesi SE(A™, ) ile
gosterilecektir. Yani X, € L(R) olmak {izere
S{(A™, T)
SE(A™ ) ={X=(X,)ew(F) : X, — Xg}
dir. (S£(A™, f),d;) uzay:
d¢ (X,Y) =supyey Fld(Xy, Y]
metrigiyle bir metrik uzaydir. d;’ nin

X, Y, Z¢e Sé (A", f) icin metrik aksiyomlarim
sagladigi kolayca gosterilebilir.

Asagidaki Ornekte Sé (A", f) kiimesinin
elemant olan bir dizi verilmistir.

Ornek 3.2. Bir f(x)=x

fonksiyonunu ve (1,)=n dizisini gz oniine

alalim. X =(X, ) bulanik say1 dizisini

k=2", (n=123,...) i¢in
K 2-k

sinirsiz modulis

k=2 al:
k2T 22 Xe[[ K ’3]]'59
__k 5k+2 5k+2 |;
k2 X T 2k XEDTJISe
0, diger durumlarda

ve k=2" icin
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X—7, x e [7,8]ise
—-x+9, xe[89]ise
0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim.
Bazi aritmetik islemler sonucunda (X,) ve

(AXk) dizilerinin o —seviye kiimeleri sirasiyla

[X 1" =

[(2k+2)ka+k—2 ' 5k+2—(k2k+2)al K= 2" ise
[a+79-a], k=2"ise
ve
[AX 1% =
[(3k+2):—8k—2 , 2—2k—f(3k+2)a} Ko on
[(3K-+5)ar + 2k 8k+10—(3k+5)a] on
L k+1 ! k+1 k+1=2
[2a — 2,2 - 2], d.d.
seklinde hesaplanir. Buradan k#2" icin

d(AX,,L)=0 ve k=2" i¢in
d(AX,,L)= sup d([Axk]“,[L]“)

0<a<l

= d(ax, P.1LP)

max{‘[AXk]o [P

[ox -7}

- max{‘—*S'li*Z —(- 21, 22k _ 2‘ }
— Bk+2
k
elde edilir.
Benzer sekilde, k +1=2" icin d(AXk , L) = %

bulunur. Bulunan son metriklerin f modiiliis
fonksiyonu altindaki goriintiisii ise

6k+2 __~N;
T*, k=2"ise
fld(AX,,L)]=188, k+1=2"ise
0, d.d.
dir. Bu takdirde her &£>0 ve 0zel olarak
(2 )=n icin

r!i_r)r;%|{keln - f[d(AX, L= £) =0

elde edilir. Yukarida yapilan iglemlerin benzeri
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a —seviye kiimesi

[A%X, 1% =
[(3k+4)z;78k74 | 27(5k+2)a] k=2 ise
[(ek+1ko+)f+4k ’16k+20;561k+10)a] k1o 2" ise
[(5k+12)l(017210k722 | 27(5kk++212)a:l Kt 222" ise
[4a - 4,4 -4a], dd.

olarak hesaplanir. Buradan (AZXk) dizisinin f
modiiliis fonksiyonu altindaki goriintiisii

—4kk+4, k=2"ise
12k +16 __»on:
f[d(AZXk,L)]: 1 k+1=2"ise
6k+14 _on;
TR k+2=2"ise
+2
0, d.d.

seklinde olup her £>0 ve (4,)=n igin

tim > ke, :

Nn—o0 ﬂ,n

flalax, )|z 2] =0

elde edilir. Eger bu siirece devam edilirse genel
olarak her £>0 ve (4,)=n igin
L)]Z e} =0

bulunur. Béylece X =(X,)eSE(A™, f) bulu-

nur. Sekil 1°’de m=1 igin (A"X,) bulanik say1
dizisinin terimlerinin dizilisi gosterilmistir.

tim 2 ket o flafamx,,

n—>00/’iﬂ

f bir
fonksiyonu, (X,) bir bulanik sayr dizisi, A"

genellestirilmis  fark operatori ve A=(4,)
dizisi Tanim 3.1 deki gibi verilsin. Bu takdirde

(i) Eger SE(A™ f)-limX, =X, ve ceR
ise SE(A™, f)—limeX, =cX, dir.

(i) Bger SE(A™, f)—limX, =X, ve
SE(A™, f)—limY, =Y, ise

SE(A™, f)—lim(X, +Y, )=Xo+Y, dir.

Teorem 3.3. herhangi modiiliis
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N L (=AX+, AXo, AXs,..)] (d.d.)
AXa AXs  AXis (k=n? igin) AXs AXs AXis (k+1=2icin)
~ 1
&< - . : .7 : '..'.\"""'. .\. S S H '... e .\, '\'\, \\\. N
A7/2 334 6508 8 -5 -2 -A5/8 74 32 -2 ol 2 32 74 1558 2 5 8 6508 334 17R

Sekil 1. m=1 hali igin (A"Xy) bulanik fark dizisinin terimleri

Teorem 3.4. Sg(A™, f)cSE(A™, ) olmasi

icin gerek ve yeter sart lim inf %" >0 olmasidir.
n—o0

Kabul edelim ki lim inf%>0

N—o0o

Ispat. (<:) :

olsun. Verilen bir £ >0 i¢in

k<n: fla@amx,xo)zef
Steely : fla@amx,, Xo)|> ¢

ve boylece

%‘{kgn : f[d(Aka’XO)]Zg}i

>

%{ke I, : f[d(AmxkvXo)]Zg}
A

>

?“.l—ln{keln - fla@amx, xo) > e

n—o icin limit alimrsa A™—

yakinsakhigin  bir f  modiiliis

fonksiyonuna gore A} —istatistiksel yakinsaklig:
gerektirdigi goriilebilir.

yazilabilir.
istatistiksel

(=) : Kabul edelim ki lim inf > =0 olsun ve

n—o0
f (X) =X alalim. Bu durum i¢in asagidaki drnegi
verelim:
.

.
» =0 oldugundan — <
n nj

lim inf Y

n—oo J

(1=12,3,...) olacak sekilde bir (n;) alt dizisi
bulunabilir. X =(X,) bulanik say1 dizisini

ke Iy, igin

Ornek 3.5.
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X—2, 2<x<3
—X+4, 3<x<4
0, diger durumlarda
ke Iy, igin
X =5, 5<x<6
—-X+7, 6<x<7
0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Buradan (X,), (AXy)

ve genel olarak (A™X,) bulanik say1 dizilerinin
o —seviye kiimeleri sirasiyla

[xda:{

[Axk]fz:{

[Amxk]a =
[zm—2(4a—7),—2m—1(1+ 2a)] kel, ise

i

2" 1+ 2a), 2™ (7 - 4a)]

[2+a,4—a], kelnj ise
[5+a,7—a], ksEInj ise’

[-2+2a-1-22] kel, ise
[L+2a5-2a] kel ise’

keslnj ise

seklinde hesaplanir. Boylece (Xk) bulanik say1

dizisinin A™ — istatistiksel yakinsak oldugu fakat
f(x)=x olmak iizere f modiiliis fonksiyonuna

gore A" —istatistiksel  yakmsak  olmadig
goriilir.  Bu  bir ¢eliski  oldugundan
lim inf’l—nn >0 bulunur.

n—oo

Teorem 3.6. f; ve f, herhangi iki modiiliis

fonksiyonu, A" genellestirilmis fark operatdrii
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ve A= (ﬂﬂ) dizisi Tanim 3.1 deki gibi verilsin.
Bu takdirde

SE(A™, f)NSEA™, f,) S SE(A™, f+ )
dir.
Ispat. Kabul edelim ki
X =(X,)eSE(A™, f;)NSE(A™, f,) olsun. Bu
takdirde her ¢ >0 i¢in

lim =

n—o0 ﬂ,n

ve

ety : laamnx,. xo)lze]=0

|-c

lim S ke, Hlaamx,, Xo) |2

n—o A
saglanir.
(fy+ fz)[d(Aka,Xo)]z fl[d(Akaixo)]
+ fz[d(Aka,XO)]

oldugundan asagidaki esitlik yazilabilir:

nlm% ket <(f+ A, Xo) 2 ] =0,

Buradan (X, ) S# (A", f, + f,) olup boylece
SE(A™, f)NSE(A™, f,) S SE(A™, f+ )

sonucuna varlir.

Teorem 3.7. f, ve f, her ue[0,00) icin

fi(u) < f,(u) olacak sekilde herhangi iki

modiiliis fonksiyonu, A™ genellestirilmis fark
operatorii ve A =(4,) dizisi Tanim 3.1 deki gibi

verilsin. Bu takdirde SZ(A™,f,)<SE(A™, f))
dir.
ispat. (X,)eSE(A™, f,) olsun. Bu takdirde
her & >0 i¢in

R

olacak sekilde bir X, bulanik sayis1 vardir.
Herhangi bir ne N i¢in

lim L lket, 1 fla"%,, Xo)]z ¢

n—wo A,
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ety Blaamx, x)e|
S‘{keln : fz[d(Amxk,xo)]z,s}
esitsizligi saglandigindan

lim ke, : fl[d (A", xo)]z g} =0

yazilabilir. Boylece X = (Xk)e Sé(Am, f;) olup
SE(A™, £,) = SE(A™, f,) elde edilir.

Teorem 3.8. f; ve f, herhangi iki modiiliis

fonksiyonu, A" genellestirilmis fark operatdrii
ve A=(,) dizisi Tanim 3.1 deki gibi verilsin.

Bu takdirde SZ(A™, f,) = SE(A™, f,0 f,) dir.
ispat. X, e SZ(A™, f,) olsun. Her &>0 igin
f, siirekli oldugundan f,(5)=¢ olacak sekilde

bir 6 >0 sayis1 mevcuttur. Diger yandan 6 >0
igin

olacak sekilde bir X, bulanik sayist vardir. Bu
durumda k € I, i¢in

o (amX,, Xo )= £,(5)
(0 f)ld(A™X,, Xo |2 &

lim ke, : fla(amx,, X, >8] =0

N—o0 ﬂ,n

&,

yazilabilir. Boylece

tim k1, 1 (f5 0 Bld(A"X,. X, |2 6

N—oo ﬂn

|0

olacagindan X =(X, )eSE(A™, f,o f,) elde
edili. Bu da SZ(A™, f))cSE(A™, f,o )

olmasini gerektirir.
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