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Öz 

 

Bu çalışmada, bS - metrik uzaylarda sabit figür problemleri için yeni çözümlerden 

bahsedilecektir. Özellikle, Cassini Eğrisi ve Apollonius çemberi üzerinde durulacaktır. 

Bunun için ilk olarak Moradi tipinde 
1 2,u uC - bS -daralma, Geraghty tipinde 

1 2,u uC - bS -

daralma, Skof tipinde 
1 2,u uC - bS -daralma, Moradi tipinde 

1 2,u uA - bS -daralma, Geraghty 

tipinde 
1 2,u uA - bS -daralma ve Skof tipinde 

1 2,u uA - bS -daralma kavramları verilecektir. Bu 

kavramlar yardımı ile bS - metrik uzaylar üzerinde sabit Cassini eğrisi ve sabit 

Apollonius çemberi teoremleri elde edilecektir. 

 

Anahtar kelimeler: bS -metrik uzay, Cassini eğrisi, Apollonius çemberi, sabit figür, 

daralma. 

 

 

On some fixed curves in 
b

S − Metric spaces 

 

 

Abstract 

 

In this paper, we mention new results to the fixed-figure problem on bS - metric spaces. 

Especially, we  emphasize Cassini curve and Appolonius circle. To do this, first of all 

we give the new notions of Moradi-type 
1 2,u uC - bS -contraction, Geraghty-type 

1 2,u uC - bS -

contraction, Skof-type 
1 2,u uC - bS -contraction, Moradi-type 

1 2,u uA - bS -contraction, 

Geraghty-type 
1 2,u uA - bS -contraction and Skof-type 

1 2,u uA - bS -contraction. With the help 

of these notions, we obtain some fixed-Cassini curve and fixed-Apollonius circle 

theorems on bS - metric spaces.    

 

Keywords: bS -metric spaces, Cassini curve, Apollonius circle, fixed-figure, contraction. 
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1.  Giriş 

 

Klasik anlamda “Sabit Nokta Teorisi” ilk olarak “Banach Sabit Nokta Teoremi” ile 

ortaya çıkmıştır [1]. Bu teori topoloji, analiz, geometri, uygulamalı matematik, 

mühendislik gibi birçok alanda uygulaması olan matematiksel çalışmalardan biridir. 

Metrik sabit nokta teorisi çeşitli yaklaşımlar ile çalışılmıştır. Bu yaklaşımlardan önemli 

ve kullanışlı olanlarından birisi de daralma koşullarıdır.  

 

Birçok araştırmacı farklı genelleştirilmiş metrik uzaylarda çeşitli sabit-nokta 

problemleri çalışmışlardır [2-6]. Son zamanlarda sabit nokta teorisinin genellemesi 

olarak sabit-çember problemleri ele alınmaya başlandı. Bu problem ilk olarak [7]’de 

başladı ve daha sonra farklı yaklaşımlar kullanılarak bu probleme farklı çözümler elde 

edildi [8-15].  Çember, elips, hiperbol, Cassini eğrisi ve Apollonius çemberi gibi 

uzaklık fonksiyonuna dayalı olarak yazılan geometrik şekiller verilen bir dönüşüm 

altında nokta-nokta sabit kalıyorsa, bu şekillere verilen dönüşümün sabit şekilleridir 

denir. Bir dönüşüm altında sabit kalan bu şekillerle ilgili literatürdeki [16,17-23] 

çalışmalar temel referanslardır.  

 

Bu çalışmada  bS -metrik uzaylar üzerinde çeşitli daralma koşulları kullanılarak Cassini 

eğrisi ve Apollonius çemberini nokta-nokta sabit bırakan dönüşümler ile ilgili bazı 

sonuçlara yer verilecektir. 

 

1.1. Tanım[24] 

U  boş olmayan bir küme, 1b   herhangi bir reel sayı ve  :d U U→ , , ,u v w U   için 

aşağıdaki koşulları sağlayan bir fonksiyon olsun: 

 

( )( 1) , 0 ,b d u v u v=  =   

( ) ( )( 2) , , ,b d u v d v u=  

( ) ( ) ( )( 3) , , , .b d u w b d u v d v w +    

 

Bu durumda d  fonksiyonu U  üzerinde bir b -metrik olarak adlandırılır. ( ),U d  çiftine 

ise b -metrik uzay denir. 

 

1.2. Tanım[25] 

U  boş olmayan bir küme ve  ): 0,S U U U  →  , , , ,u v w a U   için aşağıdaki 

koşulları sağlayan bir fonksiyon olsun: 

 

( )( 1) , , 0 ,S S u v w u v w=  = =   

( ) ( ) ( ) ( )( 2) , , , , , , , , .S S u v w S u u a S v v a S w w a + +  

 

Bu durumda S ,  U  üzerinde bir S -metrik olarak adlandılır ve ( ),U S  çiftine de S -

metrik uzay denir. 
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1.3. Tanım[26]  

U  boş olmayan bir küme, 1b   herhangi bir reel sayı olsun. Bir  ): 0,bS U U U  →   

fonksiyonunun bS -metrik olarak adlandırılması için gerek ve yeter koşul , , ,u v w a U   

için aşağıdaki koşulları sağlamasıdır: 

 

( )( 1) , , 0 ,bS S u v w u v w=  = =   

( ) ( ) ( ) ( )( 2) , , , , , , , , .b b b bS S u v w b S u u a S v v a S w w a + +    

 

Bu durumda ( ), bU S  çiftine de bS -metrik uzay denir. 

 

1b =  için her bS -metrik bir S -metrik olduğundan bS -metrik uzay S -metrik uzayın 

daha genel halidir. Fakat tersi doğru değildir: 

 

1.4. Örnek[27] 

U =  ve bS  fonksiyonu , ,u v w U   için 

 

( ) ( ) ( )
22 1

, , , , ,
16

bS u v w S u v w u v v w u w= = − + − + −  

  

şeklinde olsun. bS , 4b =  için bir bS -metrik olur. Fakat S -metrik değildir. Çünkü 

Tanım 1.3 deki (S2) şartı 4b =  olması durumunda sağlanmaktadır. Tanım 1.2 de 

verilen şartlardan (S2) şartını bS  fonksiyonu sağlamamaktadır. 

 

1.5. Tanım[21] 

( , )bU S , 1b   için bir bS -metrik uzay, 1 2,u u U ,  )0,   olsun. Bu durumda 

• Cassini eğrisi 

 

( ) ( ) ( ) 1 2 1 2, : , , , ,bS

b bC u u u U S u u u S u u u =  =   

 

• Apollonius çemberi 

 

( )  
( )

( )
1

1 2 2

2

, ,
, / :

, ,
bS b

b

S u u u
A u u u U u

S u u u
 

  
=  = 
  

 

olarak tanımlanır. 

 

 

2.  Sabit eğriler üzerinde bazı sonuçlar 

 

Bu bölümde bS -metrik uzaylar üzerinde Cassini eğrisi ile Apollonius çemberini sabit 

bırakan bazı sonuçlar verilecektir. 
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İlk olarak literatürde sabit nokta teoremi elde etmek için kullanılan ve Moradi tarafından 

tanıtılan eşitsizliği dikkate alalım [28]. Bu eşitsizliği modifiye ederek aşağıdaki tanımı 

verelim. 

 

2.1. Tanım  

( , )bU S  bir bS -metrik uzay, :f U U→  bir fonksiyon olsun. Eğer 1 2,u u U  için 

 

( )

( )( ) ( ) ( )( )( )1 2

, , 0

, , , , , ,

b

b b b

S u u fu

S u u fu S u u u S u u u  

 


                                                            (1) 

 

şartını sağlayan  1 2\ ,u U u u   için  )  ) ( ): 0, 0, ,  0 0  →  =  ve ( )0  t t t    

olacak şekilde azalmayan bir   fonksiyonu ve  )  ): 0, 0,  →   

( ) ( )0 0,  0    0t t t =     , şeklinde bir   fonksiyonu var ise f  , Moradi tipinde 

1 2,u u bC S−  -daralma olarak adlandırılır. 

 

2.2. Teorem 

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  1 2,u u U  Moradi tipinde 
1 2,u u bC S−  -daralma 

olsun ve   yarıçapı aşağıdaki şekilde tanımlansın: 

 

( ) inf , , : ,bS u u fu u fu u U =   .  (2)    

 

Eğer 1 1fu u=  ve 2 2fu u=  ise f , ( )1 2,bS
C u u  Cassini eğrisini sabit bırakır. 

 

İspat 

İlk olarak 0 =  olsun. Bu durumda 1 2u u=  ve ( )    1 2 1 2,bS
C u u u u = =  olur. 

Hipotezden 1 1fu u= , 2 2fu u=  dir.  

Şimdi 0   ve ( )1 2, ,  bS
u C u u u fu   olacak şekilde herhangi bir nokta olsun. (1) 

eşitsizliği kullanılırsa 

 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( )( )

1 2, , , , , ,

                        , ,

b b b

b

S u u fu S u u u S u u u

S u u fu

      



 = 


     

 

elde edilir ki bu da çelişkidir. Buradan f , ( )1 2,bS
C u u  Cassini eğrisini sabit bırakır. 

 

Literatürde sabit nokta teoremi elde etmek için kullanılan ve Geraghty tarafından 

tanıtılan eşitsizliği dikkate alalım [29]. Bu eşitsizliği modifiye ederek aşağıdaki tanımı 

verelim. 

 

2.3. Tanım  

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  bir fonksiyon olsun. Eğer 1 2,u u U  için 
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( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2

, , 0

, , , , , , , , , ,

b

b b b b b

S u u fu

S u u fu S u u u S u u u S u u u S u u u  

 


                       (3)                                  

 

şartını sağlayan  1 2\ ,u U u u   için  )  ): 0, 0,  →   azalmayan bir   fonksiyonu 

ve ( ) ( ): 0, 0,1  →  şeklinde bir   fonksiyonu var ise f  , Geraghty tipinde 
1 2,u u bC S−  

-daralma olarak adlandırılır. 

 

2.4. Teorem 

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  1 2,u u U  Geraghty tipinde 
1 2,u u bC S−  -daralma 

olsun ve  , (2) ile tanımlansın. Eğer 1 1fu u=  ve 2 2fu u=  ise f , ( )1 2,bS
C u u  Cassini 

eğrisini sabit bırakır. 

 

İspat 

İlk olarak 0 =  olsun. Bu durumda 1 2u u=  ve ( )    1 2 1 2,bS
C u u u u = =  olur. 

Hipotezden 1 1fu u= , 2 2fu u=  dir.  

Şimdi 0   ve ( )1 2, ,  bS
u C u u u fu   olacak şekilde herhangi bir nokta olsun. (3) 

eşitsizliği kullanılırsa 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2, , , , , , , , , ,

                        = , ,

b b b b b

b

S u u fu S u u u S u u u S u u u S u u u

S u u fu

  

      




     

 

elde edilir ki ( )0,1   olduğu için çelişkidir. Sonuç olarak f , ( )1 2,bS
C u u  Cassini 

eğrisini sabit bırakır. 

 

Literatürde sabit nokta teoremi elde etmek için kullanılan ve Skof tarafından tanıtılan 

eşitsizliği dikkate alalım [30]. Bu eşitsizliği modifiye ederek aşağıdaki tanımı verelim. 

 

2.5. Tanım  

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  bir fonksiyon olsun. Eğer 1 2,u u U  için 

 

( )

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

1 2

1 1 1 2 2 2

, , 0

, , , , , , , ,  

                        , , , ,

b

b b b b

b b

S u u fu

S u u fu a S u u u S u u u b S u u fu

c S u u fu S u u fu

  



 

 +

+

                             (4) 

 

olacak şekilde  1 2\ ,u U u u   için  ), , 0,1a b c  0 1a b c + +   ve  )  ): 0, 0,  →    

( ) 0 0t t =  =  şeklinde azalmayan bir   fonksiyonu var ise f  , Skof tipinde 

1 2,u u bC S−  -daralma olarak adlandırılır. 
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2.6. Teorem 

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  1 2,u u U  Skof tipinde 
1 2,u u bC S−  -daralma olsun 

ve  , (2) şeklinde tanımlansın. Eğer 1 1fu u=  ve 2 2fu u=  ise f , ( )1 2,bS
C u u  Cassini 

eğrisini sabit bırakır. 

 

İspat  

0 =  olma durumu açıktır.  

Şimdi 0   ve ( )1 2, ,  bS
u C u u u fu   olacak şekilde herhangi bir nokta olsun. (4) 

eşitsizliği kullanılırsa 

 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 2

1 1 1 2 2 2

, , , , , , , ,  

                        , , , ,

                         , ,

                         , , , ,

                        

b b b b

b b

b

b b

S u u fu a S u u u S u u u b S u u fu

c S u u fu S u u fu

a b S u u fu

a S u u fu b S u u fu

  



  

 

 +

+

= +

 +

( ) ( )( )  = , ,ba b S u u fu+

     

 

bulunur. 1a b+   olduğu için çelişki elde edilir. Buradan f , ( )1 2,bS
C u u  Cassini 

eğrisini sabit bırakır.                                             

 

2.7. Tanım  

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  bir fonksiyon olsun. Eğer 1 2,u u U  için 

 

( )

( )( )
( )

( )
1

2

, , 0

, ,
, ,

, ,

b

b

b

b

S u u fu

S u u u
S u u fu

S u u u
  

 

  
     

  

                                                                           (5) 

 

şartını sağlayan  1 2\ ,u U u u   için  )  ) ( ): 0, 0, ,  0 0  →  =  ve ( )0  t t t    

azalmayan bir   fonksiyonu ve  )  ): 0, 0,  →  , ( ) ( )0 0,  0 ,   0t t t =      

şeklinde bir   fonksiyonu var ise f  , Moradi tipinde 
1 2,u u bA S−  -daralma olarak 

adlandırılır.  

 

2.8. Teorem 

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  1 2,u u U  Moradi tipinde 
1 2,u u bA S−  -daralma ve

 , (2) şeklinde olsun. Eğer 1 1fu u=  ve 2 2fu u=  ise f , ( )1 2,bS
A u u  Apollonius 

çemberini sabit bırakır. 

 

İspat 

0 =  durumu açıktır.  

Şimdi 0   ve ( )1 2, ,  bS
u A u u u fu   olacak şekilde herhangi bir nokta olsun. (5) 

eşitsizliği kullanılırsa 
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( )( )
( )

( )

( ) ( )

( )( )

1

2

, ,
, ,

, ,

                       

                        , ,

b

b

b

b

S u u u
S u u fu

S u u u

S u u fu

  

   



  
     

  

= 



     

 

elde edilir ki bu da çelişkidir. Buradan f , ( )1 2,bS
A u u  Apollonius çemberini sabit 

bırakır. 

 

2.9. Tanım  

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  bir fonksiyon olsun. Eğer 1 2,u u U  için 

 

( )

( )( )
( )

( )

( )

( )
1 1

2 2

, , 0

, , , ,
, ,

, , , ,

b

b b

b

b b

S u u fu

S u u u S u u u
S u u fu

S u u u S u u u
  

 

   
       

   

                                                        (6) 

 

şartını sağlayan  1 2\ ,u U u u   için  )  ): 0, 0,  →   azalmayan bir   fonksiyonu 

ve ( ) ( ): 0, 0,1  →  şeklinde bir   fonksiyonu var ise f  , Geraghty tipinde 
1 2,u u bA S−  

-daralma olarak adlandırılır. 

 

2.10. Teorem 

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  1 2,u u U  Geraghty tipinde 
1 2,u u bA S−  -daralma 

olsun ve  , (2) ile tanımlansın. Eğer 1 1fu u=  ve 2 2fu u=  ise f , ( )1 2,bS
A u u  

Apollonius çemberini sabit bırakır. 

 

İspat 

İlk olarak 0 =  olsun. Bu durumda 1 2u u=  ve ( )    1 2 1 2,bS
A u u u u = =  olur. 

Hipotezden 1 1fu u= , 2 2fu u=  dir.  

Şimdi 0   ve ( )1 2, ,  bS
u A u u u fu   olacak şekilde herhangi bir nokta olsun. (6) 

eşitsizliği kullanılırsa 

 

( )( )
( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

2 2

, , , ,
, ,

, , , ,

                        = , ,

b b

b

b b

b

S u u u S u u u
S u u fu

S u u u S u u u

S u u fu

  

      

   
       

   



     

 

elde edilir ki ( )0,1   olduğu için çelişkidir. Sonuç olarak f , ( )1 2,bS
A u u  Apollonius 

çemberini sabit bırakır. 

 

2.11. Tanım  

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  bir fonksiyon olsun. Eğer 1 2,u u U  için 
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( )

( )( )
( )

( )
( )( )

( )

( )

1

2

1 1 1

2 2 2

, , 0

, ,
, , , ,  

, ,

, ,
                        

, ,

b

b

b b

b

b

b

S u u fu

S u u u
S u u fu a b S u u fu

S u u u

S u u fu
c

S u u fu

  



 

  
 +    

  

  
+     

  

                                             (7) 

 

olacak şekilde  1 2\ ,u U u u   ( 2 2u fu ) için  ), , 0,1a b c  0 1a b c + +   ve 

 )  ): 0, 0,  →    ( ) 0 0t t =  =  şeklinde azalmayan bir   fonksiyonu var ise f  , 

Skof tipinde 
1 2,u u bA S−  -daralma olarak adlandırılır. 

 

2.12. Teorem 

( , )bU S , bS -metrik uzay, :f U U→  1 2,u u U  Skof tipinde 
1 2,u u bA S−  -daralma olsun 

ve  , (2) şeklinde tanımlansın. Eğer 1 1fu u=  ise ( 2 2u fu ) f , ( )1 2,bS
A u u   Apollonius 

çemberini sabit bırakır. 

 

İspat  

0 =  olma durumu açıktır.  

Şimdi 0   ve ( )1 2, ,  bS
u A u u u fu   olacak şekilde herhangi bir nokta olsun. (7) 

eşitsizliği kullanılırsa 

 

( )( )
( )

( )
( )( )

( )

( )

1

2

1 1 1

2 2 2

, ,
, , , ,  

, ,

, ,
                        

, ,

b

b b

b

b

b

S u u u
S u u fu a b S u u fu

S u u u

S u u fu
c

S u u fu

  



  
 +    

  

  
+     

  

     

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

                         , ,

                         , , , ,

                          = , ,

b

b b

b

a b S u u fu

a S u u fu b S u u fu

a b S u u fu

  

 



= +

 +

+

 

 

bulunur. 1a b+   olduğu için çelişki elde edilir. Buradan f , ( )1 2,bS
A u u  Apollonius 

çemberini sabit bırakır.   

 

Uyarı: Teorem 2.12 ye göre Skof tipinde daralma koşulu uygulandığında Apollonius 

çemberinde merkez noktalardan biri olan 2u  noktası sabit kalmaz. 

 

2.13. Örnek 

 
7

1,1 7, 2, 2, ,7,8,21
3

U
 

= −  − − 
 

  şeklinde tanımlanan bir küme ve , ,u v w   

için S -metrik 
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( ), , 2S u v w u w u w v= − + + −   

 

şeklinde olsun [29]. Bu S -metrik 1b =  için bir bS -metriktir. Bir :f U U→  

fonksiyonu aşağıdaki şekilde tanımlansın [19]: 

 

 , \ 8
.

7, 8

u U
fu

u


= 

=
   

 

1 1u = −  ve 2 1u =  alındığında ( ) ( )
0, 0

, 0
2

t

t t t
t

 

=


= = 




  olarak tanımlanan ( )t  ve 

( )t  fonksiyonları için f  fonksiyonu Moradi tipinde 
1 2,u u bC S−  -daralma olur. Bu 

durumda f , 2 =  ile ( )  2 1,1 2,0, 2bS
C − = −  Cassini eğrisini sabit bırakır.  

 

1 1u = −  ve 2 1u =  alındığında ( )
1

2
t =   ve ( )

14

t
t =   fonksiyonları için f  fonksiyonu 

Geraghty tipinde 
1 2,u u bC S−  -daralma olur. Bu durumda f , 2 =  ile 

( )  2 1,1 2,0, 2bS
C − = −  Cassini eğrisini sabit bırakır. 

 

1 1u = −  ve 2 1u =  alındığında ( )
0, 0

, 0
2

t

t t
t



=


= 




  fonksiyonu için 
1 1

,  
27 3

a b c= = =  

olarak alınırsa f  fonksiyonu Skof tipinde 
1 2,u u bC S−  -daralma olur. Bu durumda f , 

2 =  ile ( )  2 1,1 2,0, 2bS
C − = −   Cassini eğrisini sabit bırakır. 

 

1 7u = −  ve 2 7u =  alındığında ( ) ( )
0, 0

, 0
2

t

t t t
t

 

=


= = 




  olarak tanımlanan ( )t  ve 

( )t  fonksiyonları için f  fonksiyonu Moradi tipinde 
1 2,u u bA S− -daralma olur. Bu 

durumda f , 2 =  ile ( )2

7
7,7 ,21

3
bS

A
 

− =  
 

  Apollonius çemberini sabit bırakır.  

 

1 7u = −  ve 2 7u =  alındığında ( )
1

5
t =   ve ( )

3

t
t =  fonksiyonları için f  fonksiyonu 

Geraghty tipinde 
1 2,u u bA S− -daralma olur. Bu durumda f , 2 =  ile 

( )2

7
7,7 ,21

3
bS

A
 

− =  
 

 Apollonius çemberini sabit bırakır. 
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3.  Sonuçlar ve tartışma 

 

Bu çalışmada bS  metrik uzaylar üzerinde Cassini eğrisi, Apollonius çemberi gibi bazı 

sabit eğriler kavramından bahsedildi.  Moradi tipi, Geraghty tipi ve Skof tipi daralma 

koşulları bu eğrilere uygulanarak bazı sabit figür teoremleri elde edildi. Gelecek 

çalışmalarda bu üç tipte elde edilen sonuçların yakınsama hızları ve birbirleri ile 

ilişkileri ele alınabilir. Bu açık problemler okuyucuya bırakılmıştır. Ayrıca burada şunu 

da belirtmek gerekir ki, bu şekilleri nokta-nokta sabit bırakmayan ancak şekli sabit 

bırakan dönüşümler ile ilgili literatürde bir çalışma incelediğimiz kadarıyla 

yapılmamıştır. Nokta-nokta olmadan geometrik şekli sabit bırakan dönüşümler var 

mıdır? Varsa hangi koşullarda şekil nokta-nokta olmadan sabit kalır? gibi problemler bu 

konudaki açık problemlerdir. 
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