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AYKıRı GÖZLEM SAYISININ BELİRLENMESİ 

Ufuk EKiz * Müslim EKNİ * 

ÖZET 

Clarke and Lewis (/998) 'e göre aykm gözlem, diğer gözleııı/erle 
(IYiLi merkezi parametreli fakat farklı varyaııslı benzer bir dağılım 
tam/mdmı üreıilir. Bıı um/mdaıı harekeıle Weu-Liaııg Hımg, Jong­
W/ııı WIl (2005), önıekleki aykll'l gözlem/eriıı sayısı/ıı Iıala kare/er 
IOp/amml en küçükleyerek belirleyen bir yömem önemıiş/erdi/'. BiL 
YÖnlelll Clarke ve Lewis tara/mdaıı tammlaııaıı R istatistiğiııe göre 
daha basit ve kolay hesapIlliıabilir. Ayrıca ııorınal dağılımdmı geldiği 
düşiiııiileıı önıekteki alt ve üst aykırı gözlemlerin sayısmı belirlemekte 
gizleme ve yaııılgıya-diişiimıe problemleriııdeıi etki/enli/ediği 

söylenmektedir. Bit çalışıııada, yöntemiıı ne kadar sağlıklı sol/ııçlar 

verdiğini görmek için bi,. simiilasyon çalışll/ası yapı/mıştı r. Sonııçlar 

önıek çapı büyüdükçe aykırı gözlem say/s/ll/ doğl'll belirleme oralı/1l1/1 
düştiiğiiııii gösterdiğinden, yöllfem gizleme ve yalıılgıya-diişiil'l1le 

problemlerinden etkileıımektedir. 

Aııalılar Kelime/er.' Aykm Gözlem, En Küçük Kareler, Gizleme, Monte 
Carlo, Sıra İstatistiği, Yaııılgıya-Düşürme. 

ı. GiRiş 

Aralık 2005 

Son yıııarda örnekte yer alabilecek aykın gözlemleri n hangisi olduğu ya da 
bunlann sayısın ın belirlenmesi problemleri ile pek çok yazar ilgilenmi ş ti r (Guuman, i. 
(1973b), Pearson ve Sekar (1936), Cook ve Weisberg. (1982)). Aykırı gözlemlerle ilgi li 
yapılmı ş çal ı şmaların kapsam lı bir özeti Barnen ve Lewis (1994)'te yer almaktadı r. 

Bu çalışmada, Clarke ve Lewis tarafından tanımlanmı ş olan problemle 
ilgilenilecektir. Bu problem aşağıdaki gibi tanıml anabilir. 

Ömeğin k tane üst aykırı gözlem içerdiği varsayı lıyor olsun, tesadüfi örneğine 
ilişkin yokluk hipotezi, 
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(1.1 ) 

şek l inde tanıml anmaktadı r. Burada ~ ve 0'2 sıras ı yla konum ve yayı lım 

parametrelerini , Ai ise yayı lımdaki değişim (sh ift in dispersion) parametresini ifade 

etmektedir. Karş ı t hipotezde Xl'X2 , .•• , Xn tesadüfi örneği nde yer alan k tane tesadüfi 

değişken in merkezi parametreleri birbirlerinden ve J.l 'den farklı normal dağılıma sahip 

olduğu şeklinde tanımlanmaktadır. Yani n çaplı örnekte yer alan gözlemlerden k 
tanesinden her biri, ortalamaları n*k tane gözlemin geldiğ i dağılımın orta l aması olan 
il 'den ve di ğerlerinin sahip olduğu dağı lımın oıtalamasından farklı bir ortalamaya sahip 

nonna! dağı lı mdan geldiği şeklinde tanımlanmaktadır. Diğer bir ifadeyle karşıt hipoıez, 

(1.2) 

şeklinde tanımlanmaktadır. Burada r ve t indisieri r= I,2, ... ,n-k , t= I,2, ... k değerlerini 
almaktadır (bu çalı şmada örnekte yer alan gözlemlerden en büyük k tanesinin aykırı 

olabileceği önem taşımaktadiL). Aynca ~.cr,uı ve k (0 :5 k :5 n - n/2 - 1) 'nı n 

bi linmediği Ar ve Aı 'nin ise bilindiği varsayı lmaktadır. 

XpX2' ''''X~ tesadüfi örneği nin i çerebi leceği aykırı gözlem sayı s ı nı 

be lirlemekte sıra istatistiklerinden faydalanarak yukandaki probleme çözüm 
getirebil ecek en küçük karelere dayalı bir yöntem Wen-Liang Hung ve Jong-Wuu Wu 
(2005) tarafından ileri sürülmektedir. Bu yöntem aşağı dak i gibi tanımlanabi l i r. 

Xi ::; X ı :5 ... 5 X", XI'X2 ,,,,,X n tesadüfi örneğine ilişkin sı ra istatistikleri olmak üzere, 

X(n_k ~ I)' Xın_k+ 2 )" '" Xı n) sıra istatistiklerinin dağı lımlan tarafından üretilmiş 

x(n_k +I),x(n_k+2)"",x(n) gözlem değerlerinin k tane üst aykın gözlem olduğu varsayılsın. 

Bu durumda, hata kareler toplamının en küçüklenmesine dayalı en küçük kareler 
yöntemi ile k'nın değeri nin ne olabileceğine karar verilebil ir. Bu yöntemin uygulanışı 
diğer yöntemlere göre çok daha basit ve kolaydır. Aynca gizleme ve yanılg ı ya düşürme 

problemlerinden de elkilenmediği düşünülmektedir. Üst aykırı gözlem sayı sının 
belirlenmesinin yanı sı ra alt aykırı gözlem sayı sı nın bel irlenmesi veriye negatif 
dönüşümün uygulanması ile mümkün olur. Bölüm 2 'de en küçük karelere dayalı olarak 
k'nın değeri nin belirlenmesine ayrıntıl ı olarak yer verilecekti r. Son bölümde simülasyon 
çalışması ile yöntemin doğru k sayıs ını belirleme oranı üzeıinde durulacak ve bu oranın 
örnek çapının büyüklüğünden ve parametre tahmin değerle ıinden nasıl etkilendiği 

tartışı l acakt ı r. 

2. EN KÜÇÜK KARELER 

Xp X2 , ... ,X" ' Bölüm 1 'deki gibi tanımlanmış k tane aykırı gözlemi içeren 

tesadUfi bir örnek ve 
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Z(X,o) = F,(XOj- Il) 
cr 

i = I,2, ... , n - k (2.1) 

Z(XOj) = F,{XOj-u,) 
cr 

i=n-k+l,n-k+2, ... ,n 

şeklinde bir tesadüfi değişken tanımlanm ı ş olsun. Burada A; ve v; s ırasıyla , X(j) sıra 

istatistiğinin dağı lı mına ili şkin yayılımdaki değişim ve konum parametrelerdir. F 
standart noıma l dağılımın birikimli dağı lım fonksiyonu olmak üzere, 

F l (if(n + l)) i = 1,2, ... • n , Z(X(i) is tatisıi ğine ilişk i n dizin in yakın sama noktası 

olarak değerlendirilmektedir. En küçük karelerden hareketle k 'n ın değerine karar 
vermekte aşağı daki kriterden yararlanılmaktadır .. 

(2.2) 

ve 

( ) ~{ '( ./( )) F,(X", - Il)}' <Po Jl,cr,un_t+p,,,,un =tt F i n+L - cr (2.3) 

olmak üzere, <İ>~(A,Ô,Un_k+ ı, ... ,Un) ' nın en küçüklenmesi ile üst aykırı gözlem sayısı 

olan k' nın optimal çözümünü elde edebili riz (4)t (Jl,cr, U"_k<P"" U n) ' nın en 

küçüklenmesİ ile J.1, cr , U n_k+!' ... . un 'nin en küçük kareler tahmin leri s ı rasıyla 

Çt,ô, Un_k+l . ... ' un olur). Yani <Pk (ıl,ô , Un_hı ' .. ·• Un) k 'nın her değeı; için elde edi lecek 

ve en küçük <Pk (A, ô, Un_k+!> ... , Un) değerinin elde edildiği k örneğin içerdiği üst aykın 
gözlem sayısı olarak nitelenecektir. 

Eğer X tesadüfi değişkeni normal dağılıma sahipse, (-X) tesadüfi değişken i de 
normal dağılıma sahiptir. Bundan dolayı örneğin alt aykırı gözleme sahip o lması 

durumunda, ömeğe negatif bir dönüşüm uygulayarak yine aynı yöntemin uygu l anması 

ile üst aykırı gözlem say ı s ı belirlenebilir. (-X) tesadüfi değişkeni üzerinden beli rlenmiş 

üst aykın gözlem sayısı, X tesadüfi değişkeni için alt aykın gözlem sayısı anlamına 
gelmektedir. Dolayısıyla örnekte yer alabilecek üst ve alt aykın gözlemlerin sayısına 
ili şkin bir tahmine, bu yöntem ile ulaşılabilir . 
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3. BENZETiM ÇALışMASı 

Yöntemin örnekte yer alan aykın gözlemlerin sayı s ı nı hangi oranda doğru 
olarak beli r l ed i ğin i ortaya koymak amacına uygun bir Monte Carlo deney düzeni 
hazı rl anmıştı r. Bu deney düzenine göre, n çaplı bi r örnek k tane üst aykı rı gözlem 
içerecek şekilde normal dağı lımdan üretilmcktedir. Bu deney düzeninde n 'n in 10, 30, 
50 ve 100 değerlerinden her biri için , k=O (hiç üst aykın gözlem olmaması), k=l 
(örneği n bir tane üst aykın gözlem içermesi), k=2 (örneğin iki tane üst aykın gözlem 
içermes i), durumları ndan her biri ayrı ayrı inccJenmektedir. Örneğin , n=30 ve k= l 
olması durumu için 500 adet ömek üretilecek ve birer tane üst aykın gözlem i çerdi ği 

bilinen bu 500 örnekten kaç tanes inde, yöntemin gerçekten de bi r tane üst aykırı gözlem 
tespit ett i ği belirlenecektir. Böylece yöntemin üst aykırı gözlemlerin sayı sını doğru 

olarak belirleme oranı e lde edilecektir. Üretilecek örnekte yer alacak gözlemler ve k 
tane üst aykırı gözlem aşağıdaki gibi tanım l anmaktadır. 

k-O durumu icin . 

X, = N(I,II ,l,), 

k- I dunımu icin . 

X, = N(I.II ,l,) 

X" = N(v" .IIA,) 

k;;;;2 durumu icin . 

X, = N(I .II ,l,) 

X •. , = N(v".,,1I ,l".,) 

i;;;; l ,2 ... ,n 

i ;;;; 1,2, ... , n· 1 

i ;;;; 1,2, ... , n· 2 

X" = N(v",II,l, ), j=n-l, n 

Farklı u
j 

ve A
j 
değerleri için, Monte Carlo simülasyon tekniğin in (tekrar sayısı 

500) uygulanması ile yöntemin üst aykırı gözlem sayıs ı k'y ı doğru belirleme oranlan 
Tablo ı , Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4' te yer almaktadır. 

Tablo!. u, = 2 
k' nın doğru belirlenme oran l aıı 

N k=O k-I k-ı 

10 i 0.9458 i 

30 i 0.7640 0.9380 

50 i 0.7040 0.8220 

100 i 0.5920 0.6640 
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Tablo 2. uq = 2 

k' n ın doğru belirlenme oranları 

n k-O k=1 k_2 

LO i 0.8720 0.9760 

30 i 0.7560 0.8715 

50 i 0.6400 0.7640 

100 i 0.5840 0.6980 

Tablo 3. u. = 3 
k' nın doğru belirlenme oranlan 

n k=O k=1 k=2 

LO i i i 

30 i i i 

50 i 0.9940 i 

100 i 0.9960 i 

Tablo 4. u. = 1.5 

k' nın doğru belirlen me oran l arı 

n k-O k=1 k-2 

LO 0.9960 0.4920 0.5900 

30 i 0.2960 0.2687 

50 0.9980 0.1 746 0.1701 

100 i 0.1620 0.0924 

4. SONUÇ 

Tablo 1, Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4' le yer alan sonuçlara bakıldığında, i..; ve 

un 'nin fark lı değerleri için örnek çapı arttı kça örnekte yer alan üst aykın gözlem sayısı 

k'mn ileri sürülen yöntem tarafından doğru belirlenmesi oranı düşmektedir. Bunun 

sebebi örnekte bir tane aykın gözlem varken , bu gözl emın 4\ (Il,ô,un_h ..... ,un ) 

üzerindeki etkisinin örnek çapı nın büyüklüğüne bağlı olarak azalmas ı dır. Bu durum ise 
yöntemin gizleme probleminden etki l en mediği söylemiyle ters düşmektedi r. Yani 
gerçek ıe aykırı bir gözlem içeren büyük çaplı bir örnek üzerinde bu yöntemin 
uygulanmas ı sonucunda, gerçekte aykın olan gözlemi n aykırı olmayan n- I gözlem 
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tarafından gizlenmesi ihtimali yükselmektedir. Ayrıca Tablo 3 ve Tablo 4'te yer alan 
sonuçlar karşllaşlInldı ğında, yöntem 1\ 'nin ~ = ı değerinden uzak değerleri için 

yüksek, yakın değerler için düşük doğru belirleme oranı vermektedir. Bu ise yöntemi, 

aykırı gözlernin geld i ğ i düşünülen dağılımın parametre lerinin, J.l ve Ol/Ai büyük 

ölçüde farklı olmasına bağlı kı l maktadır. un 'nın il 'den çok büyük değerleri için örnek 

çapı çok büyük olsa da yöntemin doğruyu belirleme oranı yüksek o l acaktır. Tablo ı , 

Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4'te k;:;2 dummuna ilişkin sonuçlar, aykın gözlem sayısının 
örnek çapına oranı yüksek oldukça, yöntemin doğru sonuç vermesi oranının yüksek 
olacağını göstermektedir. 
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DETECTING THE NUMBER OF OUTLIERS 

ABSTRACT 

Accordiııg fo Clarke a/ld Lewis (1998) aıı oııılier obsenıalioıı is 
gel/erated by a simila,. distribution as of other obse",at;ol/s. ıvirlı the 
same loeaı/oıı parameter bilı witlı differeııt variaııce. Sıaıtiııg ıvitlı this 
de/iııitioıı, Weıı-ümıg Hillıg, Jol/g-Wıııı Wıı (2005) have proposed a 
metlıod based 011 mil/imizing square root error to determine the 
number of oıaliers iıı the saıııple . This metlıod is more advantages 
compared to R staıisıic defıııed by Clarke a/ld Leıvis for its calcıılaıioıı 
is more simple a/ld easier. Fıırtemıore. iı is said that ılıis method is 1I0t 

af[ected from maskiııg aııd swaıııpiııg problems, iıı deterıııiııiııg the 
ııumber of lower a/ld ııpper oııılier observarioııs iıı the sample 
geııeratedlrom ııonııai distributioıı. 111 tlıis wark. a simıılation STudy is 
performed to detect how reliabLe results obtained by the method. The 
method is ajJected by the masking a/ld swampiııg problems for the 
results showed that as the sample size is iııcreased, the ratio of 
accltmrely deıenııiniııg the ııımıber of oııılier observatioııs decreases. 

Key Words: Least Square Method, Masking, MOllle Carlo, 
Order Statislics, OutUer Obsen'atioııs, Swampiııg. 
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