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Ozet

Matematik, Fizikte yogun uygulama alani olan bir bilim dalidir. Kuantum fizigi ise,
matematigi yogun kullanan fizik teorilerinden biridir. Bu makalenin amaci, kuantum
fiziginin matematik iizerinden nasil insa edildigini, matematik okuyucusuna takdim
etmektir.

Anahtar Kelimeler: Kuantum, matematik, dalga fonksiyonu, baz fonksiyonlari,
harmonikfonksiyonlar

Abstract

Mathematics is a discipline with intensive applications in Physics. Quantum Physics is
one of physical theories usingintensive mathematics as well. The aim of this paper is to
present the construction of quantum physics through mathematics to mathematicians.

Key Words: Quantum, Mathematics, wave function, base functions, harmonic
functions.

Giris

Galileo matematigin doganin kendi yasalarimi belirttigi dil oldugunu soyler.
Gergekten de doga canli ve cansiz maddeden yapilmistir. Cansiz madde atom alti
parcaciklar, atom ve molekiiller tarzinda organize olurken; canli madde atom alti
pargaciklar, atom, molekiil, makro molekiil, hiicre, organ ve sistem tarzinda
diizenlenmigtir. Biitiin bu dilizenlenisin her asamasinda hizlar, kuvvetler, yer

degistirmeler, degisik hareket tiirleri vs. gibi dinamikler siiregleri yonetir. S6z konusu
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siireglerle ilgili temel denklemler tiimiiyle matematiksel ifadelerle anlatilir. Ornegin
evrensel ¢ekim yasasi: “iki cisim birbirlerini kiitlelerinin ¢arpimiyla dogru orantili ve
aralarindaki mesafenin karesiyle ters orantili olarak ¢eker” tarzinda bir ifade ile
betimlenir. Bu ifadenin matematik dili F= G.my.my/r* tarzindadir[1]. Bu makalenin

amaci bu dilin kullanim alanlarindan birini matematik okuyucusuna tanitmaktir.

Matematigin fizikteki islevi temel yasalarin dili olmaktan ¢ok 6te ve ¢ok daha
karmagiktir. Bu makalede bunun ayrintilarina girmeyecegiz. Ancak matematigin
fizikteki baz1 yogun kullanim alanlarini belirtmekte yine de yarar vardir. Lagrange ve
Hamilton formalizmi, Klasik mekanikte [2,3]; Kismi diferansiyel denklemler,
hidrodinamik, goksel mekanik, siirekli alanlar mekanigi, esneklik teorisi, akustik,
termodinamik, elektrik, manyetizma ve aerodinamik alanlarda[4]; lineer cebrin
matematiksel alani, islemcilerin spektral teorisi, islemci cebri ve daha genel olarak
fonksiyonel analiz, Kuantum fizigi ve atomik ve molekiiler fizik alaninda[5]; Grup
teorisi, Gorelilik ve Kuantum Gorelilik Teorileri alaninda kullanilir. Faz gegisleri
teorisi, kombinatorik, matematikselergodik teori ve olasilik teorisinin bazi boliimleri ile

istatistik fizik yakindan iligkilidir[6].

Fizik maddeyi ve kainat yasalarini, ilk paragrafta bir 6rnegi verilen ifadeler lizerinden
anlatsaydi; canli ve cansiz maddeyi ve de kdinati anlamak i¢in vardigimiz seviyeye
ulasamazdik. Vardigimiz seviyenin matematigin basarist oldugunu sdylemek abarti
olmaz. Diger yandan sadece fizik teorileri iizerinden matematigi yorumlarsak,
Matematigin Fizik teorilerini inanilmaz bir sanat eseri gibi ordiigiinii sdyleyebiliriz. Bu
sOylemi, Kuantum teorisinin matematik {izerinden nasil olusturuldugunu anlatarak ifade
edecegiz. Konunun disinda olan okuyucularin kolayligi i¢in, kuantumu ve onun

matematik dilini sade halde sunmaya calisacagiz.
KUANTUM MEKANIGININ DOGMASI

19. yiizyilin sonlar1 ve 20. yiizyilin basinda Klasik Fizik ile izah edilemeyen bir¢ok
problem ortaya ¢ikt1. Siyah cismin enerji sogurmasi, fotoelektrik olay, Compton olay1
ve Hidrojen Atomunun spektrumlar1 agiklanmaya ¢alisilirken, 1s181n  enerji
paketlerinden ibaret oldugu anlasildi. Her bir enerji paketinin degerinin #Aw ile ifade

edilebilecegi ortaya kondu.
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Atom alti pargaciklarin enerjilerinin  kuantumlu olusunun anlagilmasi fizikte bir
devrimdir. Diger taraftan Heisenberg birbiri ile eslenik olan iki niceligin ayni anda kesin
bir dogrulukla 6Sl¢giilemeyecegini ortaya koymustur. Ornegin, konum ile konumun
eslenigi olan momentum ayni anda sifir hata ile dl¢iilemez. Konum 6lgerken yapilan

hata Ax, momentum 6lgerken yapilan hata Ap ise
AXAP = h

olarak verilir. Benzer olarak enerjinin eslenigi zamandir. Zaman ve Enerji 6l¢timleri

i¢inde
AEAt>h

olmaktadir. Goriildiigii iizere gerek enerjinin kuantumlu olma olgusunda ve gerekse
belirsizlik prensibinde # dedigimiz parametre ortaya ¢ikar.7agisal momentum
boyutunda olup, en kiigiik agisal momentumu ifade etmektedir (=1,054x10"* Joule.s).
Bir pargacigin agisal momentumu #ile mukayese edilebilir diizeyde ise (L~7%), 0
pargacik kuantum fizigi ile isleme sokulur. Eger bir cismin agisal momentumu L>>7

ise bu cismin durumu klasik fizik ile ifade edilir.

Klasik Fizik ile agiklanamayan olaylarin ¢oziilmesine yonelik calismalar yapilirken,
maddenin dalga tabiatinin da bulundugu diisiincesi De Broglie tarafindan ortaya atildi.
Kisa bir siire sonra da elektronlarin dalga tabiati, Young deneyinden (kirinim ve girigim
olaylarinin go6zlenmesinden) ortaya kondu. Bu bulus modern kuantum teorisinin

dogmasina ve gelismesine yol acti.
HARMONIK FONKSiYONLAR VE KUANTUM FizZiGi

Eger parcaciklarin bir dalga Ozelligi varsa, bunlari temsil eden bir dalga

fonksiyonu ve bu fonksiyonun sagladigi bir de dalga denklemi olmalidir. Bu tip

parcaciklar1 temsil eden dalga fonksiyonuy ( X, t) sembolli ile gosterilir.y ( X, t)

fonksiyonu, reel kismi harmonik fonksiyon olan sonsuz tane bitisik Kk dalga sayili

diizlem dalgalarin st iiste gelmesinden olusturulur. Bir tek diizlem dalga

P(x,t) = A eV 1)
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seklindedir[7,8]. Burada A dalganin genligi ve ® =2xnf ise dalganin agisal frekansini
belirlemektedir.Bu diizlem dalga X yoniinde ilerleyen bir dalgadir. Uzaym her yerinde

mevcut oldugundan pargacigi temsil etmez. Bu durumda pargacigi temsil eden dalga
w(x.1) = [ g(k)e" "k @)

seklinde bir dalga paketi ile elde edilir[7,8]. Paket yerellik Ozelligine sahiptir ve
mutlaka harmonik olmasi gerekmez. S6z konusu dalga paketinin zamana gore 1.
tiirevini ve konuma gore ikinci tlrevini alirsak iki islemin birbirine esit oldugunu

goriiriiz. Buradan,

{_S_ma%w (x)}//(x,t) = ih%y/(t) 3)

seklinde hem zamana hem de konuma bagli olan bir esitlik elde edilir. Dalga

denklemini saglayan w(x,t) fonksiyonunu, daha sonradan gérecegimiz olasilik yorumu

geregi
w(x1) =U(X).T() (4)
seklinde alinmalidir [7,8]. (4) ve (3) ile verilen denklemlerden, biri zamana digeri
konuma bagli, iki denklem elde edilir. Zamana bagli denklemin ¢6zimii
er
T(t)=Ce " (5)
seklindedir. Konuma bagli denklem ise,

n* o°
{_%ywm} U(x) = EU(X) (6)

olur. (6) denklemine Ozdeger Denklemi de denir. Bu denklem pargacigin E, enerjisi igin
U, ¢ozlimii, E, enerjisi icin U, ¢oziimii, E, enerjisi i¢in U, ¢oziimi, ... , E, enerjisi
icin U, c¢ozlimlerini verir. Buradaki yorum, pargacigin n tane kesikli enerjisinin

oldugu varsayilarak yapilmistir. Eger parcacigin enerji seviyeleri siirekli ise sonsuz tane
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de ¢oziim var demektir. Biz burada, parcacigin enerji seviyelerinin kesikli oldugunu

varsayarak, kuantum mekanigini kuracagiz.

OZDURUMLAR VE GENEL DALGA FONKSIYONU

Ozdeger denkleminin ¢dziimlerinden U,,U,,..., U, dalga fonksiyonlarmi elde

edecegimizi sOylemistik. Aslinda

{—h—'za—2+V(x)}: H (7

2m ox*
Hamiltoniyen ile temsil edilirse (6) denklemi de
HU, =EU, (8)

seklini alir. (8) ile verilen denklemde her E ° ye karsilik bir U > nun bulunabilecegi

aciktir. Bu durumu enerji seviyeleri diyagraminda asagidaki sekilde gosterebiliriz.

E ————————— U,
By U, )
E,————————— U,
E-———————- U,

Buradaki her bir E degerine 6zenerji, her bir U degerine 6zdurum veya 6zfonksiyon

denir. Oz fonksiyonlar baz1 durumlarda harmonik fonksiyonlar olabilmektedir.

Bir temel parcacigin enerjisini sonsuz kez dlgtiigiimiizde, her zaman E, degerini
buluyorsak, bu tanecik hep U, 6zdurumundadir. Yani genel dalga fonksiyonu y =U,
olur. Ayn1 tanecigin enerjisini sonsuz kere Ol¢tiigiimiizde, her defasinda E, enerjisini
buluyorsak, tanecik U, &zdurumundadir. Genel dalga fonksiyonu da w =U, olur.
Benzer yorumlar E,E, E;,..E, durumlar i¢in de yapilabilir. Ancak pargacigin

enerjisini Ol¢tiiglimiizde, bu enerjiyi bazen E bazenE, ve bazen de E, buluyorsak
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sistem Ozdurumda degildir. Bu durumda genel dalga fonksiyonu Dirac

notasyonunda[7,8,9]
v >=c, |y, > +¢, |w, > +C; |y, > +..+ ¢ v, > (10)

seklinde olur.

(10) ile verilen denklem kuantum fiziginin nasil kurulacagi konusundaki temel
bilgileri icermektedir. (9) ve (10) denkleminde vyer alan |1//1 >, |l//2 >, ,...,|w >

n

ozfonksiyonlar1 baz vektorleridir. c;,C,,C;,,...,C katsayilar1 kompleks sayilardir. Ek

2 o
c,| tanecigin U, durumunda

2 [P o
olarak |c,|" tanecigin U, durumunda bulunma olasilig,

C, |2 tanecigin U, durumunda bulunma olasiligini ifade eder.

bulunma olasiligy,...,

Simdi bu baz vektorlerini, n-boyutlu Oklid uzaymdaki vektér kurulumu ile

karsilastiralim. n-boyutlu reel uzayda e, e,,e;,...e, birim vektdr iken; kuantum fiziginin
ingast i¢in kurdugumuz uzayda|Ul >, |U , > ...,|Un > vektorleri birim vektdr roliini
oynamaktadir. Bu ise|t,u >— Aduruma karsilik gelmekte ve vektor bilesenleri arasinda

(e, —>c, & —>C,, € —>C,...e, >C,) tiiriinden bir eslesme olmaktadur.

DEGIiSiK OPERATORLERIN OZ FONKSiYONLARI VE KUANTUM
MEKANIGi
Klasik fizikte biz yer vektoriinii, lineer momentumu, agisal momentumu, hizi ve
enerjiyi dogrudan dogruya Olgeriz ve sonsuz dogrulukta olgtiigiimiizii kabul ederiz.
Kuantum mekaniginde durum bdyle degildir. Oncelikle nicelikler arasinda bir karsilik

gelme ilkesi vardir. Bu ilkeye gore, klasik fizikte niceliklere kuantum fiziginde operator

karsilik gelir. Bu durum
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Klasik Fizik Kuantum Fizigi
X - Xop
P - P
* (11)
L — Lop
Vv - Voo
E - H,,
seklinde yazilir.

Operatér ne ise yarar? sorusuna cevap arayalim. Operator bir duruma

uygulaninca onu baska bir duruma doniistiiriir. Ornegin bunu pjr Aoperatdrii igin

gosterelim.

A ly> = [y> (12)
A operatorii bir durumu baska bir duruma gotiirmiistiir. Operatorler bazen de durumu
degistirmeyebilirler. Ornegin, (8) denklemindeki H operatérii U > ya uygulaninca

H |U >=E |U >olur. Yani operatér durumu ayni birakir.

Biz kuantum fiziginin H operatoriiniin 6z degerlerinden hareketle kurulabilecegini,
(7)’den (10)’a kadar verilen denklemlerden ve daha 6nce verdigimiz aciklamalardan
biliyoruz. H operatoriiniin 6z degerlerinden kurulan uzaya X uzayr denir. Mademki

X,P,L,...,H gibi bir¢ok fiziksel operator vardir. Kuantum fizigini bagka operatorlerin

ozfonksiyonlarindan da elde edebiliriz. Ornegin, P operatdriiniin dzfonksiyonlari P

uzayini kurar.
HlU, >=plu, > (13)
seklindedir. Bu durumda genel dalga fonksiyonu;

|®>=a,|Up,>+a,|Up,> +a,|Up;>+ ...... +a,|Up, > (14)

seklindedir. Aslinda p "nin siirekli degerler aldigini ve U (Baz vektorlerin) de siirekli

oldugunu 6nemle not edelim. Kuantum fizigini diger operatorlerin 6z fonksiyonlarindan
da olusturabiliriz. Ornegin agisal momentum operatdrii ya da parite operatdrii

kullanilarak da, kuantum mekanigi insa edilebilir.
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KUANTUM FiZiGiINDE OLCME VE MATEMATIK

Kuantum fizigindeki dlgmeler, istatistik 6lgmelere benzerlik arz eder. Ornegin klasik

fizikte bir dagin uzunlugunu élgelim. Olgiim sayimiz 1000 olsun.
50 — X, 125 — X,, 200 —» X,,300 —» X,, 250 — X;, 75— X,

olarak bulunmussa,

50 125 X 200 300 250 75

X=—— X, +—— X, + X;+ X, + X5+ X (15)
1000 1000 1000 1000 1000 1000
Burada,
% =P, =X, 'l bulma olasi/ig:
% =P, =X, "i bulma olasi/ig:
% =P, =X, 'l bulma olasi/ig:
% =P, = X, 'l bulma olas:/ig:

olur. Kuantum fiziginde y durumundaki bir sistemin enerjisi, H operatériiniin beklenen

deger ile ifade edilir. Beklenen deger asagidaki gibidir.

E=<y[Hly>= jw*dez (16)
NALA

%/_/
Dirac Gosterimi Schrodinger Gosterimi
Bir 6rnek olarak enerji hesabini yapalim.

y =y >=C,U, >+C,|U, >+..+C,|U, >

(17)
y" o<y|=C <U,|+C," <U,|+..+C" <U,|
1 i=j
<Ui‘Uj >=
0 i#]

seklinde yazilir. Ya da daha kisa olarak,
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v >y >=> Cly, >
i=1

y"—><y|=>C; <1//J.‘
-1

olarak yazilir. Buradan
<y|Hly >:Zn:CT <UJ.‘HZn:Ci u. >
-1 i-1

=> > CC/<U,|H|U, >
i e

EU,>

:ZZcic;Ei <ylu, >

%,_/

2

:ZCiCi*Ei =Z|Ci|2 E

=|IC/ E,+|C,[ E, +..+|C,[ E,
=PE +PE, +..+PE,

(18)

yazilir. (18) denklemi (15) denkleminin benzeridir. Buradaki |C1|2 sisteminin E,

enerjisinde bulunma olasiligidir ya da U, durumunda bulunma olasiligidir. Benzer

olarak |Cn|2 sisteminin E, enerjisinde ya da U, enerjisinde bulunma olasiligidir.
Enerjiyi momentum uzayinda 6lgmeye kalkarsak,
<®H|®> =<y|H|y>=E (19)

bulunur. (19) denkleminin benzerleri ¢, ¢, X,P operatorleri i¢in de gegerlidir. Yani P
operatoriiniin P uzayinda 6lciilen degeri ile X uzayinda 6lgiilen degeri aynidir. Keza
L operatdriiniin P uzayinda Olgiilen degeri ile X uzayinda oSlciilen degeri aynidir.
Bu nedenle biz kuantum fizigini herhangi bir operatériin 6z fonksiyonlarin1 baz segerek

insa edebiliriz.
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HARMONIK SALINICI

Denge konumu etrafinda harmonik salinimlar yapan bir pargacigin hareketi, fizigin en
temel problemlerinden birini olusturur. Salinici problemine iki farkli sekilde
yaklasilabilir. Bir yontem, Schrodinger diferansiyel denklemini dogrudan ¢ézmektir.
Diger bir yontem ise, salinic1 hamiltonyeni bir takim operatorler cinsinden yazilir ve
operator cebiri yardimiyla sonuca varilir. Burada diferansiyel denklem ¢6ziimii

verilecektir[10].

Problemin [10] nolu referanstaki ¢6ziim yoOntemini, biraz kisaltarak, sunalim.
Kiitlesi molan ve dengeden uzaklasma mesafesine (x) bagliligi F =—kx seklinde olan

bir kuvvetin etkisinde hareket eden bir pargacik ele alalim. Bu sistemin toplam enerjisi

2
E =p—+£ma)2x2
2m 2

olarak yazilabilir. Burada @ =, fk/ m agisal frekanstir. Kuantal ¢6ziimii bulmak {izere

Schrédinger denklemi

W diy 1
“om dxl/zl +§ma)zx21//(x) = Ey(X)

seklinde yazilir.p= ox donilisiimii altinda ve gereken islemlerden sonra, bu denklemden

2
Y e (a=p?w =0
do

seklindeki boyutsuz Schrodinger denklemi olarak yazilabilir.

DIFERANSIYEL DENKLEMIN COZUMU

Bir fikir edinmek {izere p — oo limit degerlerinde y ¢oziimiiniin davranisina bakalim.
Bu p degerleri i¢in A terimi kiiciik kalacagindan onemsenmeyebilir ve yaklagik

denklem

2

dy

dp’ P =0
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olur. Bu denklemin ¢dziimii 1 = e~?*/2olur.

Sonlu p degerleri igin de bu asimptotik davranigi gosteren ¢oziimler

bulabilmek amaciyla

w(p)=e"2u(p)

seklindeki ¢oziimlere bakalim. Bu ¢oziimii boyutsuz Schrodinger denkleminde

kullanmak tizere

dv _ (' = pu)e /2

dp

2
g pl/; =[u"—2pu"+(p* ~Dule?

ifadeleri hesaplanirsa, yeni u(p) fonksiyonunun saglayacagi denklem

u"—2pu’ +(A-Yu=0 (20)
olur. Bu denklem kuvvet serisi veya Frobenius yéontemi ile ¢oziilebilir. Bunun i¢in,
u(p)

U(p) =Cy+Cp+C,p° +Cp° +..= > ¢, p"
m=0

seklinde bir kuvvet serisi olarak yazilir. Bu serinin birinci ve ikinci tiirevleri alinarak
(20) denkleminde vyerlerine konulursa ve ayni p™ kuvvetlerinin katsayilar1 bir araya

toplanirsa

i[(m +2)(m+1c, ., —2mc, +(1-1c, ]po" =0

m=0
esitligi elde edilir, Buradan c, katsayilari arasinda

. 2m+1-4 c
™ (m+)(m+2) "
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seklinde bir rekiirans (tekrarlama) bagintisi elde edilir.co ve c; katsayilarina dayali
olarak hesaplayacagimiz katsayilar yardimiyla, sonsuz terimli u(p) fonksiyonunu
bulabiliriz. Bulunan bu sonsuz terimli seri ¢6ziimiiniin bir dalga fonksiyonu olabilmesi
icin yakinsak olmas1 gerekir. Buradaki yakinsakligi inceleyebilmek icin asagidaki yolu
izleyelim. Ardisik katsayilarin orani olan c,,,,/c, ifadesi i¢in

2m+1-4 2

. C .
lim =2 = |im -
moo ¢ mo=(m+1)(M+2) m

yakinsamasi olur. Bu serinin asimptotik davranisi, seri agilimi

4 m
e =1+ p?+ L 1. =S L

207 G (m/2)!

2
seklinde olan €” fonksiyonunun asimptotik davranisina benzerdir. Zira bu yeni serinin

katsayilarinin asimtotik davranisi da

|
fim Sz — iy A2 __ L2
moe ¢ mox(m/2+1) m/2+1  m

seklinde yakinsar. u(p) ile segilen serinim sonsuzdaki davranislar1 benzerdir.Buradan

w dalga fonksiyonu sonsuzda
w=e""U(p) e P xer e

gibi davranacak, yani iraksak olacaktir. O halde sonsuz terimli seri ¢oziimii kabul

edilemez.

Dogru bir ifade bulmak igin u(p) serisininc,, katsayilarini veren ifadeye tekrar bakalim:

2m+1-4
Cm+2 = —Cm
(Mm+1)(m+2)
m indisi 0,1,2,...gibi artmakta iken, dyle bir m=n degerine geldigimizde pay sifir
olursa, seri bu p" degerinde biter, ¢iinkii bu ¢, degerinden itibaren c,,, =cC,,=...=0

n+4

olacak demektir. Boylece u(p) ¢6ziimleri birer polinom olurlar.

30



Batman Universitesi Batman University
Yasam Bilimleri Dergisi; Cilt 5 Sayi1 2 (2015) Journal of Life Sciences; Volume 5 Number 2 (2015)

Bunun gergeklesmesi i¢in, belli bir n tamsay1 degerinde
2n+1-41=0
olmalidir. A katsayisinin tanimi geregi
E, =(n+%)ha) (n=0,12,..)
olur. Boylece, seri ¢oziimlerinin dalga fonksiyonu olabilme kosulunu saglamasini

isteyerek, enerji 6zdegerlerini bulmus oluyoruz. Artik dalga fonksiyonlarini bulabiliriz.

n
Once un(,o):Z:Cmprn polinomlarini olusturmak iizere c, katsayilarmi bulalim.
m=1

Rekiirans bagintisi yazilirsa

_ 2(m-n)
™2 (m+)(m+2) "

Bu katsayilar1 hesaplarken ¢, ve ¢, serbestce segilebilir. Ozel olarak,c, =1 ve ¢, =0
degerleri secilirse ¢ift ¢oziimler, ¢, =0 ve ¢, =2 degerleri secilirse tek ¢oziimler olmak
lizere, matematikte bilinen 6zel polinomlar ailesinden Hermite polinomlariH (p) elde

edilir.
u,(p)=H,(p)

[k birka¢ Hermite polinomunu

Ho(p) =1
H,(p)=2p
H,(p) = 4,02 -2

H,(p) =8p° -12p.
olarak agik yazabiliriz. Bu polinomlar, baz fonksiyonlari olmaktadir.

Sonug olarak,bu makale ile matematigin Fizige uygulaninca somutlastigi ve kuantum
fiziginin de tamamen matematik temeller tizerine yiikseldigi ortaya konmustur.

Matematik ile fizik arasindaki kopmaz iliski, gen¢ matematik ve fizik 6grencileri i¢in,
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basit bir anlatimla sergilenmistir. Bu 6rnek esas alinarak, gen¢ matematikgilerin fizik
alanindan ve geng¢ fizik¢ilerinden matematik alanindan konu se¢gme potansiyelleri

arttirilmaya ¢alisilmastir.
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