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Ozet

Bu calismada, a,k,ipozitif tam sayi, 3|la, 3<i<a ve i,3 in tam kati olmamak iizere,
F,, Fox+3, Faryi Fibonacci  sayilart igin  F = (F,, Fypy3, Farsi)  seklinde ozelsimetrik Fibonacci sayisal

yarigrublarinin bir sinifin1 inceleyecegiz ve bu sinifta bazi sonuclarverecegiz.

Anahtar Kelimeler: Sayisal Yarigrup, Fibonacci Sayisal Yarigruplari, Frobenius Sayisi,Fibonacci Sayilari.

A Class of Fibonacci Symmetric Numerical Semigroups with Three

Embedding Dimension

Abstract

In this paper, we characterize a particular class of Fibonacci symmetric numerical semigroups in the
form of F = (F,, Fyiys, Farsi) With Fy, Fupy3, Farq; Fibonacei numbers where a,k,iis positive integers

and, 3|a, 3 <i < aand 3 does not divide i. And we will give some results in this class.

KeyWords: Numerical Semigroup, Fibonacci Semigroups, Frobenius Number, Fibonacci numbers.
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1. Giris

Zve N smrasiyla tamsayilar kiimesi ve negatif olmayan tamsayilar kiimesi olarak
verilsin S € N olmak iizere S, N de “+” ile gosterilen toplama islemine gore kapali ve 0 €
Soluyorsa S ye sayisal yarigrupadi verilir. Sq,S5,S3,...,5,1¢ins; < 55 < 53 < -+ <

s, olmak iizere,

n
S =(51,52,S3, ., Sp) = {Z sin;:n; € N}

i=1

seklinde yazilabildigi ve
#(N\S) < 0 <& OBEB{s{,53,53,...,Sp} =1
oldugu bilinmektedir[1]. Burada #(A) ile A kiimesinin eleman sayis1 gosterilmektedir.

N nin bostan farkli bir A alt kiimesi verilsin. (N, +) nin A ile iiretilen alt monoidi, bagska
bir ifadeyle N nin A kiimesini kapsayan en kiigiik altkiimesi (A) ile gosterilir. Eger S bir
sayisal yarigrup ve S = (A) ise A kiimesi S nin bir iiretecler sistemidir denir. Anin S yi
tireten Ozalt kiimesi yoksa A kiimesine S nin minimal iirete¢ sistemi denir. Her sayisal
yarigrubun minimal iirete¢ sisteminin tek oldugu ve iiretegler sisteminin sonlu elemana sahip
oldugu bilinir [7]. Eger {s; < 5, < 53 < :* < s, }, S nin minimal iirete¢ sistemi ise, S deki en
kiiciik say1 olan s; sayisina S nin katliligi denir ve m(S) ile gosterilir. S nin minimal iirete¢

sisteminin eleman sayisina S nin indirgenme boyutu denir ve e(S) ile gosterilir.
Bir § sayisal yarigrubunda
g(S) =max{x € Z:x ¢ S} ve n(S) = #({0,1, ...,g(S)} N S)

sayilarina, sirasiyla, S sayisal yarigrubunun Frobenius ve belirte¢ sayisi denir [7]. Bu

durumda

S =(51,52,53, ., S, ) =10,51,52,53, .., Sp, g(S) + 1,—> - }
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seklinde yazilabilir ki burada s; < s;41,n =n(S) ve " =" sembolii g(S) + 1 sayisindan

sonraki biitiin sayilarin S sayisal yarigrubunda oldugu anlamindadir [1].

N\S nin elemanlarina S nin bosluklart denir ve bu elemanlarin kiimesi H(S) ile

gosterilir. H(S) kiimesinin eleman sayisina S nin genusu (cinsi) denir ve G(S) ile gosterilir
[7].

S bir sayisal yarigrup olmak iizere, G(S) + n(S) = g(S) + 1 esitligi mevcuttur. Her
x € Z\S i¢in g(S) — x € S oluyorsa S sayisal yarigrubu simetriktir denir. Eger e(S) = 2 yani
S = (s1,5;) ise S sayisal yarigrubunun simetrik ve g(S) = s15, — 515, oldugu bilinmektedir

[1]. Ayrica, S sayisal yarigrubu simetrik ise n(S) = @ olur [2].

Ote yandan, m € S\{0} icin Ap(S,m) = {s € S:s — m & S} kiimesine S nin m ye gore
Apery kiimesi olarak adlandirilir. Boylece #(Ap(S, m)) =m olup g(S) = max(Ap (S, m)) —

m bagintis1 mevcuttur.

S =(s4,55 ..., S, Jayisal yarigrubu verilsin. Bu durumda, Ap(S,s;) ={s€S:s—s; &
S} kiimesi, S nin (mods;) e gore tam olarak bir elemanin kapsar. Ozel olarak Ap(S,s;)
kiimesi i = 0,1, ..., s; — 1 i¢in (mods;) ye gore i ye denk olan kalan siniflarinin her birindeki
en kiiciik pozitif tamsayilardan olugsmaktadir [6].
Fy = 0,F; = 1 olmak iizere, n = 0,1,2, ...icin F,,,, = F,+F, ;4 seklinde tanimlanan
E, sayisina n-inci Fibonacci sayist denir. Fibonacci sayilarindan olusan {F,} dizisine de

Fibonacci dizisi ad1 verilir ve bu dizinin baz1 elemanlar1 agsagidaki gibi yazilir.

F |0 1 1 2 3 5 8 13 |21 |34 |55 |89 | 144|233 | 377

S = (51,83 ..., S, ) sayisal yarigrubunda, i = 1,2,...,ni¢in, s;yerine F; Fibonacci
sayilar1 alinirsa, S ye Fibonacci sayisal yarigrubu denir.Eger S = F alinirsa, bu Fibonacci

sayisal yarigrubu, F = (Fy, F,, ..., F,) olarak yazilir [3].
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Bu calismada, indirgenme boyutu ii¢ olan, yani Fibonacci sayr iicliisii ile {iretilen,
Fibonacci simetrik sayisal yarigruplarin bir sinifim1 ele alacagiz ve bu sinifta bazi sonuclari
verecegiz. Bu tiir sayisal yarigruplarin daima simetrik olmayacagi aciktir. Ornegin, F =
(Fs, F5, Fg) Fibonacci sayisal yarigrubu simetrik degildir. Ancak, F = (Fg, Fg, Fy) Fibonacci

sayisal yarigrubu simetriktir.

2. Simetrik FibonacciSayisal Yarigruplari

2.1. Teorem: ( Lucas Teoremi ) m,n pozitif tam sayilar olmak iizere, F,, ve F, Fibonacci

sayilar1 verilsin. O zaman, OBEB{F,,, F, } = Fopgp(mn) seklindedir [3].

2.2. Onerme: m # 2 icin E,,, E, ve F,, Fibonacci sayilar1 verilsin. O zaman,
a)F,|E, © m|n

b) Fryk = Fi Fpp1 + Fe—1Fy

Ok>1icink <niseF, <EFE,

d) Fsp cifttir.

ifadeleri dogrudur ([8], [5]).

23. Teorem: a,b,c>4ve F,F,F. Fibonacci sayillar1 olmak iizere, F =

( E,, Fp, F.) Fibonacci sayisal yarigrubunun simetrik olmasi ic¢in gerek ve yeter kosul, A =

Fa

OBEB{a, b} = 3 olmak iizere, OBEB{ A,c} = 1yada2icin F, € F = -
A

, @) olmasidir [8].
Fa

24. Sonu¢: a,b,c>4ve F,F,F.  Fibonacci sayilarnt olmak iizere, F =
( F,, Fy,, F.) Fibonacci sayisal yarigrubunun simetrik olmasi igin gerek ve yeter kosul,
A = OBEB{a, b} = 3 olmak iizere, OBEB{A,c} =1 yada 2 i¢in F, F; > OKEK{F,, F,} —
F, — F,, olmasidir [3].
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2.5. Lemma: S = (s, S5, S3) simetrik sayisal yarigrup olsun. O zaman, e; = OKEK{s;,s, }
ve e, = s3 - OBEB{s,,s,} olmak iizere, S nin Frobenius sayis1 g(S) = e; + e, — Y5>, s; ile

bulunur [4].

2.6. Teorem: a, k, i pozitif tam say1, 3|a, 3 <i <a ve i,3 iin tam kati olmamak iizere,
F,, Fai43, Fapvi Fibonacci sayilari verilsin. O zaman F = (F,, Fyi 43, Far+i ) Fibonacci

sayisal yarigrubu simetriktir.

ispat: a, k,i pozitif tam sayi, 3la, 3<i<a ve i,3 in tam kati olmamak iizere,
F,, Faxs3, Farvi Fibonacci sayilari verilsin. 3|aise OBEB{a,3} = 3 olup OBEB{a,ak +

3} = 3 yazilir. Bu durumda, Teorem 2.1 den
OBEB{Fa'Fak+3} = FOBEB{a,ak+3} =F=2

bulunur. Ote yandan, a,k,i sayilarinin seciminden dolayt OBEB{F;, F,,+;} = 1 olacakur,

Teorem 2.1 ve Onerme 2.2 yardimiyla asagidaki esitligi elde ederiz:
Fak+i = Flak+3)+(i-3)
= Fi—2 " Fap+3tFi—3 " Fak+2

Fi_
=Fi_3 Fagqz + lT3 (Fak+2 + Fak+2)
Fi_3
=F_; Fapest+ T(Fak+1 + For + Fak+2)

F;_
=Fi_  Fages + lTs(Fak+3 + Fak)

2F,_, + F;_4 Fis
= () s + 75 P

(alak © F|Fy, = 3y €Z, y-F, =Fy)

F F,
ak+3 +y_ Fi_g _?a

=F,-

Bu durumda, F ;4 ; € (FZ—“,%) yazariz. Dolayisiyla Teorem 2.3 ten F = (F,, Fax 43, Fak+i )

Fibonacci sayisal yarigrubu simetrik olur.
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2.7. Sonuc: F Fibonacci sayisal yarigrubu Teorem 2.6 daki gibi verilsin. O zaman F nin

Fa'Fak+3 + F
2

Frobenius sayisi, g(F) = wkc+i — Fy — Fap43 olur.

2.8. Sonuc: F Fibonacci sayisal yarigrubu Teorem 2.6 daki gibi verilsin. O zaman

Fq'F
& ak+3+Fak+i —Fa—Fgk+3+1

a)n(F) = —2

2

b) G(F) = n(F)
Fg
¢) Ap(F, E,) = {x Faeri +Y Farezix =01 ve y =0,1,2,..., 7 - 1}

esitliklerigecerlidir.

2.9 Ornek: a =6,k =1,i = 2 icin F = (Fs, Fy, F1,) = (8,34,89) sayisal yarigrubunu ele

alalim. OBEB{F,, Fo} = F;, OBEB{F,,F,;} = 1,F,, € (i—:,i—j) = (4,17) olup,

H(F) ={1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,17,18,19,20,21,22,23,25,26,27,28,29,30,31,33,35,
36,37,38,39,41,43,44,45,46,47,49,51,52,53,54,55,57,59,60,61,62,63,65,67,69,70,71,
73,75,77,78,79,81,83,85,86,87,91,93,94,95,99,101,103,107,109,111,115,117,119,

125,127,133,135,141,143,149,151,159,167,175,183}

bulunur. Ote yandan,
Ap(F,F) = Ap(F,8) = {0,34,68,89,102,123,157,191},

F6'F9

8-34
g(F)= +F11_F6_F9=T+89_8_34‘=183:

L6T 4 py—Fo-Fot1  22%489-8-34+1

— 2
n(F) = . = > =92

ve G(F) =n(F) =92 olur.
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