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Özet 

 Bu çalışmada, �, �, �	pozitif tam sayı,	3|�, 3 < � < � ve �, 3 ün tam katı olmamak üzere, 

	
, 	
��
, 	
���	Fibonacci sayıları için 	 = 〈	
, 	
��
, 	
���	〉 şeklinde özelsimetrik Fibonacci sayısal 

yarıgrublarının bir sınıfını inceleyeceğiz ve bu sınıfta bazı sonuçlarvereceğiz. 

 

Anahtar Kelimeler: Sayısal Yarıgrup, Fibonacci Sayısal Yarıgrupları, Frobenius Sayısı,Fibonacci Sayıları. 

 

A Class of  Fibonacci Symmetric Numerical Semigroups with  Three 

Embedding Dimension 

 

Abstract 

 In this paper, we characterize a particular class of Fibonacci symmetric numerical semigroups in the 

form of 	 = 〈	
, 	
��
, 	
���	〉 with		
, 	
��
, 	
���		Fibonacci numbers where �, �, �	is positive integers 

and,	3|�, 3 < � < � and  3 does not divide �. And we will give some results in this class. 

 

KeyWords: Numerical Semigroup, Fibonacci Semigroups, Frobenius Number, Fibonacci numbers. 
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1. Giriş 

 

�	ve � sırasıyla tamsayılar kümesi ve negatif olmayan tamsayılar kümesi olarak 

verilsin	� ⊆ � olmak üzere �,	� de “+” ile gösterilen toplama işlemine göre kapalı ve 0 ∈
�	oluyorsa S  ye sayısal yarıgrupadı verilir. ��, ��, �
, … , ��	için�� < �� < �
 < ⋯ <
��		olmak üzere, 

 

� = 〈��, ��, �
, … , ��〉 = ���� �:  � ∈ �
�

�"�
# 

 

şeklinde yazılabildiği ve  

#%�\'( < ∞⟺+,-,.��, ��, �
, … , ��/ = 0 

olduğu bilinmektedir[1]. Burada	#%1( ile 1 kümesinin eleman sayısı gösterilmektedir. 

�	nin boştan farklı bir 1 alt kümesi verilsin. %�,+(	nın 1	ile üretilen alt monoidi, başka 

bir ifadeyle � nin	1 kümesini  kapsayan en küçük altkümesi 〈1〉	ile gösterilir. Eğer �	bir 

sayısal yarıgrup ve � = 〈1〉  ise 1 kümesi �	nin bir üreteçler sistemidir denir. 1	nın � yi 

üreten özalt kümesi yoksa 1 kümesine �	nin minimal üreteç sistemi denir. Her sayısal 

yarıgrubun minimal üreteç sisteminin tek olduğu ve üreteçler sisteminin sonlu elemana sahip 

olduğu bilinir [7]. Eğer .�� < �� < �
 < ⋯ < ��	/, �	nin minimal üreteç sistemi ise, �	deki en 

küçük sayı olan �� sayısına �	nin katlılığı denir ve 3%�( ile gösterilir. �	nin minimal üreteç 

sisteminin eleman sayısına �	nin indirgenme boyutu denir ve 4%�( ile gösterilir.  

Bir S  sayısal yarıgrubunda 

5%�( = 3�6.6 ∈ 7: 6 ∉ �/ ve  %�( = #%.0,1, … , 5%�(/ ∩ �( 
sayılarına, sırasıyla, S  sayısal yarıgrubunun Frobenius ve belirteç sayısı denir [7]. Bu 

durumda 

 

 

� = 〈��, ��, �
, … , ��	〉 = .0, ��, ��, �
, … , ��, 5%�( + 1,→ ⋯ / 



Batman Üniversitesi                                                                 Batman University                                                                                 

Yaşam Bilimleri Dergisi; Cilt 5 Sayı 1 (2015)                                                     Journal of Life Sciences; Volume 5 Number 1 (2015) 

 

80 
 
 
 

 

şeklinde yazılabilir ki burada �� < ����,  =  %�( ve " → " sembolü 5%�( + 1	sayısından 

sonraki bütün sayıların �	sayısal yarıgrubunda olduğu anlamındadır [1]. 

 �\� nin elemanlarına �	nin boşlukları denir ve bu elemanların kümesi =%�( ile 

gösterilir. =%�( kümesinin eleman sayısına � nin genusu (cinsi) denir ve >%�(	ile gösterilir 

[7].  

S bir sayısal yarıgrup olmak üzere,	>%�( +  %�( = 5%�( + 1	eşitliği mevcuttur.  Her 

6 ∈ 7\� için 5%�( − 6 ∈ � oluyorsa � sayısal yarıgrubu simetriktir denir. Eğer 4%�( = 2 yani 

� = 〈��, ��〉 ise � sayısal yarıgrubunun simetrik ve 5%�( = ���� − ���� olduğu bilinmektedir 

[1].   Ayrıca, �	sayısal yarıgrubu simetrik ise  %�( = A%B(��
� 	olur [2]. 

Öte yandan, 3 ∈ �\.0/ için 1C%�,3( = .� ∈ �: � − 3 ∉ �/ kümesine �	nin 3 ye göre 

Apery kümesi olarak adlandırılır. Böylece #D1C%�,3(E = 3 olup 5%�( = 3�6D1C%�,3(E −
3 bağıntısı mevcuttur.  

� = 〈��, ��… , ��	〉ayısal yarıgrubu verilsin. Bu durumda, 1C%�, ��( = .� ∈ �: � − �� ∉
�/	kümesi, �	nin %3FG��( e göre tam olarak bir elemanını kapsar. Özel olarak 1C%�, ��( 
kümesi � = 0,1, … , �� − 1 için %3FG��( ye göre � ye denk olan kalan sınıflarının her birindeki 

en küçük pozitif tamsayılardan oluşmaktadır [6].   

  	H = 0, 	� = 1	olmak üzere,  = 0,1,2, …	için 	��� = 	�+	��� şeklinde tanımlanan 

	� sayısına n-inci Fibonacci sayısı denir. Fibonacci sayılarından oluşan .	�/ dizisine de 

Fibonacci dizisi adı verilir ve bu dizinin bazı elemanları aşağıdaki gibi yazılır. 

 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 … 

nF  0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 … 

 

� = 〈��, ��… , ��	〉	sayısal yarıgrubunda, � = 1,2, … ,  	için, ��	yerine 	�	 Fibonacci 

sayıları alınırsa, �	ye Fibonacci sayısal yarıgrubu denir.Eğer � = 	 alınırsa, bu Fibonacci 

sayısal yarıgrubu, 	 = 〈	�, 	�, … , 	�〉 olarak yazılır [3]. 
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Bu çalışmada, indirgenme boyutu üç olan, yani Fibonacci sayı üçlüsü ile üretilen, 

Fibonacci simetrik sayısal yarıgrupların bir sınıfını ele alacağız ve bu sınıfta bazı sonuçları 

vereceğiz. Bu tür sayısal yarıgrupların daima simetrik olmayacağı açıktır. Örneğin, 		 =
〈	I, 	J, 	K〉 Fibonacci sayısal yarıgrubu simetrik değildir. Ancak, 	 = 〈	L, 	K, 	M〉 Fibonacci 

sayısal yarıgrubu simetriktir. 

 

2. Simetrik FibonacciSayısal Yarıgrupları 

 

2.1. Teorem: ( Lucas Teoremi ) 3,  	 pozitif tam sayılar olmak üzere, 	N ve 	�		Fibonacci 

sayıları verilsin. O zaman, OPQP.	N, 	�	/ = 	RSTS%N,�( şeklindedir [3]. 

 

2.2. Önerme: 3 ≠ 2 için 	N, 	�	 ve 	�	Fibonacci sayıları verilsin. O zaman,  

a)	N|	�	 	⟺ 3|  

b)		��� = 	�		��� + 	�V�	�	 
c) � > 1 için � <   ise 	� < 	�	 
d)  	
� çifttir. 

ifadeleri doğrudur ([8], [5]). 

 

2.3. Teorem: �, X, Y > 4		ve 	
 , 	[ , 	\ Fibonacci sayıları olmak üzere, 	 =
〈		
 , 	[ , 	\〉	Fibonacci sayısal yarıgrubunun simetrik olması için gerek ve yeter koşul,	] =
OPQP.�, X/ ≥ 3 olmak üzere, OPQP.	], Y/ = 1	yada 2 için 	\ 	 ∈ F = 〈 àbc , `dbc〉	olmasıdır [8]. 

 

2.4. Sonuç: �, X, Y > 4		ve 	
 , 	[ , 	\ Fibonacci sayıları olmak üzere, 	 =
〈		
 , 	[ , 	\〉		Fibonacci sayısal yarıgrubunun simetrik olması için gerek ve yeter koşul, 

] = OPQP.�, X/ ≥ 3 olmak üzere, OPQP.	], Y/ = 1			 yada 2 için 	\	Fe > OfQf.	
, 	[/ −
	
 − 	[ olmasıdır [3]. 
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2.5. Lemma: � = 〈��, ��, �
〉 simetrik sayısal yarıgrup olsun. O zaman, 4� = OfQf.��, ��	/ 
ve 4� = �
 ∙ OPQP.��, ��/ olmak üzere, �	nin Frobenius sayısı 5%�( = 4� + 4� − ∑ ��
�"�   ile 

bulunur [4]. 

 

2.6. Teorem:	�, �, �	pozitif tam sayı,	3|�, 3 < � < � ve �, 3 ün tam katı olmamak üzere, 

	
 , 	
��
, 	
���		Fibonacci sayıları verilsin. O zaman 	 = 〈	
 , 	
��
, 	
���		〉 Fibonacci  

sayısal yarıgrubu simetriktir.  

 

İspat: �, �, �		pozitif tam sayı,	3|�, 3 < � < � ve �, 3 ün tam katı olmamak üzere, 

	
 , 	
��
, 	
���		 Fibonacci sayıları verilsin. 3|�	ise OPQP.�, 3/ = 3	olup 	OPQP.�, �� +
3/ = 3 yazılır. Bu durumda, Teorem 2.1 den 

	OPQP.	
 , 	
��
/ = 	RSTS.
,
��
/ = 	
 = 2 

bulunur. Öte yandan, �, �, �		sayılarının seçiminden dolayı OPQP.	
, 	
���/ = 1 olacaktır, 

Teorem 2.1 ve Önerme 2.2 yardımıyla aşağıdaki eşitliği elde ederiz: 

	
��� = 	%
��
(�%�V
( 
											= 	�V� ∙ 	
��
+	�V
 ∙ 	
��� 

          = 	�V� ∙ 	
��
 + `ijk� %	
��� + 	
���( 
									= 	�V� ∙ 	
��
 + 	�V
2 %	
��� + 	
� + 	
���( 
         = 	�V� ∙ 	
��
 + `ijk� %	
��
 + 	
�( 
										= l2	�V� + 	�V
2 m	
��
 + 	�V
2 ∙ 	
� 

          %�|�� ⟺ 	
|	
� ⟺ ∃	o ∈ 7,			o ∙	
 = 	
�( 
											= 	� ∙ 	
��
2 + o ∙ 	�V
 ∙ 	
2  

   Bu durumda, 	
��� ∈ 〈 à� , `apqk� 〉	yazarız. Dolayısıyla Teorem 2.3 ten 	 = 〈	
 , 	
��
, 	
���		〉 
Fibonacci  sayısal yarıgrubu simetrik olur.  
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2.7. Sonuç: 		Fibonacci sayısal yarıgrubu Teorem 2.6 daki gibi verilsin. O zaman 	 nin 

Frobenius sayısı, 5%	( = à∙`apqk� + 	
���		 − 	
 − 	
��
 olur. 

 

2.8. Sonuç: 	 Fibonacci sayısal yarıgrubu Teorem 2.6 daki gibi verilsin. O zaman 

a)  %	( = ra∙rapqks �`apqi		V àV`apqk��
�  

b) >%	( =  %	( 
c)	1C%	, 	
( = t6 ∙ 	
���		 + o ∙ 	
��
: 6 = 0,1		u4		o = 0,1,2, … , à� − 1v 
eşitliklerigeçerlidir. 

 

2.9 Örnek: � = 6, � = 1, � = 2 için 	 = 〈	L, 	M, 	��〉 = 〈8,34,89〉 sayısal yarıgrubunu ele 

alalım. OPQP.	L, 	M/ = 	
, OPQP.	
, 	��/ = 1, 	�� ∈ 〈 z̀
k̀ , {̀

k̀〉 = 〈4,17〉	olup, 

=%	( = .1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,17,18,19,20,21,22,23,25,26,27,28,29,30,31,33,35, 

																	36,37,38,39,41,43,44,45,46,47,49,51,52,53,54,55,57,59,60,61,62,63,65,67,69,70,71,   

              73,75,77,78,79,81,83,85,86,87,91,93,94,95,99,101,103,107,109,111,115,117,119, 

																	125,127,133,135,141,143,149,151,159,167,175,183/		 
 

bulunur. Öte yandan, 

1C%	, 	L( = 1C%	, 8( = .0,34,68,89,102,123,157,191/, 
5%	( = 	L ∙ 	M2 + 	�� − 	L − 	M = 8 ∙ 342 + 89 − 8 − 34 = 183, 

 %	( = rz∙r{s � ~̀~V z̀V {̀��
� = �∙k�s �KMVKV
���

� =92 

 

ve 	>%	( =  %	( = 92 olur. 
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