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AKTUERYAL DEGERLEMEDE MARKOV YAKLASIMI

Mehmet Kenan TERZIOGLU*
OZET

Giinlimiizde sigorta {iriinleri sadece korunma araci olarak degil ayn1 zamanda
O6nemli bir yatirnm araci olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu makale yatirim amagh, kar
payl islemler olarak kullanilan karma sigortayr goz Oniine almaktadir. Kar payl
islemler sirketin biiyiimesi i¢in sermaye kaynagi olusturdugundan cekici bir iiriin
olmaktadir. Kar payli islemlerde, police sahiplerinin yatirim fonlarma katildig
varsayllmaktadir. Police sahiplerinin 6dedikleri primden masraflar, sigorta tiiriine
gore vade sonunda elde edecegi tazminat miktarlari ve aldig1 opsiyonlar
karsilandiktan sonra, kalan miktar yatirim fonunda degerlendirilmektedir. Sigorta
policeleri, uzun siireli sozlesmeler oldugundan faiz oranlarindaki degisimlerden
o6nemli dl¢iide etkilenmektedir.

Bu makale, Gompertz-Makeham fonksiyonunun parametre degerlerinin
anlik 6lim oranlariin belirlenmesinde kullanilmasini ve sabit prim 6demeli
bireysel karma hayat sigorta poligesinin geligiminin sirasiyla yasam ve olim
durumu olmak iizere iki durumlu siirekli Markov zinciri olarak modellenmesini
kapsamaktadir. Bu modelleme prim hesaplamalarinda, rezerv ayrimlarinda ve risk
masraflarinin belirlenmesinde diger yontemlere gére daha etkili sonuglar vermekte
ve islem yogunlugu acisindan kolaylik saglamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Gompertz-Makeham fonksiyonu, Karma sigorta,
Markov zinciri, Thiele diferansiyel denklemi.

MARKOV APPROACH IN ACTUARIAL VALUATION
ABSTRACT
In today's world, insurance products emerge not only as a means of
protection but also an important investment tool. This paper takes into consideration

the endowment insurance policy, dividend transactions, used as an investment tool.
Dividend transactions are an attractive product due to the fact that it provides a
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source of capital for the company's growth. It is assumed that policyholders
participate the investment funds in dividend transactions. After expenses, amounts
of damages to be obtained according to the type of insurance at maturity and the
options are met by the premiums paid by policyholders; the remaining amount is
valuated in the investment fund. Since insurance policies are long term contracts,
they are strongly influenced by changes in interest rates.

The paper covers determining the force of mortality by using Gompertz-
Makeham function parameter values and modeling two state time-continues
Markov chain in which development of a single endowment insurance policy with
a level premium payment is modeled as a alive and dead. The modeling process
provides convenience in terms of density on calculations and gives more effective
results than other methods in premium calculations, division of the reserves and
determining the cost of risk.

Key Words: Gompertz-Makeham function, Endowment insurance, Markov
chain, Thiele’s differential equation.

1. GIRIS

[leri yaslarinda alistiklar1 yagsam diizeyini siirdiirebilmek ve ekonomik
olarak kendilerini giivence altina almak isteyen bireyler gliven duyduklar
yatirm araglarina  yonelmektedirler. Bu  bireylerin  yatirimlarim
gerceklestirecekleri kuruluslarin basinda sigorta sirketleri gelmektedir.

Sigorta sirketlerine yapilan yatirnmlarin diger yatirim kuruluslarina
yapilan yatirimlardan ayrilmasinin en 6nemli nedeni, sigorta girketlerinin
ayni yas grubunda ve ayni risklere maruz kalan bireyleri géz Oniine alarak
portfoy olusturulmasidir. Poligeye sahip olan ayni yas ve Ozelliklerdeki
kisilerin sayis1 arttiginda sigorta riski ¢esitlenmekte ve sahip olunan portfoy
biiyiidiigii i¢in risk azalmaktadir (Terzioglu, 2009).

Sigorta yikiimliiliiklerinin degerlemesi yapilirken dikkat edilmesi
gereken risklerin basinda kaza, maluliyet, hastalik ve 6lim gibi riskleri
iceren aktiieryal riskler gelmektedir. Sigorta sirketleri maruz kalinan bu
aktiieryal riskleri, risk havuzlari olusturarak veya ¢esitlendirerek azaltmakta
ve yonetmektedirler (Babbel ve Merrill,1998).

Hoem (1969) hayat sigortas1 matematiginde siirekli ¢ok durumlu
Markov zinciri kullanarak olasiliksal bir taban olusturmustur. Bu
arastirmada, tek bir hayat sigortast poligesinin gelisimi yasam ve Oliim
durumu olmak {iizere iki durumlu siirekli Markov =zinciri olarak
modellenmektedir.

Bu makalede, hayat sigortalari modelinin temel tanimlar1 verilerek
Gompertz-Makeham fonksiyonu anlatilmaktadir. Markov zincirlerinin



303
Trakya Universitesi Sosyal Bilimler Dergisi
Aralik 2012 Cilt 14 Say1 2 (301-314)

aktiieryal hesaplar ile iliskisi incelendikten sonra iki durumlu karma hayat
sigortasina yonelik hesaplamalar hakkinda bilgi verilmektedir.

2. OLUMLULUK

Rastgele se¢ilmis yeni dogan birinin yasam stiresi negatif olmayan bir
T rastgele degiskeni ile gosterilebilmektedir. T’nin birikimli dagilim
fonksiyonu,
F(t) = P[T < t] (2.1)
seklinde verilmektedir.

Birikimli dagilim fonksiyonu sabit bir t zamani igin, bireyin t yil
icinde 6lme olasiligini (,Q,) vermektedir. Yeni dogan birinin yasam stiresi

sifira esit olmadigi i¢in, F(0)=0 olarak kabul edilmektedir.
Yeni dogan bireyin t yasma kadar yasama olasihigin1 gosteren P,

yasam fonksiyonu

S(t) =P[T>t] =1-F() (2.2)
olarak tanimlanmaktadir. S(t) artmayan bir fonksiyondur ve S(0)= 1 olarak
alimmaktadir. F’in siirekli oldugu varsayimi altinda yogunluk fonksiyonu

f(t) = %F t=- % S(t) seklinde hesaplanmaktadir (Bowers ve ark.,1997).

Aktiieryal literatiirde, x yasinda bulunan ve Tx kadar yasam siiresi
olan bir bireye iligkin olan sigorta, bireysel sigorta olarak adlandirilmaktadir.
t yil siiresinde yasama durumu, 4 basart olasihigi ile bir rastgele binom
degisken olan It=1[T,>t] gosterge fonksiyonu ile gosterilmektedir. t yil
icinde 6lme durumu ise (Qx=1-px basari olasilig1 ile bir rastgele binom
degisken olan 1-1=1[T«<t] gosterge fonksiyonu olarak gosterilmektedir
(Norberg, 2002).

2.1. Anhik Oliim Hiza

Bireyin t zamaninda yasadigi bilindigine gore, (t , t+dt) kiigiik zaman
araliginda 6lme olasihg P(T < t+ dt|T > t) olarak gosterilmekte ve bu
olasilik

PE<T<t+dtT>t)
P(T > t)
S(t) # 0 = p(t)dt (2.3)

P(T<t+dt]T>t) =
__ P(t<Tst+dt) _ f(Ddt
P> s
biciminde yazilir.
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Oransal faktor olan p(t) ulasilan yasa baghdir ve t yasindaki anlik
6lim hizi veya olim yogunlugu olarak adlandirilmaktadir. t yasindaki
bireyin, dt aninda 6lme olasiligi, dt zaman araliginin uzunluguna bagh
olmaktadir. S(0) =1 kullanilarak 0 dan t zamanina kadar yukaridaki
esitligin integrali alindiginda
S(D) = e~ Jon(®dr 2.4)
esitligi ile bireyin (0, t) araliginda yasama olasilif1 hesaplanmaktadir.
(t, t + dt) yas araliginda 6lmenin f(t) olasiligl; t zamanina kadar yasama

olasiligi S(t) ve t + dt yasindan once kosullu 6lme olasiligi p(t) nin ¢arpimi
olarak

(1) = SN = e b Op(r) (2.5)
diizenlenmektedir. S(e0) = 0 oldugu igin f(:o p(t)dt = oo ifadesine
ulastlmaktadir (Rotar, 2007).

2.2. Kalan Hayat Siiresinin Dagilimi

Yeni dogan bir bireyin x yasina kadar yasadigi bilindigine gore,
bireyin x ve x+t yaglar1 arasindaki 6lme olasiligi, tim x’ler igin S(x) > 0

kosulu altinda,

_ _ Fx+t)-F(x) _ S(X)-S(x+t)
F(t|]x) =Px < T <x+t|T>x) = D - s (2.6)
birikimli dagilim fonksiyonu ile verilmektedir.

Bireyin bulundugu yas x, bireyin gelecek yasam siiresi, T(x) olarak

verilmektedir. Yasam fonksiyonu ise,

S(tx) = P(T > x + t|T > x) = S’%t) .7)

olarak bulunmaktadir. Bu kosullu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu
f(tlx) = % esitliginden bulunmaktadir. F(t|x) dagilimina iliskin anlik
g qeees _ fx+t)

olumliilik hiz1 p(t|x) = oot ux +t) (2.8)
bigiminde bulunmaktadir.  Anlik O6liim hizina bagh olarak, yasam
fonksiyonu,

S(t|x) = e~ F umade e~ Jy n(x+0dr (2.9)
esitligi ile verilebilir (Norberg, 2002).

x yasindaki bireyin beklenen kalan yasam siiresi
& = [, S(tlx)dt (2.10)
esitliginden hesaplanmaktadir (Bowers ve ark.,1997).
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2.3. Gompertz- Makeham Fonksiyonu

Hayat sigortalar1 kapsaminda insan hayatlarinin yasam siirelerini
modellemek i¢in yaygm olarak kullamlan bir dagihmdir. Oliim
yogunluklarin1 hesaplamak i¢in  bu dagilim kullanilabilmektedir. Bu
fonksiyona gore 6liim yogunlugu,
w®) = a+pet  a,p=0 (2.11)
seklinde verilmektedir.

Ilgili yasam fonksiyonu ise,

t s (cat-p(e*~1)
S(t) = e JoletPe™ds — o (2.12)
esitliginden bulunmaktadir. Eger B > 0 ve y >0 ise p(t) zamanin artan bir
fonksiyonu olmaktadir. o, yagsdan bagimsiz kaynaklanan 6liim oranlari i¢in
bir sabit terimi, e’ terimi ise yasa bagl olarak gergeklesen tiim 6liimler
icin 0liim oranini temsil etmektedir (Norberg, 2002).

2.4. Karma Hayat Sigortasi

Karma hayat sigortasi tek Odemeli yasam sigortast ve donem
sigortasinin birlestirildigi sigorta tiiriidiir. Bu sigorta kapsaminda, vade
sonunda sigortalinin yasamasi durumunda kendisine toplu bir para veya
istenildigi takdirde maas verilmekte ve police vadesi sona ermeden dnce
sigortalinin  6liimii durumunda ise police lehtarma poligcede belirtilen
tazminat 6demesi yapilmaktadir (Terzioglu, 2009).

b; sigortaliya n yil iginde 6lmesine bagl olarak veya n yilin sonunda
yasamasina bagli olarak dédenecek bir birimlik tazminati géstermek tizere,

b; =1 t = 0 bigiminde, v(t) iskonto orani olmak iizere,

vt t<n Ce . . ..
v(t) = { o fen bi¢iminde, Z;  sigortaliya  &denecek
tazminatin v(t) iskonto oraniyla hesaplanmig biiglinkii degeri ise

t
Z = { :;n ttg>rrll esitligi ile, Odenecek tazminatin aktiieryal
biigiinkii degeri,

Axal, Axnl= Alxﬂ + Am1 = fgo vt o, 1y (B)dt + v™ Dy (2.13)

seklinde hesaplanmaktadir.

Bu tiir poligelerde hem 6lme riski hem de yasama riski teminat altina
alindigindan net primleri diger hayat sigortalar1 primlerinden nispeten daha
yliksektir. Yatirim amacina en uygun olan karma hayat policeleri, kar payl
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ya da endeksli olarak diizenlenebilmektedir (Nomer ve ark., 2004). Bu
makalede, kar payli hayat sigortalar1 incelenmektedir.

3. MARKOV ZINCIiRi

Insanlarin genetik yapilarma, bulunduklar1 yasam kosullarina ya da
maruz kaldiklar ¢evresel faktorlere bagli olarak yasam siireleri farklilik
gostermektedir. Yapilan istatistiksel calismalarla, her iilke icin farkli
Ozelliklere gore hayat tablolar1 olusturulmaya ¢alisilmaktadir (Norberg,
2002).

Bireysel hayat sigortasi sozlesmesinin gelisimi sirasiyla yasam ve
6lim durumlar1 olmak iizere iki durumlu siirekli zamanli Markov zinciri
olarak ifade edilmektedir. Bu durumlar sigortalinin mevcut durumundaki
degisimine gore tazminatlar 6dendiginde veya sigortali bulundugu durumu
korurken ortaya ¢ikmaktadir.

Sifir zamaninda yiiriirliillige girmis n yillik bir hayat sigortasi
poligesine ait tazminatlar ve primler poligenin belirlenmis kesin durumlari
arasindaki gecislere bagli olmaktadir. Policenin bulundugu durumlar; polige
yuriirliige girdigi zaman sifir durumunda baslayan ve gozlemlenen herhangi
bir zaman biriminde poligenin sadece tek bir durumda oldugu, X =
{0,1,...7} seklinde sonlu bir kiime ile ifade edilmektedir. t zamaninda
policenin durumu X(t) ile gosterilmektedir. Poligenin rastgele durumunun

hesaplanmasi i¢in t zamanindaki policenin durumu (Q,H,P) olasilik
uzayinda stokastik siire¢ olarak modellenmektedir.

Olasilik modeli belirlenirken, kullanilacak modelin hem gercegi
yansitmast hem de matematiksel olarak kolayca ¢oziimlenmesi
gerekmektedir. Bu yiizden, makalede gerek beklenen deger gerekse ilgili
olasiliklarin  hesaplanmasinda kolaylik saglayan Markov varsayimlari
tizerinde durulmaktadir.

3.1. Markov Siireci

Stokastik siirecler sonlu boyutlu dagilimlardan olusmaktadir. X’nin
sadece sonlu durum uzaymna sahip oldugu durumda, bu dagilimlar [0,n]
araliginda ve jj, ... j, € X iken Ny_;[X(ty) = jul, t; < -+ < t, baslangig
olaylarinin olasiliklar1 tarafindan g = 0, ..., h — 1 olmak iizere
PX(ty) =jn,h=1,..,0) = [lh, P(X(t) = ju|X(tg) =Jg) (D)
olarak belirlenmektedir.
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Baslangig olarak, to = 0 ve jo = 0 olarak kabul edildiginde [X(t,) =
Jol, 1 olasiligiyla baslangigc olayr olmaktadir. Sonug¢ olarak, P nin
belirlenmesi (3.1) esitliginin saginda yer alan kosullu olasiliklarla
gergeklegsmektedir. t; < -+ <'t, zamanlarinin [0, n] araliginda oldugu ve
J1, -+ Jp € X oldugu varsayimi altinda

P (X(tp) = jp|(X(th) =Jn )) = ]P(X(tp) = jp|X(tp—1) = jp—l)

h=1,..,p—1 olmak {izere, biciminde Dbasit bir yap1
belirlenmektedir. Bu bulunan basit yap1 j,k € X ve [0, n] araliginda t<u
kosulu altinda siirecin tamamziyla
pjk(t,w) = P(X(w) = k|X(t) =) 3.2
basit gecis olasiliklari tarafindan belirlendigini gostermektedir. [0,n]
arah@inda herhangi bir t; <. <t, <ty < <tp, Ve X'de
J1r - JprJp+1s - Jp+q 1610

P(X(tp) =jnh=p+1,...p+q|X(®) = j,X(t) =jp ,h=1,..,))

=PX(th) =jn,h=p+1,..,p+qlX(t) =) 3.3)
esitligi kanitlanabilmektedir.

“t”, simdiki zaman olarak diisiiniildiiglinde ve tiim gecis zamanlarinda
olan olaylar diisiiniildiigiinde, Esitlik (3.3)’iin sol tarafi t zamaninda siirecin
tim geligsiminin bilindigi kosulu altinda siirecin gelecekte bulunacag:
durumun X durum uzayinda olma olasihgimi gostermektedir. Esitlik (3.3)’{in
sag tarafi ise, durum uzayinda her bir zaman birimi i¢in bulunulan durum,
siirecin ge¢cmis zamanlarda bulundugu durumlarla degil bir 6nceki zamanda
bulunulan durumun kosullu olasiligina baglh oldugunu gostermektedir.
Bugiinkii durum biliniyorsa, siirecin gelecegi gecmisinden bagimsiz
olmaktadir. Bu markov 6zelligi olarak adlandirilmaktadir (Rotar, 2007). Bu
makalede, X, X durum uzayinda siirekli zamanli Markov zinciri olarak
kabul edilmektedir.

3.2. Gecis Olasihig

pjk(t), j,k € X gegis olasiliklar,

0<pyp® <1 jkeX; t=0, (3.4)
Xkpi@®) =1 jkeX; t=0 (3.5)
ve

(1, j=k
Pjr(0) —{ 0, %k (3.6)

ozelliklerine sahiptir.
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0 <s <t <u kosulu altinda (u-s) zaman araliginda i durumundan k
durumuna gegis olasiligi,

P(X(u) =k, X(t) = /X(s) = i) = PX(w) =k X(t) =j,X(s) = i)

P(X(s) =1)
= pjj(s,t) * pjx(tu) (3.7)
bigimindedir.
Eger Z markov siireci ise ve 0 < s < t < u i¢in Chapman Kolmogrov
denklemi py. (s, u) = Xjez pij (s, pji (t, w) (3.8)

bi¢iminde elde edilmektedir (inal,1988).
3.3. Gecis Yogunlugu

Her birj,k € Z,j # k vet € [0,n) i¢in gegis yogunluklari

by () = lim , PR (39)

seklinde verilmektedir. Diger bir ifade ile dt — 0 iken %2

pjk(t t+dt) = ujk(t)dt + o(dt) olarak yazilabilmektedir.

Kisa zaman araligindaki gecis olasiliklarmin, araligin uzunluguyla
orantili oldugu ve oran faktoriiniin sadece zamana bagl olan yogunluklar
oldugu varsayilmaktadir. t zamaninda, j durumundan diger durumlara toplam
gegis yogunlugu u; (t) = Ygej M (t) (3.10)
seklinde bulunmaktadir (Hoem, 1969).

Ayn1 durumda bulunma olasilig
pjj(tt+d) =1- u]..(t)dt + 0(dt) (3.11) esitligi ile yazilmaktadir.

- 0 i¢in

3.4. Kolmogrov Diferansiyel Denklemleri

Gegis olasiliklar1 zamanin iki boyutlu fonksiyonudur. Hesaplanmasi
glic olan durumlarda tutarli bir sekilde gegis olasiliklarimi belirlemek
genellikle miimkiin olmamaktadir. Bununla birlikte, gegis yogunluklar
zamanin bir boyutlu fonksiyonudur. Kolayca uygulanabilir olmalarindan
dolay1 modelin belirlenmesindeki baglangic noktasini olusturmaktadirlar.
Ayni zamanda gecis olasiliklarini belirledikleri i¢in sistemdeki temel unsuru
olusturmaktadir.

X siirecinin t zamaninda j durumunda bulundugu varsayimi altinda,
verilen gelecek u zamaninda siirecin k durumunda olma olasiliginin
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hesaplanmasi i¢in, (t; t+dt) kisa zaman araliginda gergeklesen olaylar
incelenmektedir.

X siireci t zamaninda j durumunda olduguna gore, ilk durumda X,
1- u]..(t)dt) olasihig1 ile j durumunda kalmaktadir. Bu duruma baglh olarak
siirecin u zamaninda k durumunda sonlanmasi olasiligi ise pji(t + dt, u) ile
ifade edilmektedir. Ikinci durumda X, (p]. g(t)dt) olasilig: ile baska bir g
durumuna atlayabilir ve bu duruma bagh olarak siirecin u zamaninda k
durumunda sonlanmasi olasiligi pgk(t + dt,u) olarak hesaplanmaktadir.
X’in u zamaninda k durumunda olma olasiligi,
pir(t W) = (1= 1, (Odt) pjc(t+ dt,u) + Tggaj , (Odt py(t + dt,u) +
o(dt) (3.12)
seklinde verilmektedir.

Esitlik (3.12)’de kiigik zaman araligi igin d¢pjx(t,u) = pj(t+
dt,u—pijkt,u esitligi yerlestirildiginde,

depjic(t u) = p; (Ddt pjie(t, 1) = Xgigej by, (O dt pgie(t, w) (3.13)
esitligine ulagilmaktadir. Esitlik (3.13)’de bulunan ifade

d

Epjk(t: w) = ;) pjx(t,w) — Xg.g=j Ujg(O)dt pgr(t,u) (3.14)

seklinde de yazilabilmektedir. Esitlik (3.14) Kolmogrov geriye doniik
diferansiyel denklemi olarak adlandirilmaktadir (Norberg, 2002).

X siireci s zamaninda i durumunda olduguna gore, ilk durumda X,
1- uj.(t)dt) olasilikla s durumunda kalmaktadir. Bu duruma bagl olarak
siirecin t zamaninda j durumunda sonlanmasi olasiligi pj(s,t) ile ifade
edilmektedir. ikinci durumda X, ( Mgi (t)dt) olasiligi ile baska bir g durumuna
atlayabilir ve bu duruma bagli olarak siirecin (t+dt) zamaninda j durumunda
sonlanmasi olasiigl pjj(s,t+ dt) olarak hesaplanmaktadir. X’nin (t+dt)
zamaninda j durumunda olma olasiligi,

pij(s, t +dt) = Z Dig(s,t) pgj(t)dt + p;;(s, t)(l — ,uj.(t)dt) + o(dt)

9:9%]
ve Kolmogrov ileriye dogru diferansiyel denklemi
depij(s,t) = Xg,g2j Dig(s,t) pgj(®)dt — p;;(s, )u; (t)dt (3.15)

olarak gosterilmektedir (Hoem, 1988).

Siirecin devamli olarak zamanin belli bir siiresinde o anki durumda
kalma olasihig1 esitlik (3.11) kullanilarak ve geriye doniik islemler
tekrarlanarak



310
Trakya Universitesi Sosyal Bilimler Dergisi
Aralik 2012 Cilt 14 Say1 2 (303-316)

p;(tw) = (1 -, (Ddt) ps(t +dt,u) + o(dt) (3.16)
elde edilmektedir.
Esitlik (3.16)’e ek olarak pﬁ(u, u) = 1 esitligi kullanildiginda

Pyt w = e (3.17)
ifadesine ulagilmaktadir (Norberg, 2002).

_ 4KOLMOGROV DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
CcOZUMU

Makalede, durumlar arasindaki anlik ge¢is matrisi ayrigtirilarak,
gecis olasilik matrisi hesaplanmaktadir. Olasiliklar iistel fonksiyonun
dogrusal kombinasyonlar1 oldugundan, hesaplanmasi gereken g¢esitli
durumlardaki beklenen kalma siirelerinin ve aktiieryal degerlerin
integrasyonlart yapilmaktadir. Anlik gecisler ve gecis olasiliklarn
fonksiyonu Kolmogrov ileri ve geriye dogru denklemleriyle iliskilidir.
Anlik gecisler ve gecis olasiliklar1 fonksiyonu matris formunda ifade
edilebilmektedir.

Q; k = k boyutlu (i, ) girisli p;; ve P(t) ; k = k boyutlu (i, ) girisli
pij(s,s +t) temsil etmek iizere, P(0) =/ kosulu altinda Kolmogrov
ileriye dogru ve geriye dogru denklemleri kullanilarak,

P’(t) = P(t) (4.2)
P’(t) = QP(t) (4.2)
olarak yazilmaktadir.

Esitlik (4.1) ve (4.2)’da bulunan denklemlerinin ¢dziimiinden

242
P(t) = €% =1+ Qt + S+ - (4.3)
esitligine ulasilmaktadir.

Q’nun dq,d,,...,dy seklinde ayr1 6zdegerleri bulundugunda C =
A™Y, D =diag(dy, ...,d}) ve A’nm i. kolonu d; ile ilgili dik 6zvektdrii
iken Q = ADC yazilabilmektedir. Bu durumda (4.3) esitligi,

P(t) = Adiag(d,, ..., d;)C (4.4)
sekline doniigsmektedir.

Gegis olasiliklarinin  hesaplanmasi, anlik ge¢is matrisi Q’nun
O0zdeger ve Ozvektorlerinin belirlenmesi durumuna doniigmektedir. Bu
makalede kullanilan iki durumlu model i¢in geg¢is matrisi
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0 1
_ o["Ho1 Hoz1
0=3["¢" %
Buradan d; = —uy; ve d, = 0 olarak ve 6zvektorler sirasiyla (1,0)°

ve (1,1)" olarak hesaplanmaktadir. A = [é ﬂ ve C=A"1= [(1) _11]

olmak iizere P(t) = Adiag(e®1(®, ed2(") Cz
0 1
_ 0 [e—ﬂm(t) 1— e—H01(f)]
oo 1
Poo(t) = o —Hor (0}t , Por () =1— o —Hor (01t , P1o(t) =0 ve
p11(t) = 1 seklinde islemlere dahil edilmektedir (Jones, 1994).

Sigorta siiresi boyunca ortaya ¢ikacak olayin durumu, zamani ve o
durumda 6demesi taahiit edilen yapilacak her bir 6demenin miktar1 tam
olarak 6nceden tahmin edilememektedir. Bu yiizden, genelde uzun siireli
olan sigorta ve anniiite sdzlesmeleri icin primler ve rezervler so6zlesme
kosullar1 altinda yapilan 6demelerin bugiinkii degerine dayanmaktadir.
Beklenen bugiinkii deger x yasindaki bireyin Sliimiine kadar gecen siireyi
ifade eden T(x) rastgele degiskeni ile iki durumlu olay igin
hesaplanabilmektedir.

Yasam olasiligi, Pyo(s,t) = P{X(t) = "yasam"|X(s) = "yasam"}
(4.5) seklinde verilmektedir.

Sigorta kapsamindaki [0,n] d6nemi boyunca t zamanindaki
sigortalinin bulundugu durum X (t) sembolii ile gosterilir.

Oliim yogunlugu ise u(t) = lim,_ (1_190—0(”)) = Yixj Mij (4.6)

t—-s

] bicimindedir.

elde edilmektedir.

esitliginden hesaplanmaktadir.

Tim s zamanlar1 i¢in limitlerin var oldugu ve zamanin bir
fonksiyonu oldugu i¢in 6lim yogunlugunun siirekli oldugu kabul
edilmektedir. Anlik faiz orani1 §(t) simgesi ile gosterilmektedir. &(t), t
zamaninin bir fonksiyonu oldugundan siirekli varsayilmaktadir. iskonto

t
faktorii v(s, t) = e~ s S®at 4.7)
seklinde hesaplanmaktadir (Linnemann, 2004).
t zamaninda sigortalinin yagamasina bagl olarak 6denecek bir birim
t
tazminatin bugiinkii degeri E (s, t) = e Js saty, (s,t) (4.8)
olarak tanimlanmaktadir.

Makalede, S sigorta tazminat seviyesini gostermek {izere sigortalinin
t zamaninda 6lmesi durumunda sigorta s6zlesmesi ¢er¢evesinde belirlenen
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sigorta tazminati1 a(t)S ve sigorta siiresi bitim tarihi olan n zamanina kadar
yasamasi durumunda vade sonu tazminati S(n)S olmaktadir. a(t) > 0 ve
B(n) = 0kosulu altinda, a(t) degiskeni zamanin siirekli bir fonksiyonu
olarak kabul edilmekte ve verilen tazminat birlesenlerini zamana bagh
olarak ifade etmektedirler. Bu degiskenler 0 zamaninda sigorta yiiriirliige
girdiginde olasiliksal olarak sabit olmaktadir.

Sigorta sirketinin herhangi bir t zamanindaki yikuimliligi, t €

[0,n) i¢in A, > O kosulu altinda, (t,n] siiresinde denecek olan a(w)
ve 3(n) sigorta tazminatlarinin aktiieryal degeri

Al = k(8) = [ E(t, wpa@)du + E(t,n)B(n)
(4.9)
olarak hesaplanmaktadir.
Sigortalinin yiikiimliiliigii ise, (t,n] zaman siiresi boyunca her bir
zaman birimde ddenecek birim primlerdir. Bu primlerin aktiieryal degeri

a_ =a®=["Etwdu (4.10)

olarak hesaplanmaktadir (Linnemann, 2003).

Yirirliikteki sigorta tazminat seviyesinin S oldugu bilindigi ve
sigorta sozlesmesi i¢in 6denecek sabit primin 7’ye esit oldugu varsayimi
altinda, denklik ilkesi kullanilarak
na(0) = Sk(0) (4.11)
olarak bulunmaktadir.

Herhangi bir t zamanindaki polige i¢cin hesaplanan ileriye doniik net
prim rezervi V(t); (t, n] siiresi boyunca 6denecek tiim sigorta tazminatlarin
beklenen degerinden (t, n] siiresi boyunca odenecek iligkili primlerin
beklenen degerlerinin ¢ikarilmast ve t zamanina iskonto edilmesiyle
hesaplanmaktadir.

t € [0,n] i¢in V(t) = 0 varsayimi altinda V(t) = Sk(t) —ma(t)  (4.12)

denklemine ulasilmaktadir.

[1(0) = 0 kosulu altinda, ileriye doniik net prim rezervi t zamanina
gore diferansiyellendiginde,

%j([) = (DO + 0= 0[O0 = 0] (4.13)
Thieles diferansiyel denklemine ulasilmaktadir (Linnemann, 1993).
Thieles diferansiyel denklemi t zamanindaki prim rezervindeki her

bir zaman birimindeki artig oraninin birlesenlerini goéstermektedir. Bu artis,

prim gelirine her bir t zamanindaki faizin eklenmesi ve risk masraflarinin
cikarilmasi biciminde olugmaktadir.
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5.SONUC

Hayat sigortalar1 uzun siireli iiriinler olduklarindan, sigorta sirketleri
finansal ve demografik degisimlere maruz kalmaktadirlar. Bu durumda
ylikiimliiliiklerin degerlemesi sigorta sirketlerince onem kazanmaktadir.
Sigorta sirketleri meydana gelen olumsuz finansal ve demografik degisimler
karsisinda hem yiikiimliiliiklerini karsilayacaklar1 hem de biiyiimelerini
saglayacak ek bir getiri elde etmeyi amaglamaktadir. Sigorta sirketleri
piyasadaki rekabetlerini riskleri azaltarak daha ¢ok kar elde ederek
stirdiirmeye caligtiklar1 i¢in akademisyenler var olan aktiieryal degerleme
yontemlerini gelistirmeye calismaktadirlar.

Sigortalinin verilen durumda bulunmasi veya bir durumdan diger
duruma gecisi baz1 finansal sonuglar ortaya ¢ikarmaktadir. Bu makalede;
sifir aninda yiiriirliige giren ve sigortalinin Oliimiini temsil eden bir
durumunda Odenen veya sigortalinin sigorta siiresinin sonuna kadar
yasamasi kosuluna bagli olarak sigorta siiresi sonunda 6denebilen, belli bir
toplam tazminatli sabit prim Odemeli hayat sigortasi poligesi
incelenmektedir. Polige, 6liim ve yasam durumunu kapsayan karma hayat
sigortasi olarak ele alinmis ve Markov zinciri olarak modellenmektedir.

Bu makalede, Markov yaklasimi kullanilarak Thiele diferansiyel
denklemine gecis yapilmaktadir. Thiele diferansiyel denkleminin sigorta
portfoyii i¢in karin birikimini ve matematiksel rezervin beklenen gelisimi ile
ilgili ¢ikarsamalar elde ettigi gosterilmektedir. Thiele diferansiyel denklemi
sayesinde teknik tabandaki degismelerden kaynaklanan matematiksel
rezervlerin, t zamanindaki her birim zamandaki degisiminin etkileri ortaya
cikarilabilmektedir. Ayn1 zamanda teknik taban elemanlarinin bazilarinda
meydana gelen kayiplarin, diger elemanlarindan elde edilen kazanglarla nasil
dengelendigi Thiele diferansiyel denklemi kullanilarak bulunabilmektedir.
Bu durumlar géz oniine alindiginda hayat sigortalarmin modellemesinin
Markov yaklagimi ile yapilmas1 6nem kazanmaktadir.

Markov yaklagimi kullanilarak elde edilen Thiele diferansiyel
denklemi hem yasayan her bir police sahibine ait fonun her birim zamandaki
degisimini gostermekte hem de bu artis oranminin, t zamanindaki prim
gelirinden, kazanilan faizden ve 6lenlerin fonda yasayanlara 6denmek tizere
biraktiklart  miktarlardan saglandigim1  acik olarak gosterebilmektedir.
Bununla birlikte Thiele diferansiyel denklemi kullanilarak her birim
zamanda diger bir duruma gegiste olusacak risk altindaki net miktar1 ve
baska bir duruma geciste meydana gelecek risk maliyeti de hesaplanabildigi



314
Trakya Universitesi Sosyal Bilimler Dergisi
Aralik 2012 Cilt 14 Say1 2 (303-316)

gosterilmektedir.  Aktiieryal degerlemenin amaci, police sahiplerinin
yatirmmlarin1 degisen piyasa kosullarini goz Oniinde bulundurarak risk
yonetimi  kapsaminda kontrol altina almak ve poligce sahiplerinin
yatirimlarinin getirisini arttirmaktir. Bu makale kapsaminda, hem aktiieryal
degerleme hesaplamalarint  kolaylastirdigt hem de yiikiimliiliklerinin
karsilanmasinda ortaya ¢ikan riski, diger yontemler gdz oniine alindiginda,
daha kesin olarak hesaplayarak yatirimcilara genis bir yatirim o6zgirligii
saglandigi i¢cin Markov yaklagiminin kullanilmasi 6nerilmektedir.
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